Tirages successifs alternés avec remise et sans ism

Une urne contientN boules, dont I'une est noire et les autres blanckeOn effectue une
succession de tirages. Le premier se fait sans resmj ainsi que tous les tirages impairs, le
deuxiéme et tous ceux qui sont pairs se font aveemise. Il y a ainsi alternance de tirages
sans et avec remise. On fait cela jusqu’a ce queithe soit vidée.

1) Combieny a-t-il de tirages ?

Le nombre de boules avant chaque tirage est :
N,N-1,N-1,N-2,N-2,..,1,1,dou2l-1) +1=2N-1tirages.

2)  On définit des variables aléatoiresX, qui valent 1 si la boule noire sort alk éme
tirage, et 0 sinon. Calculer la probabilitép(Xx = 1) pour chaque valeur dek.

CommeonlavukvadelaXN-1.

X, = 1 signifie que la premiére boule tirée est laena’oup(X;) = 1 /N.

X, = 1 signifie que la deuxiéme boule tirée est laepa@e qui impose que la premiere boule
tiree sans remise est une blanche, d’ou

p(XZ) = p(BN) = M'_l: i

N N N

Plus généralement, pour les tirages pairs, I'évemeKy = 1 signifie que la boule noire sort
au 2 “™tirage, ce qui impose que la boule noire soitdorg présente, a savoir qu’elle n'ait pas
disparu lors des tirages impairs précédents sansee Remarquons que juste avantilé™
tirage, il y aN —i boules dans I'urne, et que juste avantile 2°™tirage, il y en avait une de
plus.

p(X2i=1)=p(X1=OetX3=O...etXZi_1=OetX2i=1)
N-1N-2 N-i 1
N N-1 " "N-i+1N-i

1 T N
:N apres simplifications en chaine.

Passons aux évenements.;=1 correspondant aux tirages impairs. Comme iey aemise
lors du 2 *™tirage, il y a autant de chances d’avoir la bowdee au 2+ 1 “™tirage qu'au R
“Mtirage :

1

P = 1) = N

Finalement chaque variab¥g suit la méme loi de Bernoulli, de parametri.1/

3) On appelle X la variable aléatoire correspondant au nombre dedis ou sort la
boule noire au cours d’'une expérience. Indiquer gus sont les évenements correspondant
aX =1, etcalculemp(X =1).

Lorsque la boule noire sort une seule fois, cajaiie qu’elle sort pour la premiére fois au
cours d’'un tirage impair sans remise, et qu’'augarail n'y a que des boules blanches qui sont
sorties. Cela donne les événements :

N..,ouBBN...,ouBBB BN...,ouBBBBBBN ..., etc., jusqu’a un mot de longueur
2N -1, les points de suspension indiquant qu'agésdge de la boule noire, il n'y a que des
boules blanches tirées, ce qui correspond a deemants slrs de probabilité 1.
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avec comme dernier éveénement la boule noire quiesodernier tirage (c’est-a-dire le tirage
2N-1):
N-(N-1) _ 1

p(B BB BB BB ... BN) = .
N(N-1) N(N-1)

La probabilitép(X = 1) s’obtient par addition des probabilités pdasées:
N-D+(N-2)+..+#+1_ N(N-1 1
o=y = (NTD*H(N=2)+. 41 N(N-1) _
N(N-1) 2N(N-1) 2

4)  Calculer p(X =N).

Il s’agit de la plus grande valeur possibleXieCela signifie que la boule noire est sortie a
tous les tirages avec remise (i 1 fois) et qu’elle sort au dernier tirage sammise.
p(X=1)=p(B NB NB NB ... NB NN)
N-1 1 N-2 1 N-3 121111 1

N N-1N-1 N-2N-2733 2211 N

5)  Traitons précisément le cas otN = 5. En appelant comme auparavantX la
variable aléatoire correspondant au nombre de foi®u la boule noire sort, indiquer les
événements obtenus pour chaque valeur d¥, avec leurs probabilités respectives. En
déduire les probabilitésp(X = k).

Nous donnons les évenements obtenus, avec leualplith (les points de suspension
signifient des successions BB jusqu’a la fin, de probabilité 1).

. X=1

N ... 1/5

B BN ... 4/5 3/16

B BB BN ... 4/5 9/16 2/9

B BB BB BNBB 4/5 9/16 4/9 1/4

L’addition des probabilités de ces quatre évenesngonngd(X = 1) = 0,5.

. X=2

B NN ... 4/5 1/16

B BB NN ... 4/5 9/16 1/9

B BB BB NN ... 4/5 9/16 4/9 1/4
B BB BB BBNN 4/5 9/16 4/9 1/4
B NB BN ... 4/5 3/16 2/9

B NB BB BN ... 4/5 3/16 4/9 1/4



B BB NB BN ...
p(X = 2) = 0,275.
. X=3
NB NN
NB BB

BB NB
NB BB

NN ...
NN ...
BB NN
BB NB BB NN
BB BB BB NN
NB NB BN ...
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p(X = 3) = 0,158.

.
X
11
N

B NB NN ...
B NB BB NN
B BB NB NN
B NB NB NN
p(X = 4) = 0,058.
.« X=5

B NB NB NB NN

4/5 9/16 2/9 1/4

4/5 3/16 2/9 1/4
4/5 3/16 2/9 1/4
4/5 3/16 4/9 1/4
4/5 9/16 2/9 1/4

4/5 3/16 2/9 1/4

p(X = 5) = 0,008

6) Toujours avec le nombre de bouledN = 5, faire le programme qui permet de
retrouver expérimentalement les probabilitésp(X = k).

On se donne le nombre de boules,Nck 5. Pour traiter une expérience, avec d¢s-21
tirages, notés de 1 &l2- 1, on commence par traiter le tirage 1, sanssesrpuis a partir du
tirage 2, on les traite deux par deux, le premiecaemise et le deuxieme sans remise. On gere
une variableNN (nombre de boules noires, qui vaut 1 ou QYBt(nombre de boules blanches,
N-1 au début), ainsi qu'une variabi®oulesqui est le nhombre de boules avant chaque tirage.
Lors d’'un tirage, on tire un numéro au hasarduéro 0 correspondant a la boule blanche. Ce
numéro est donc entre Ordtoules— 1 si la boule noire est BN = 1), et entre 1 atboules- 1
si la boule noire n’est plus présente.

Ayant ainsi traité une expérience, il reste a e fan grand nombrBIBE (dans une boucle
d’essai¥. Chaque fois que la boule noire sort, le nomhkadais nbfN augmente de 1 (il a été
mis & 0 au début de chaque expérience). A la fichdgue expérience avec siN associé, le
tableau des fréquences de sortie de la boule asiractualisé feqnbfNI++). Aprés les
NBE expériences, il suffit de diviser les fréquencessdrtie de la boule noire (entre 1 et 5) par
le nombre d’expériences pour avoir les probabil@kerchées. Voici la partie importante du
programme.

srand(time(NULL));

for(i=0;i<2*N;i++) freq[i]=0; /* tableau des fréquences de sortie de la ndire
for(essai=0; essai<NBE; essai++) répétition deNBE expérienced/

{ NN=1; NB=N-1; nbfN=0;



[* le premier tirageparmiN boulesdont une boule noir&/
numero=random(N); if (numero==0) {nbfN=1; Ni§ else NB--;
nboules=NB+NN;
for(tirage=2;tirage<=2*N-1;tirage+=2)
{ I* tirage avec remis&
if (NN==1) { numero=random(nboules); mfumero==0) nbfN++; }
[* tirage sans remis#®
if (NN==1) { numero=random(nboules);
if (numero==0) {nbfN++; NN} else NB--;

else { numero=1+random(nboules-1); NB--;
nboules--;

freq[nbfN]++; /*construction par cumudes fréquence@bfN entrel etN) */

}
/* affichage des probabilitgs(X = i) */
for(i=1; i<=N; i++) printf("%3.3f ",(float)freq[i]{float) NBE);



