Théoreme de Napoléon

Le contexte est le suivant : on part d'un triangleelconque, de sommets notés 0, 2, 4 et on lui
accole trois triangles équilatéraux dont les camngant notés 1, 3, 5. Le « théoreme de Napoléan » d
alors que ces trois centres forment un trianglélagual.

On constate que les triangles 012, 234, 450 soogliss avec un angle de 120°. Le probléme initial
peut étre reformulé ainsi : on part d’'un triangleelgonque 024 et on lui accole trois triangles étex
012, 234, 450 avec chacun un angle de 120°. Etd@&montre que le triangle 135 est équilatéral
(figure 1). C’est cette méthode que nous allons utiliser gigumontrer le « théoréme de Napoléon »,
sous forme de I'exercice qui suit.

Figure 1: Triangle quelconque initial 0241 ble) entouré des trois triangles équilatéraux, ainsi
que des trois triangles isocéles 012, 234, 450 ave@ngle de 120°, ce qui donne un triangle
équilatéral 135€¢n rouge.

Considérons un triangle ABC quelconque, de cergrgrdvité O. Appelons,zz, z les affixes de
ABC dans le plan complexe avec O pour originepteats ABC étant numérotés 0 2 4. Sans perte de

généralité, on peut supposer que A est sur lax@xjeavecOA = 1, d'oll 3 = 1. On se donne B
d’affixe z quelconque dans le plan.

1) Montrer qu'il existe un point C unique tel qeettiangle ABC ait son centre de gravité en O.
Dans ce contexte, le triangle quelconque ABC dépemiduement du parametre, zavec ses
sommets d'affixe 1, et z=—-1 - 2.

Le centre de gravit® est tel que I'on a I'égalité vectoriel@A + OB + OC =0,z + 2z +2, =0,
d'ouz, =- 1 -2. Le pointC est unique.

2) On accole trois triangles semblables dans lessbrect sur les trois c6tés, soit 012, 234, 450.1|
ont tous la méme forme, mais cette forme est guglen Plus précisément, cela signifie gu’ils ost le
mémes angles. Cela signifie aussi qu'une similittidecte de centre 0 fait passer de [0 2] a [0 1],
une autre de centre 2 fait passer de [2 4] & [2Blune troisieme de centre 4 de [4 0] a [4 5], eeq
ces trois similitudes ont méme rapport k et ménuteath avecs tel que -= < 6 < 0.

! Le fait de prendr& négatif exprime que les triangles accolés sorérirs au triangle initial 024. Le
théoréme serait aussi valable avec des trianglaséscintérieurs, mais dans ce cas la figure olete&sti moins
intéressante pour ce qui nous concerne ici.



On pose a = k'& Montrer que le triangle 135 a aussi pour centeegiavité O, et donner,zz, z
en fonction dexz

Posonsaa=k€’. On a alors :
z-=a(z-2%)

L-2=a(u-2)
-z=a(zn-z)

2 Par addition membre a membre, il reste seulementz; + z5 =
0, ce qui signifie qu® est aussi le centre de gravité du triangle 135.

Plus précisément :

z=1+a(zn-1)=an+1l-a
z=2ta(-1-z-z)=(1-A)z-a
z=z+a(l-z)=(1-ayz+a=@-1)z+2a-1

3)Calculerz—zetz—2z

23—21:(1—31)22— 1
Z-7=-2,+3-2

4) Montrer qu’il existe une valeur unique de a (twen qui définit le rapport et I'angle des
similitudes), telle que pour un triangle 024 quelilgsoit, le triangle 135 est toujours équilatéral

Le triangle 135 sera équilatéral de sens direet seulement sis—z = —j* (3 — z). En effet, §
est un nombre complexe de module 1 et d’argument3. L'égalité précédente signifie que les
vecteurs 15 et 13 ont méme longueur et font uneawiglz / 3, ce qui caractérise un triangle
équilatéral. Grace au 3°, I'égalité devient :

-z+3-2 =4 (1-)z-1)
(-j?+3j°a+l)z=3a-2 -

Imposons que & — 2 —j* = 0 et aussi ¥ + 3j°a+ 1 = 0. Si une valeur de vérifie ces deux
équations, cela prouvera que I'on a un trianglél&igual quel que soit, c'est-a-dire quel que soit le
triangle initial 024.

L'équation 3a — 2 —j® = 0 donnea = (2 + 2) / 3. On constate alors que pour cette valews la
deuxieme équation est aussi vérifiée, en effet

—PraParl=7+ PP+ 1= 4+ 2+ 15 +j 412 0
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La valeur dea s'écrit aussiazé—i?. Il a pour modulel/+/3 et pour argument = /6.

Finalement les triangles 012, 234, 450 sont isscéldeurs cotés égaux font un angle de 12@Are
2).
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Figure 2: Triangle initial quelconque 022h bley triangles accolés isocéles avec un angle de 120°
en noir, triangle équlatéral 138n rouge

4) Lorsque I'on n'est pas dans le cas du 3°, morree pour chaque forme de triangle accolé
comme 012, caractérisé par le rapport de simidd= [01]/ [02] et I'angle orient&) = (01, 02), il
existe un unique triangle initial 024 qui rend teahgle 135 équilatéral.

Cela revient a déterminer la relation erdret z, qui rend le triangle 135 équilatéral direct. Nous
I'avons déja vue au 3°:

(-j*+3j°a+1)z=3a-2°

__3a-2-j° o . , . U
z, ST Ziirmi? lorsque I'on n’est pas dans le cas ou les triangteolés sont isoceles avec un
-j“+1+3aj
angle de 120° comme au 3°.
zZ, =L2J_l en multipliant en haut et en bas par
-1+ j+3a
_Zaj-j-j-1_@j-j+i°_j@-1j)
-1+ j+3a -1+j+ & -1+j+ &

=]

Cela signifie que le triangle 024 est équilatéetlseul ce triangle accepte des triangles accolés
semblables mais quelconques qui rendent le triak®feéquilatéralfigure 3.
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Figure 3: Triangle initial 024 équilatéral, triangles at&semblables quelconques 012, 234, 450,
et triangle 135 équilatéral, dans deux cas dedigur



Conclusion:

» Seuls des triangles accolés isoceles et avec ua dad 20° donnent un triangle équilatéral 135
guel que soit le triangle initial 024.

» Avec des triangles accolés autres que les précgdeetl un triangle équilatéral initial 024
donne un triangle équilatéral 135.

Finalement, le théoréme de Napoléon traite un aazisegt exceptionnel, celui du triangle
quelconque qui doit avoir des triangles équilatéraacolés sur ses cotés pour donner un triangle
équilatéral ayant comme sommets les centres dii@egles accolés.
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