Jeu de taquin :
résolution automatique sur ordinateur

Sous sa forme la plus générale, le jeu de taquioogsstitué d’'un rectangle rempli par des blocs
carrés accolés, chacun portant un numéro, avetoardisseé vide. Un des voisins de cette case €arré
vide peut coulisser pour prendre cette place Valease vide prend alors la place du voisin. Teut s
passe comme si la case vide se déplacait a chagpeavec une modification progressive de I'ordre
des cases numérotées. En partant d’'une confignrafides cases ont leurs numéros dans le désordre,
avec la case vide située en bas a droite, il sthgffectuer des déplacements de la case videgbm fa
a retrouver a la fin I'ordre naturel, comme sufigare ci-dessus dans le cas d'un catré4.

1. Remarques préliminaires pour la programmation

En prenant un rectangle avda@ases carrées en ligneRetases en colonne, nous allons numéroter
lesNP — 1 cases de ONP — 2, et la case vide portera le numéro madd¢eé- 1. Une configuration
guelconque des cases numérotées est une certametgiéon des numéros. Celle-ci sera enregistrée
dans un tableaa[NP], les indices étant les positions dans I'ordreureit

Dans I'exemple de lgure 1, avecN = 4 etP = 2 comme dimensions du rectangle, le tabkghu
est ainsi rempli :

al0] =4,a[1] =6,a[2] = 2,a[3] = 3,a4] = 0,a[5] = 5,a[6] = 1, et pour la case vidg7] = 7.

4 16 |2 |3
0 |5 |1

Figure 1: A gauche les positions numérotées des cases, de gauctwté e de haut en baa,
droite une configuration du jeu dans un certain désordre.

La connaissance du tablea[] permet le dessin de la configuration corresponelagrace a la
fonctiondessitf) :

void dessin(void)

{inti;
for(i=0;i<=N;i++) line(xorig+pas*i,yorig,xorig+as*i,yorig+P*pas,noir); /* dessin de la grille des
for(i=0;i<=P;i++) line(xorig,yorig+pas*i,xorig+Kpas,yorig+pas*i,noir); carrés */

for(i=0;i<NP;i++)
{ X[i]=1%N; y[i]=i/N; /* coordonnées du coin en haut a gauche du carrpasition i*/
if (@[i]'=NP-1) /* on ne numérote pas la case vide */

{ sprintf( chiffre,"%d",a[i]); /* dessin du numéro porté par chaque bloc carré */
texte=TTF_RenderText_Solid(police,at@f€ouleurnoire);
position.x=pas/5+xorig+pas*x[i]; positi.y=pas/6+yorig+pas*y[i];
SDL_BlitSurface(texte,NULL,screen,&plin);



}
}
}

Par la méme occasion, on peut avoir intérét asatiliin tableau des positiopagNP], qui donne
la position de chaque numéro. Dans I'exemple p&gdn gpod0] = 4, poq1] = 6, etc., et 'on note
en particulieposcvla position de la case vidposcvn'est autre queogNP — 1]. Remarquons que le
tableaupod] correspond a la permutation inverseafle

Chaque mouvement de la case vide va provoquer degications dans ce tablea]] et aussi
dans le tableapod]. La case vide peut se déplacer dans quatretidinsc; monter ou descendre d'un
cran, aller a droite ou a gauche, sauf si elleediordure du rectangle, ou ses déplacements kmnt p
limités. Rappelons que la position de la case g&lenregistrée dans la variable (globptecv

Supposons que la case vide monte d’'un cran, dacentexte de ldigure 2 avec un rectangle ou
N =5 etP = 4. Sa position eftoscv= 13, et elle va passer en position 1N = 8, tandis que la case
portant le numéro 18 va passer en position 13.iAassa[13] on met 18 (soig[poscv— N]), et dans
poq18] on met 13 (soiposcy. Puis on déplace la case videoscv= 8, eta[8] = 19 (soit le numéro
associé a la case viddP — 1), aveqod19] = poscv On en déduit la fonction qui fait monter d’'un
cran la case vide :

13/15/3 |1 |5
144 |7 |18 |2
8 16|12 10
6 |0 |9 |17]11

Figure 2: Une configuration, a partir de laquelle la cagle va monter pour s'échanger avec la
case 18

void monteecv(void)
{ a[poscv]=a[poscv-N]; pos[a[poscv]]=poscy;
poscv=poscv-N;a[poscv]=NP-1; pos[NP-1]=poscyv;

}
On fait de méme pour les déplacements dans lesauties directions :

void gauchecv(void)
{ a[poscv]=a[poscv-1]; pos[a[poscv]]=poscyV;
poscv=poscv-1;a[poscv]=NP-1; pos[NP-1]=poscv;

void descentecv(void)

{ a[poscv]=a[poscv+N]; pos[a[poscv]]=poscV;
poscv=poscv+N;a[poscv]=NP-1; pos[NP-1]=poscv;

}

void droitecv(void)

{ a[poscv]=a[poscv+1]; pos[a[poscv]]=poscy;
poscv=poscv+1;a[poscv]=NP-1; pos[NP-1]=poscyv;

Nous allons maintenant donner deux méthodes dutié&sodu jeu de taquin. La premiere méthode
est purement informatique, tandis que la deuxieaitefdire & I'ordinateur ce que I'on a tendance a
faire a la main. Dans une derniere partie, nous)él@ms une troisieme méthode, plus proche de la
théorie du jeu de taquin.



2. Premiere méthode de résolution automatique du je

Nous allons partir de la configuration initiale ddiordre naturel, avec la case vide en bas aadroit
Puis nous allons introduire du désordre en provoigua grand nombre de mouvements au hasard de
la case vide, que nous enregistrons par la mémesioer On fait aussi en sorte que la case vide se
retrouve en bas a droite. Au terme de cette prendtape, on aura une configuration désordonnée du
taquin, mais en sachant de quels mouvements @lléept. A partir de 1a, comment revenir a 'ordre
naturel ? Il suffit de faire les mouvements inverde la case vide, puisque nous les connaissons. Au
terme de cette deuxieme étape de remise en ordeerésolu le probleme.

Premiere étape : de I'ordre au désordre

On part de I'ordre naturel, ce qui revient a metiaes le tablead[] les numéros successifs de 0 a
NP — 1. Précisons que dans cette méthode, seul leatedj] devra étre géré au fil des déplacements
de la case vide, et que le tableau invexsg] ne sert a riefl.Puis on va provoquer un grand nombre
de mouvements aléatoires de la case vide, vigptit®n d’'une fonctiormouvcy). A chaque fois, le
case vide va se déplacer au hasard vers une d=s\wasines. Mais ces cases voisines peuventigtre a
nombre de 4, mais aussi 3 ou 2 lorsque I'on estasbordure du rectangle. D’ou la mise en place
d’une fonctiongrille() qui détermine pour chaque case quelles sont@sisies ainsi que leur nombre.

. Pour la case en positidnles positions de ses voisins sont enregistrées @an
tableauwv[i][K] et le nombre de voisins danbJi]. Comme un voisin est situé soit a
droite, soit au-dessus, soit a gauche, soit awdes®n enregistre aussi dans quelle
: direction il est placé, avec les nombres 0, 1u23 placés dans un tabled{u][ K].
void grille(void)

{intik;
for(i=0;i<NP;i++)
{ k=0;

if ((i+1)%N!=0) { v[i][k]=i+1; d[i][k]=0;k ++;} /* il existe un voisin a droite */
if (i’N!=0) { V[i][k]=i-N; d[i][K]=1;k++;} /* il existe un voisin au-dessus */

if (1%N!=0) { v[i][k]=i-1; d[i][K]=2;k++;} /* il existe un voisin a gauche */

if (i<KNP-N) { v[i][K]=i+N; d[i][K]=3;k++;} /* il existe un voisin au-dessous */
nbv[i]=k;

}

Passons a la fonctiomouvcy). La case vide étant en positigoscva une étape numérotée
compteury il s’agit de choisir au hasard une ads[poscy cases voisines, tout en évitant de revenir la
ou se trouvait la case vide a I'étape précédefiteda ne pas faire des allers-retours inutilestDia
gestion d'une variableldposcvqui garde en réserve la position précédente dada vide. Puis selon
la position de la case voisine, que I'on avait gisteée dans le tablead[][], on provoque le
mouvement correspondant de la case vide. Par laeng@masion on mémorise cette direction de
déplacement dans un tabldal) soit bjcompteu} a I'étapecompteurdu mouvement. C’'est grace a ce
tableaub[] que I'on peut suivre les mouvements successftadcase vide de I'ordre au désordre, de
fagcon a pouvoir plus tard les effectuer en seners®; pour revenir a I'ordre.

void mouvcv(void)
{int h;
do {h=rand()%nbv[poscv];} while(v[poscv][h¥oldposcv)y* choix au hasard d’'une case voisine */
oldposcv=poscyv;
b[compteur++]=d[poscv][h]/* mémorisation du mouvement dans le tableau b[] */
if (d[poscv][h]==0) droitecv(); /* suivant la direction prise, on fait bouger lasmvide */

! Cela permet de simplifier les quatre fonctionsidplacements de la case vide, swimnteecf), gauchecy),
etc., ou les références au tablpad] peuvent étre supprimées.



else if (d[poscv][h]==1) monteecv();
else if (d[poscv][h]==2) gauchecv();
else if (d[poscv][h]==3) descentecv();

}

Au terme de I'action répétée de cette fonctiwouvcy), le désordre est obtenu, avec la case vide
quelgue part dans le rectangle. Il ne reste plug lgudéplacer pour la replacer en bas a droite, en
provoquant un déplacement vertichfifvert puis un déplacement horizontiffhor. Ce qui donne ce
début de programme principal permettant d’allefatelre au désordre.

for(i=0;i<NP;i++) a[i]=i; /* rectangle avec I'ordre naturel pour les blocsras */

grille();dessin();SDL_Flip(screen); pause();

oldposcv= -1; poscv=NP-I* conditions initiales pour la case vide, qui auepossibilités de mouvements,
Maleur initiale de oldpcv ne provoquant aucun echgénent */

for(i=0;i<30000;i++) mouvcv();/* déplacements répétés de la case vide */

diffvert=P-1-poscv/N/* différence verticale entre la position actuediela position finale de la case vide */

for(i=0;i<diffvert;i++) {descentecv(); b[compteur{=3;} /* mémorisation des mouvememts dans b[] */

diffhor=N-1-poscv%N;/* de méme horizontalement */

for(i=0;i<diffhor;i++) {droitecv(); b[compteur++]=(}

SDL_FillRect(screen,0,blanc);dessin();SDL_Flip(strgpause();

Un résultat de ce morceau de programme est domra fagure 3 Précisons que les déplacements
successifs, enregistrés dans le tablaicomportent autant de 0 que de 2, et de 1 qu& der la case
vide revient & la fin la ou elle était au départ.

0|1 |2 3 |4 13|12 15|12 |7
516 |7 8 |9 9 |17|1 |10|0
1011 /1213 |14 18|18 |5 (14|06
15|16 |17 |18 3 |16(4 |11

Figure 3: Passage de I'ordr@ gauchg au désordred(droite
Deuxiéme étape : du désordre a I'ordre

Les déplacements de la case vide ont été enregiires le¢ableaubl], et ils sont au nombre de
compteur Pour revenir a I'ordre, il suffit de les faire dernier au premier, et en sens inverse, une
montée étant par exemple transformée en descemtzb@itit a cette fin du programme principal :

for(i=compteur-1;i>=0;i--)
{ if (b[i]==0) gauchecv();
else if (b[i]==1) descentecv();
else if (b[i]==2) droitecv();
else if (b[i]==3) monteecv();
}
SDL_FillRect(screen,0,blanc);dessin();SDL_Flip(strgpause();

3. Variante : reconstitution d’'un dessin

Prenons une image inscrite dans un cadre rectargyuda découpons-la suivant une grille de blocs
carrés. On se retrouve alors dans le contexte wugetaquin, ou les blocs carrés numérotés sont
remplacés par des morceaux d'images. Il suffit pligper l'algorithme précédent, Iégérement
réaménagé, pour d’abord construire un assemblagerdiihné des morceaux d'image, puis par
déplacement de la case vide (ici un bloc carréimede, celui qui est situé en bas a droite au tddbu
I'opération) reconstituer I'image initiale.



Un résultat est donné surfigure 4 Précisons que l'image initiale, de 360 sur 36l a été
découpée en 1212 carrés de longuelr= 360 / 12 = 30. On a effectué une dizaine deienillde
déplacements de la case vide, pour la mise endfés@insi que pour la remise en ordre. Précisons
que par cette méthode I'image reconstituée ne egajifpas avant les derniers mouvements de la case
vide.

Figure 4: A gauche les morceaux de l'image dans le désor@rajroite aprées de multiples
déplacements de la case vide, reconstitution fidalémage, ici une peinture de Diego Rivera

4. Deuxieme méthode de résolution

Maintenant l'ordinateur va agir comme le ferait jomeur humain. A partir d'une permutation
guelconque des cases numérotées, la remise enserdai progressivement. D’'abord on déplace la
case 0 pour la remettre a sa place en haut a gaRaleon fait de méme pour la case 1, et ainsi de
suite jusqu’a la derniére case. Par cette métHademise en ordre se fait ligne apres ligne arpdut
haut. Si I'on utilise une image découpée en cavélieu de carrés numeérotés, I'image va réapparaitr
progressivement du haut vers le bas, a la différeleda méthode doaragraphe 3

Si le principe de la méthode est simple, sa réalisgratique est plus complexe, car lorsque I'on
veut remettre & sa bonne place un bloc carré,nieat que les déplacements de la case vide ne
perturbent pas la position des cases déja remiges place.

On voit sur lafigure 5une situation ou toutes les cases situées damnkadélimitée par un trait
rouge sont a leur place définitive. A I'étape soiea c’est la case 28 qui viendra remplacer la ddse
grace aux déplacements de la case vide.

011 (2 3 |4 |5 |6 |7
g8 (9 |10(11|12/13|14 |15
16 |17 |18 /19|20 21|22 |23
24 125|26 (27|44 33|37 |38
48|45 |32 291513935
42146 |41 |50 |40 53|28 |43

52149147 |31|36 (30|54 34

Figure 5: Une situation intermédiaire du jeu, avec lexblemis a leur place définitive de haut en
bas et de gauche a droite dans la zone entoungride. C’est ensuite la case 28 qui viendra prendre
la place de la case 44.




La programmation se fait en plusieurs étapes. Camares par la mise en place d'une
configuration désordonnée des blocs carrés.

4.1. La permutation initiale

On sait, grace a la théorie, que le passage dudtésa I'ordre dans le jeu de taquin nécessite
d’avoir au départ une permutation pdrBachant que le fait de procéder & un échange detre
nombres de la permutation (a I'exclusion de la eéde) provoque toujours un changement de parité
de la permutation, il suffit de partir de I'ordratarel, qui est une permutation paire, et de faire
grand nombre d’échanges, ce nombre étant pair.sDaimsi assuré d’'avoir & la fin une permutation
paire, obtenue aléatoirement. D’ou la fonction espondante :

void permutation(void)
{iinti,j,aux,echange;
for(i=0;i<NP-1;i++) a[i]=i; /* ordre naturel */
for(echange=0;echange<10000;echange++)
{i=rand()%(NP-1); do {j=rand()%(NP-1); }kile (j==i);
aux=a[i];a[i]=alj];a[j]=aux; /* 'échange */

}
a[NP-1]=NP-1;/* la case vide */
for(i=0;i<NP-1;i++) posl[a[i]]=i;/* apres le tableau a[], construction du tableausplc*/
poscv=NP-1;/* position de la case vide */

}
4.2. Comment déplacer une case ?

Le déplacement d’un bloc carré numériogé fait en deux temps. D’abord on envoie la cade se
placer dans le voisinage de la case numgpuis par des mouvements de la case vide, onia fa
progresser le blocjusgu’a sa position finalie

4.2.1. Mouvement de la case vide vers la case a ldépr

Il s’agit de déplacer la case vide jusqu’a ce d@’glenne se coller & c6té du bloc carré que I'on
veut ensuite changer de place. Nous avons decigiader la case vide juste a droite ou & gauche de
case concernée portant le numiero

Pour ce faire, on détermine d’abord la distancetiocade diffverticale ainsi que la distance
horizontale diffhorizontale qui sépare la case vide de la case a déplacers Bamprogramme,
diffverticaleest positive quand la case vide montalifhorizontaleest positive quand la case vide va
vers la gauche. On distingue alors huit cas dediglustrés sur ldigure 6

Remarquons que dans un cas, aditverticale > 0 et diffhorizontale < 0, il convient de
commencer par le déplacement horizontal et de fiairle vertical, afin de ne pas risquer de traarers
la zone des cases déja bien rangées. On doitdaineéme dans un autre cas, celudifiverticale< 0
etdiffhorizontale< 0, mais cela ne s’expliquera que plus tard, deparagraphe 4.2.4avec lafigure
19.

% Une permutation est paire si le nombre d'inversiest pair. Une inversion se produit lorsqu’en anen
deux élémentsli] et a[j], aveci < j, de la permutation, on &i] > a[j]. Il suffit alors de compter le nombre
d’inversions et de voir s'il est pair ou impair. petit programme suivant compte le nhombre d'inersi(noté
nbinvet mis a 0 au départ) :

for(i=0;i<NP-2;i++) for(j=i+1;j<NP-1;j++)
if(a[i]>alj]) nbinv++;



Remarquons aussi que dans trois cas, le mouveradrtraine par un crochet soit vers la droite
soit vers la gauche. On privilégiera le crochetdite. On ne prendra le crochet a gauche que @ans |
cas ou la case a déplacer se trouve dans la decglamne du plateau rectangulaire, car 'on n'a pa
d’autre choix. Le fait que la case vide soit a@roiu & gauche de la case a déplacer est enratasisé
une variabldlag mise a 1 si c’est a droite et — 1 si c’est a gau€reen déduit le programme de la
fonction casevidecollgi) oui est le numéro de la case a déplacer (et non paesiton qui est

pogi]).
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Figure 6: Les déplacements de la case vide (dessinéeignpoar aller se coller a droite ou a
gauche de la case a déplacer (en blanc). Endiffwert est positive, en dessod#fvert est nulle, en
basdiffvertest négative

void casevidecolle(int i)
{ int diffverticale,diffhorizontale,j,xfinale,yfiale,q;

xcv=poscv%N; ycv=poscv/N;

xfinale=pos][i]%N; yfinale=pos][i]/N;

diffverticale=ycv-yfinale;

diffhorizontale=xcv-xfinale;

if (diffverticale>=0 && diffhorizontale>0

{ for(j = O;j<diffverticale;j++)
{ monteecv(); dessin(); SDL_Flip(sangeSDL_Delay(50);SDL_FillRect(screen,0,blanc);

for(j = O;j<diffhorizontale-1;j++)
{ gauchecv();dessin();SDL_Flip(scree®pL_Delay(50);;SDL_FillRect(screen,0,blanc);

}
flag=1;

else if (diffverticale>0 && diffhorizontale==0)
{ for(j = O;j<diffverticale-1;j++)
{ monteecv();
dessin();SDL_Flip(screen); SDL_D¢g3);SDL_FillRect(screen,0,blanc);

}
if (pos[i]%N<N-1)
{ droitecv();dessin();SDL_Flip(screeBPDL_Delay(50);SDL_FillRect(screen,0,blanc);
monteecv(); dessin();SDL_Flip(seree&sDL_Delay(50);SDL_FillRect(screen,0,blanc);
flag=1;

}
else if (pos[i]%N==N-1)

{ gauchecv();dessin();SDL_Flip(scrgesDL_Delay(50);SDL_FillRect(screen,0,blanc);
monteecv(); dessin();SDL_Flip(sere&sDL_Delay(50);SDL_FillRect(screen,0,blanc);
flag=-1;

}

else if (diffverticale>0 && diffhorizontale<0)



{ for(j = 0;j<-diffhorizontale;j++)
{ droitecv();dessin();SDL_Flip(san); SDL_Delay(50);;SDL_FillRect(screen,0,blanc);
}
for(j = O;j<diffverticale-1;j++)
{ monteecv(); dessin(); SDL_F#p(een); SDL_Delay(50);SDL_FillRect(screen,0,blanc)
}
if (posl[i]%N<N-1)
{ droitecv(); dessin(); SDL_Flipfeen); SDL_Delay(50);SDL_FillRect(screen,0,blanc);

monteecv();dessin(); SDL_Flgyéen); SDL_Delay(50);SDL_FillRect(screen,0,blanc);
flag=1;

}

else

{gauchecv(); dessin(); SDL_Flip(semg SDL_Delay(50);SDL_FillRect(screen,0,blanc);

monteecv();dessin(); SDL_Flip(srge SDL_Delay(50);SDL_FillRect(screen,0,blanc);
flag=-1;

}

else if (diffverticale==0 && diffhorizontale>0)
{ for(j = 0;j<diffhorizontale-1;j++)

{ gauchecv();dessin();SDL_Flip(screeslpL_Delay(50);;SDL_FillRect(screen,0,blanc);
}
flag=1;
else if (diffverticale==0 && diffhorizontale<0)
{ for(j = 0;j<-diffhorizontale-1;j++)
{ droitecv();dessin();SDL_Flip(scree®DL_Delay(50);;SDL_FillRect(screen,0,blanc);
}
flag=-1;
else if (diffverticale<0 && diffhorizontale>0)

{ for(j = O;j<-diffverticale;j++)
{ descentecv();

dessin(); SDL_Flip(screen); SDLI1&#50);;SDL_FillRect(screen,0,blanc);
for(j = O;j<diffhorizontale-1;j++)
{ gauchecv();dessin();:SDL_Flip(scree®pL_Delay(50);:SDL_FillRect(screen,0,blanc);
}
flag=1;

else if (diffverticale<0 && diffhorizontale=30
{ for(j = 0;j<-diffverticale-1;j++)
{ descentecv();

dessin();SDL_Flip(screen); SDL_D¢3);SDL_FillRect(screen,0,blanc);
}
if (pos[i]%N<N-1)

{ droitecv();dessin();SDL_Flip(scree®DL_Delay(50);SDL_FillRect(screen,0,blanc);
descentecv(); dessin();SDL_Flip¢ser); SDL_Delay(50);SDL_FillRect(screen,0,blanc);
flag=1;

}

else if (pos[i]%N==N-1)
{ gauchecv();dessin();SDL_Flip(scrge8DL_Delay(50);SDL_FillRect(screen,0,blanc);

descentecv(); dessin();SDL_Flipgsn); SDL_Delay(50);SDL_FillRect(screen,0,blanc);
flag=-1;

}
else if (diffverticale<0 && diffhorizontale<0)
for(j = 0;j<-diffhorizontale-1;j++)

{ droitecv();dessin();SDL_Flip(scree®DL_Delay(50);;SDL_FillRect(screen,0,blanc); }
for(j = O;j<-diffverticale;j++)



{ descentecv(); dessin(); SDL_Flipesm); SDL_Delay(50);SDL_FillRect(screen,0,blanc); }
flag=-1; }
}
}

4.2.2. Déplacement d’une case vers sa position fiea

Rappelons qu’en I'état actuel, la case vide seve@oit juste a droite soit juste & gauche deda ca
numeérotéd, celle que nous voulons déplacer jusqu’a sa posftnaleifinal qui est aussi, mais on
verra qu’avant de parvenir a la position définitivié conviendra parfois de passer par une position
intermédiaire, d’ou la distinction entretifinal. On appelleranouvemeit, ifinal) la fonction qui fera
ce déplacement de la case numérgers sa position finaldinal (qui est soiti soit une position
intermédiaire).

Dans un premier temps, on définit les moyens qunpient a la case concernée de se déplacer
d’un cran dans une des quatre directions possiBlas. une montée ou une descente, avec la case vide
située soit a droite soit a gauche, on effectuenanvement tournant de la case vide, de fagon que la
case vide se retrouve du meme coté aprés son damat d'un cran. Sur lgure 7 est indiquée la
montée d'un cran d'une case lorsque la case vitlé e gauche, et I'on en déduit la function
montéepargauclid) lorsque I'on veut monter dcrans.
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Figure 7: Exemple de la montée d’'une case (en gris) aveade vide (en noir) située a sa gauche.
Le mouvement tournant de la case vide est indiquéege.

On en déduit les programmes :

void monteepardroite(int d)
{int];
for(j=0;j<d;j++) { monteecv(); gauchecv(); desitecv(); droitecv(); monteecv();}

void monteepargauche(int d)
{ intj;
for(j=0;j<d;j++) { monteecv(); droitecv(); deentecv(); gauchecv(); monteecv(); }

void descentepardroite(int d)
{intj;
for(j=0;j<d;j++) { descentecv(); gauchecv(nonteecv(); droitecv(); descentecv(); }

void descentepargauche(int d)
{int];
for(j=0;j<d;j++) { descentecv(); droitecvfnonteecv(); gauchecv(); descentecv(); }

On fait de méme avec les déplacements horizontaais le mouvement tournant peut se faire soit
par dessous soit par dessus. Suidiare 8 on voit comment faire bouger la case d’'un craméche
avec un mouvement tournant qui se fait au-dessoeisqui permet de construire la fonction
horizontalgauchebdd) lorsque le déplacement se fait giarans.

Remarquons que pour un déplacement a gauche, davidhes est toujours supposée étre située a
droite au début, et elle le reste a la fin, tamglie pour un déplacement a droite, elle est supposée
située a gauche et le reste.
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Figure 8: Déplacement d'un cran a gauche de la case (eh ggace au mouvement tournant
indiqué en rouge, la case vide (en noir) restairbae.

On en déduit les fonctions correspondantes :

void horizontalgauchebas(int #)la case vide s’enroule par en dessous */
{ intj;
for(j=0;j<d;j++) { descentecv(); gauchecujauchecv(); monteecv(); droitecv(); }

void horizontalgauchehaut(int &) la case vide s’enroule en passant par dessus */
{ intj;
for(j=0;j<d;j++) { monteecv(); gauchecv(); gehecv(); descentecv(); droitecv(); }

}

void horizontaldroitebas(int dj* case vide supposée a gauche, et passant paoaess
{intj;
for(j=0;j<d;j++) {descentecv(); droitecv()raitecv(); monteecv(); gauchecv();}

void horizontaldroitehaut(int dj* case vide supposée a gauche, et passant pausiéss
{intj;
for(j=0;j<d;j++) { monteecv(); droitecv(); drcv(); descentecv(); gauchecv();}

Passons maintenant au mouvement global, avec sgmsantes verticale et horizontale, grace a la
fonction mouvemeift, ifinal). Comme pour le déplacement de la case vide, pellegliffverticalela
distance verticale qui sépare la position actuetldi] de la case et sa position finafenal, et de
mémediffhorizontalela distance horizontale. On doit distinguer toes ¢tas possibles selon que les
variablesdiffverticale et diffverticale sont positives, nulles ou négatives, et que lambkbeflag vaut 1
ou — 1 (la case vide est a droite ou a gauche czsk).

Nous avons illustré deux cas sur liégures 9et 10 Remarquons que dans le déplacement
horizontal, on privilégie de passer par en dessaus si 'on se trouve sur la derniere ligne, e¢ qu
dans le déplacement vertical, on choisit de pgssela droite sauf si I'on est sur la derniére nal

- ] [T [
| N 1
 Lfmm

Figure 9: Cas ouiffverticale> 0, diffhorizontale> 0 etflag = — 1 €as 3dans le programme). La
case vide est en noir, la case a déplacer doitdlléloc gris au bloc rouge. On monte, puis oners
la gauche. Dans le mouvement horizontal, on choéjtasser par en dessous.

- m
n

Figuree 10: Cas oudiffverticale > 0, diffhorizontale< 0 etflag = 1, la case a déplacer n’étant pas
sur la derniére ligne (on passe donc par en dessiusa position a atteindre n'est pas sur laideyn
colonne (on fera une montée par la droite aprés deéplacé la case vide de gauche a droite), ce qui
correspond a un desas 5dans le programme). Ici on doit commencer paéfdatement horizontal.

=
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Comme cela arrive sur figure 1Q on est parfois amené a faire subir a la case dédecrochets,
comme icicrochetbddf) indiquant une descentg puis deux mouvements a droite, et enfin une
montéeh.

void crochetbddh(void)
{ descentecv(); droitecv(); droitecv(); monte§cy
void crochethddb(void)
{ monteecv(); droitecv(); droitecv(); descentec();

On en arrive alors a la fonctionouvemertt, ifinal) :

void mouvement(int i,int ifinal)

{ int yfinal,diffverticale,xfinal,diffhorizontale,q;
yfinal=ifinal/N; diffverticale=pos][i]/N-yfinal
xfinal=ifinal%N; diffhorizontale=pos[i]%N-xfial;

if (diffverticale>0 && diffhorizontale>0 && flagr=1) [rxr**¥ix] xxkkkikf
{ monteepardroite(diffverticale); hmontalgauchebas(diffhorizontale);

}
else if (diffverticale>0 && diffhorizontale==8& flag==1) [x****Q***xxxx/
monteepardroite(diffverticale);
else if (diffverticale>0 && diffhorizontale>0 &&lag==-1) [rrrr*kk*Jrrkikik|
{ monteepargauche(diffverticale);
droitecv(); horizontalgauchebas(utiffizontale-1);

}
else if (diffverticale>0 && diffhorizontale=3-&& flag==-1) [****xxxkfiirirek/
{ if (pos][i]%N==N-1)
monteepargauche(diffverticale);
else if (pos[i]%N<N-1)
{ if (pos[i]/N==P-1) {crochethddly monteepardroite(diffverticale);
}

else if (pos[i]/N<P-1)
{ crochetbddh(); monterjraite(diffverticale);
}
}

else if (diffverticale>0 && diffhorizontale<@& flag==1) [rrrrrxskfriiiiix
{if (pos][i}/N==P-1)
{ gauchecv(); horizontaldroiteb@diffhorizontale-1);
if ((pos[i]%N) <N-1)
{crochethddb(); monteepartiiffverticale);

}
else if (pos[i]J%N==N-1) monteegauche(diffverticale);

else if (pos[i]/N<P-1}* on n’est pas sur la deniere ligne */
{ gauchecv(); horizontaldroitebdgthorizontale-1);/* on passe par en dessous */
if (pos[i]%N<N-1)
{ crochetbddh(); monteepartk@liffverticale);}/* on n’est pas sur la derniére colonne */
else if (pos[i]J%N==N-1) monteepanghe(diffverticale)/* on est sur la derniere colonne */

else if (diffverticale>0 && diffhorizontale<®@& flag==-1) [rrx****xgGrrriiixf
{if (posl[i}/N==P-1)
{ horizontaldroitehaut(-diffhoriztaie);
if ((pos[i]%N) <N-1)
{ crochethddb();monteepart@iffverticale-1);

}
else if (pos[i]J%N==N-1) monteegauche(diffverticale);

}
else if (pos[i]/N<P-1)



{ horizontaldroitebas(-diffhorizotey
if (pos[i]%N<N-1)
{ crochetbddh(); monteeparde(diffverticale);

}
else if (pos[i]J%N==N-1) monteepanghe(diffverticale);

}
else if (diffverticale==0 && diffhorizontaleXx&& flag==1) [rrrxskkrTrrrikikf
{if (pos[i}/N==P-1)
{ gauchecv();dessin();SDL_Flip(sang SDL_Delay(10);;effacer();
horizontaldroitehaut(-diffhaoiztale-1);

}
else if (pos[i]/N<P-1)
{ gauchecv();dessin();SDL_Flip(sargesDL_Delay(10);;effacer();
horizontaldroitebas(-diffhorizatg-1);

}

}
else if (diffverticale==0 && diffhorizontaleXx && flag==-1) [****rrrxGkkrirx/
{if (pos[i}/N==P-1)
{ horizontaldroitehaut(-diffhorintale);

}
else if (pos[i]/N<P-1)
{ horizontaldroitebas(-diffhorizomeg
}

}
else if (diffverticale==0 && diffhorizontale®&& flag==1) [F***xxskxrQirriikf
{if (posl[i}/N==P-1)
horizontalgauchehaut(diffhorizdeja
else if (pos[i]/N<P-1)
horizontalgauchebas(diffhorizoajal

}
else if (diffverticale==0 && diffhorizontab0 && flag==-1) [r**¥*rrrsk] Qrrkrex]
{if (pos[i}/N==P-1)
{droitecv(); horizontalgaucheh@iffhorizontale-1);

else if (pos[i]/N<P-1)
{droitecv(); horizontalgaucheldiffborizontale-1);

}

else if (diffverticale<0 && diffhorizontale>8& flag==1) [****xxx*] ] *kxrrxx/
{ descentepardroite(-diffverticale);
if (pos[il/N<P-1)
{ horizontalgauchebas(diffhorizale);

}
else if (pos[il/N== P-1) horizontalgchehaut(diffhorizontale);

else if (diffverticale<0 && diffhorizontale>8& flag==-1) [x*xx*kkr] Qxkkkrkx
{ descentepargauche(-diffverticale);
if (pos[i}/N<P-1)
{ droitecv(); horizontalgauchefdiffhorizontale-1); }
else if (pos[i]/N==P-1)
{ droitecv(); horizontalgaucheh@itfhorizontale-1); }

}
else if (diffverticale<0 && diffhorizontale<@& flag==1) [rrrrrrsk] Jrrrrrrk/
{ descentepardroite(-diffverticale);
gauchecv(); horizontaldroitehauftkebrizontale-1);

}
else if (diffverticale<0 && diffhorizontaldx&& flag==-1) [****¥**xx] rrkksrx]
{ descentepargauche(-diffverticale);

12
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horizontaldroitehaut(-diffhorizoreg]

}
else if (diffverticale<0 && diffhorizontate=0 && flag==1) [*r****k*] Gkrkrkk/
descentepardroite(-diffverticale);
else if (diffverticale<0 && diffhorizontale=0 && flag==-1) [x***¥*¥*xx] Grekksix]
descentepargauche(-diffverticale);

}

Dans tous les cas de figure, on constate qu’'uradépient vertical provoque des perturbations sur
deux colonnes, et qu'un déplacement horizontalrenggue sur deux lignes. Cela va induire quelgues
difficultés supplémentairaires, d’abord pour plater blocs a la fin de chaque ligne, puis pour les
mettre sur les deux dernieres lignes.

4.2.3. Remplissage des deux dernieres cases de cieaigne

Il nest pas possible de remplir la derniére casmelligne sans perturber I'avant-derniére case
déja placée. Ainsi, pour les deux derniéres casesclthque ligne, il convient de procéder
differemment. Comme on ne peut pas placer les blaws carrés I'un apres I'autre directement, on va
les mettre d’abord tous les deux sur la dernielence. Comme par exemple suffigure 11

0[1]2

)

0[1(2] [3] [0]1][2]¢=]| [0T1T2 3[4
4 4 L

Figure 11: Dans la premiere ligne pobkr= 5, on commence par placer le 3 et le 4 sur faiéie
colonne, puis la case vide fait une boucle poutnmét 3 et le 4 dans leur position définitive.

Placons-nous sur une ligne numérotée par la vatligble (de 0 & — 1). La position de la derniere
case de la ligne est notét et celle de I'avant-derniére case est na&dPar exemplal=4 eta2=3
sur lafigure 11 L’objectif intermédiairé est de mettre le bloc cara@ en positioral et le blocal en
positional + N, comme le sont le 3 et le 4 suffigure 11 & gauche

Au tout début des opérations, la case vide se ¢érdanjours en positioN — 2 (juste & droite du 2
qui vient d’étre placé, dans le contexte déidare 11). Si les deux blocs carrés sont déja dans leur
position intermédiaire, comme surfigure 12 il ne reste qu'a déplacer d’un cran a droitedsecvide,
puis a la descendre d’'un cran pour placer les iaos carrés dans leur position définitive.

07172 ]3] Olzlﬁ 0]1]2 304

4
Figure 12: A gauche cas particulier ou les cases 3 et 4 sont déja dam position intermédiaire.
A droitela situation finale

Mais sinon ? Il va d’abord falloir placer le bla2 enal (dans notre exemple, le 3 dans sa position
intermédiaire sur la derniere colonne), et enslétédbloc al enal + N (le 4 dans sa position
intermédiaire sur la derniere colonne). Mais il yraprobléme. Une fois le 3 bien placé, avec l& cas
vide juste a sa gauche, il peut arriver que leidjgste au-dessous, et I'on aura soit 'imposgibitie
pouvoir le placer dans sa position intermédiaicgt, son propre déplacement va faire rebouger le 3.
Ainsi lorsqu’au début des opérations le bldc(4 dans notre exemple) se trouve dans une des troi
positionsal, al + Noual+ N — 1 figure 13, on décide de le déplacer en premier lieu horsetie
zone, en le placant en positiah+ N — 2.

% Cela explique a posteriori pourquoi la fonctimouvemenposséde deux variables, la deuxiéme éfiat .
On ne fait plus directementouvemelti, i) lorsqu’il convient de passer d’abord par uneaian intermédiaire
comme dans le cas présent.
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Figure 13: Si le 4 se trouve dans l'une des trois caseeveau début des opératioasgauchg on
commence par le sortir de cette zone en le mgttat@ au-dessous du 2 droite)

Cela étant fait, du moins si le cas se présentepaut alors placer le 3 dans sa position
intermédiaire puis le 4 aussi. La case vide seve@lors juste a gauche du 4. Il ne reste plus fgira
la boucle qui met le 3 et le 4 dans leur positigfinitive (cf. figure 1), grace a la fonction
crochetfina() :

void crochetfinal(void)

{ monteecv();dessin();SDL_Flip(screen); SDL_Deld3)(BDL_FillRect(screen,0,blanc);
droitecv(); dessin();SDL_Flip(screen); SDL_Dd[Hy);SDL_FillRect(screen,0,blanc);
descentecv();dessin();SDL_Flip(screen); SDL_#@la);SDL_FillRect(screen,0,blanc);

}

Au stade ou nous en sommes, nous pouvons commarfedne le programme principal, qui va
permettre de placer tous les blocs dans leur bposiion, sauf pour les deux dernieres lignes)ear
méme probleme va se poser pour celles-ci que |blggre que I'on a eu pour remplir les deux
derniéres cases de chaque ligne.

/* conditions initiales */
permutation();/* désordre initial */
dessin(); SDL_Flip(screen); pause();SDL_FillRextéen,0,blanc);
/* remplissage de chaque ligne, sauf ses deux dermicases */
for(ligne=0;ligne<P-2;ligne++)
{ for(i=ligne*N+0;i<ligne*N+N-2;i++)
if (a[i]'=i) {casevidecolle(i); mouveme(f); }
a2=ligne*N+N-2; al=ligne*N+N-1* les deux dernieres cases d'une ligne */
if (a[al]==a2 && alal+N]==al)* blocs al et a2 déja en position sur la derniéotonne */
{ droitecv(); descentecv();}
else
{if (pos[al]==al || pos[al]==al+N || pHF=al+N-1)* dans ces cas, on sort al de la zone */
{ casevidecolle(al); mouvement(atp-2); }
if (pos[a2]!=al)* placement du bloc a2 en al */
{ casevidecolle(a2); mouvement(ap,a
if (pos[al]!=al J placement du bloc al en al + N */
{ casevidecolle(al); mouvemeniatN); }
crochetfinal();

}
}

On arrive ainsi a un résultat comme celui diggare 14

1412 (12|10 |18 0|1 |2 |3 |4
3 122|7 1020 516 |7
13|15 |1 |4 |23 101111213 |14
1916 (21|88 |11 1712023 |22

17115(9 |16 21|16 (15|18 |19

Figure 14: A gauche la permutation initiale, ici pouN = P = 5, & droite la remise en ordre
partielle, les deux derniéres lignes n’étant pamentraitées
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4.2.4. Remplissage des deux derniéres lignes

Il reste a traiter les deux dernieres lignes, nome@sP — 2 etP — 1, avec au départ la case vide
tout & droite sur la colonne — 2 (f. figure 14. Nous allons commencer par placer en position
définitive les deux éléments de la premiere coldmaéonne numérd = 0), puis ceux de la deuxieme
colonne, et ainsi de suite jusqu’aux deux derniémsnnes, ou il suffira de faire une boucle pour
arriver a l'ordre final avec la case vide en bakaite. A chaque étape la case vide doit se trosuer
la case haute de la colonne a traiter, ce qui siteesu départ de la déplacer de droite a gauah@aO
obtenir la succession d’étapes indiquée stiglae 15

0|1 3 |4 0|1 3 |4 0|1 3 |4 0|1 3 4 0 |1 3
5|6 8 6 5|6 8 516 |7 |8 516 |7 |8
10111 (12|13 |14 101111213 |14 1011121314 101111213 |14 10(11]12(13]14
2016|2215 20016 (22|15 15 18 (16|17 15]16 17122 15116 |17 19
181232111917 18123211917 20(23|21)22|19 200212311819 20(21|22|18|23

—_
2

10[11(1213 |14
151617 (18|19
20212223

Figure 15: En haut a gauchda situation initiale avec seulement les dewnidees lignes dans le
désordre, puis sur le deuxieme dessin on commeaic@lacer la case vide a gauche. Sur les trois
figures suivantegn haut on met en bonne position les deux éléments ¢eelaiere colonne, puis
ceux de la deuxieme, et enfin ceux de la troisidnebas on fait un cycle final pour mettre les deux
derniéres colonnes dans l'ordre.

Placons-nous sur la colonnéaveci de 0 aN — 3). Il s’agit de remplir les cased eta2 de cette
colonne figure 16.

01 314
6 |7

1011121314

15|16 al

20|21 | a2

Figure 16: Position des cased eta2 a remplir, ici sur la colonnie= 2 pourN =P = 5. Il s’agit de
placer le bloal= 17 en positioml, et le bloca2 = 22 ema2

Prenons I'exemple le plus simple avde 4,P = 2 eti = 0. Il s’agit de mettre le O et le 4 sur la
premiere colonne. Mais cela ne peut pas étre fesci@ment. Il convient de passer par une étape
intermédiaire ou le 0 et le 4 sont mis I'un aprastte sur la derniére ligne, c’est-a-dire le bédcen
positiona?2 et le bloca2 en positiona2 + 1, suivant la configuration de feure 17 a gauche Il ne
restera plus gu’a faire un mouvement tournant dms$e vide pour arriver a la configuration défuti
(figure 17a droite), cela grace a la fonctiamochef) :

void crochet(void)
{ monteecv();gauchecv();gauchecv();descentecv(itelre();monteecv();

}
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Figure 17: En hauta gauchela configuration intermédiaire a obtenir dansds général ou le 4 a
été déplacé, d'ou la case vide a sa draitecentrele crochet effectué par la case videgdroite la
configuration définitive. En bas, le cas particubi@ le O et le 4 sont bien placés d’entrée degeeac
la case vide en haut & gauche, ce qui nécessipetitrmouvement de la case vide pour arriver a la
position finale.

On constate qu'a l'issue de ce placement, la caf®e se trouve en haut & gauche de la colonne
suivante a traiter. Cela explique a posteriori gaor on a placé la case vide en haut & gauche bvant
début des opérations sur la premiére colonne.

Mais pour arriver a cette configuration intermédiail convient de faire attention a la position
initiale du bloca2. Si celui-ci se trouve dans I'une des trois categauche qui entourent la case vide
(figure 18, il faudra d’abord I'éloigner en le placant ersjion al + 2, afin de pouvoir placer le bloc
al dans sa bonne position, sans crainte de pertansatrsque le bloa2 devra étre placé a son tour.

Figure 18: En noir la case vide au départ. Si le bloc #@eve dans I'une des trois cases en bleu,
on I'envoie dans la position mise en vert

Enfin, si le 4 se trouve au départ dans la lignéak avec le 0 déja bien placé, le mouvement de la
case vide doit d’abord se faire horizontalemens$ perticalementfigure 19, car si 'on commencgait
par un mouvement vertical, le 0 serait déplacé.

0 4

Figure 19: Déplacement de la case vide dans ce cas p&ticavant le placement du 4

On agit ainsi pour chacune des colonnes numératéseci allant de 0 & — 3. Il reste alors les
deux derniéres colonnes, ou se trouvent les treisiers blocs a placer ainsi que la case vide. La
fonction cyclefinal) se charge du placement final, en distinguantrids situations possiblefiqure
20).

011 21101 31 |01 6
41516 |3 415126 4151312

Figure 20: Dans I'exemple olN = 4 etP = 2, les trois situations possibles pour les ddermiéeres
colonnes, avant de faire agir la fonctiyctlefinal)

void cyclefinal(void)

{ droitecv(); /* on envoie la case vide a droite */
if (pos[N*(P-2)+N-2]==N*(P-2)+N-2) descentecv(},premier cas */
else if (pos[N*(P-2)+N-1]==N*(P-2)+N-2) { gauekv(); descentecv();droitecv()f} deuxiéme cas */
else if (pos[N*(P-2)+2*N-2]==N*(P-2)+N-2) /* troisieme cas */
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{descentecv();gauchecv();monteecv();dreifgadescentecv();}
dessin();SDL_Flip(screen); SDL_Delay(10);

}
On en arrive ainsi a la suite et fin du programmaegipal :

for(i=0;i<N-1;i++) gauchecv();/* case vide mise a gauche */
for(i=0;i<N-2;i++) /* toutes les colonnes i sauf les deux derniéres */
{ al=N*(P-2)+i;
a2=N*(P-2)+N+i;
if (pos[al]==a2 && pos[a2]==a2+1) {descentegt(oitecv();monteecv();}* cas particulier */
else
{if (pos[a2]==a2 || pos[a2]==a2+1 || podfaal+1) /* cas ou le bloc a2 doit étre éloigné */
{ casevidecolle(a2);mouvement(a2,ai+2)
dessin(); SDL_Flip(screen);SDL_R#kt(screen,0,blanc);

if (pos[al]!=a2)* si ce n'est pas déja fait on place al en posit® */
{casevidecolle(al); mouvement(al,a2)
dessin(); SDL_Flip(screen);SDL_Féli(screen,0,blanc);

if(pos[a2]!=a2+ 1} si ce n'est pas déja le cas, on place a2 entosa2 + 1 */
{casevidecolle(a2);mouvement(a2,a2+1);
dessin(); SDL_Flip(screen);SDL_Féii¥(screen,0,blanc);

}
crochet();dessin(); SDL_Flip(screen);SBIlIRect(screen,0,blanc);
}

cyclefinal();

5. Utilisation de cycles d’ordre 3

On sait gu’une permutation paire, condition nédesshu jeu de taquin, peut étre engendrée par les
décalages cycliques d’ordre 3, de la forine 2,i — 1,i). Cela signifie que I'élément en positioa 2
va en position — 1, celui en positioh— 1 va en position et celui en positionva en position — 2,
sans qu’aucun des autres éléments ne bouge.

Mieux encore, il suffit de prendre les décalagedigyes d’'ordre 3 en chaine pour engendrer les
permutations paires. Par chaine, nous voulonsgdieele troisieme élément d”un cycle est le premier
élément du suivant. Autrement dit, toute permutagiaire est engendrée par les cycles (0 1 2) 402 3
(4 5 6), (6 7 8), etc. Numérotons chaque cycle qmar dernier élément. Les décalages cycliques
chainés sont ainsi numérotés 2, 4, 6, 8, etc., anetventuel petit probleme a la fin. I8P est pair,
avec la permutation portant sur les éléments atlen® aNP — 2 (la case vide étamNP — 1), le
chainage des cycles est parfait, puisque le detidieslage porte un numéro plliP — 2. Mais siNP
est impair, I'élémentNP — 2 est impair, et il convient d’ajouter aux décms a numeéros pairs le
décalage cycliqgue numeérodP — 2, qui empiéte sur le cycle précédent avec ddéments au lieu
d’'un (figure 21).

I 2O @]
5

oa K |
Figure 21: Tableau des positions lorsqie= 5 etP = 3. Les décalages cycliqgues d'ordre 3
(encadrés en rouge) sont numérotés 2, 4, 6, 821Gt il convient d'ajouter le décalage final 18 q

empiéte sur deux €léments de son prédécesselqupMB est impair
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Mais comment effectuer de tels décalages cycligaes le cadre du jeu du taquin, sans qu’aucun
des autres éléments ne bouge ? On doit distingoisrdas selon que les trois éléments du cycle sont
sur la méme ligne, ou que le cycle empiéte sur tigogs.

Premier cas: Le cycle a ses trois éléments sur la méme lilyrséagit de réaliser le cyleé ¢ 2,i —
1,1) qui provoque un décalage cyclique vers la drditais on peut aussi pratiquer le cycle inverse (
—1,i —2,) qui provoque un décalage cyclique vers lecga. Un exemple est donné sufigmre 22

10/2 |4 |0 |1 |5 102 (4 [0 |1 |5
3 06 |[7 '8 |9]l11 306 1819 [7]l11
13|15(12|16 |14 |17 13 |15(12 16|14 |17
1819|2021 22 1819|2021 22.

Figure 22: Réalisation du cycle (10 9 8) paNr= 6, ce qui provoque un décalage cyclique vers la
gauche des éléments 7, 8, 9 (encadrés en rouge)

Cela se fait en trois temps :

1) La case vide, située au départ en bas a dipisition NP — 1) est envoyée sous la case en
positioni; a condition que la case ne soit pas sur la derrigne. Pour cela on fait d’abord un
déplacement vertical, puis un déplacement horizdfigaure 23 en hagt

2) On effectue trois cycles successifs, d'abmgdbdd(h pour hautg pour gaucheb pour basd
pour droite), puigghdhy et enfingghddb(cycle a I'envers du premier), comme surfigure 23 au
centre La succession de ces trois cycles revient a fajgbdhdbgghddiCela provoque le décalage
cycligue a gauche, et cela remet en place lessactises qu'il a fallu bouger.

3) La case vide est remise dans sa position ea dasite, en pratiquant un déplacement horizontal
puis un déplacement vertical, ce qui remet tow place initiale, sauf les trois éléments du cycle.

D Talble

TR il
s
G

3) [b]c]a
J

Figure 23: Réalisation d’un décalage a gauche faisant pagseb cab ¢ a sans qu’aucune autre
case n'ait bougé

Passons a la programmation. Pour le déplacemeifs dase vide das 1)et 3)), on utilise la
fonction casevideverspositigimt i) qui envoie la case vide vers la positipeoit avec un déplacement
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vertical vers le haut suivi d’'un déplacement hartab vers la gauche, soit avec un déplacement
horizontal vers la droite suivi d’'un déplacementical vers le bas.

void casevideversposition(int i)
{ int diffverticale,diffhorizontale,j,xfinale,yfiale,q;
xcv=poscv%N; ycv=poscv/N;
xfinale=i%N; yfinale=i/N;
diffverticale=ycv-yfinale;
diffhorizontale=xcv-xfinale;
if (diffverticale>=0 && diffhorizontale>=0)
{ for(j = O;j<diffverticale;j++)
{ monteecv(); dessin(); SDL_Flip(sangeSDL_Delay(10);SDL_FillRect(screen,0,blanc); }
for(j = O;j<diffhorizontale;j++)
{ gauchecv();dessin();SDL_Flip(scree®lL_Delay(10);;SDL_FillRect(screen,0,blanc); }

}
else if (diffverticale<=0 && diffhorizontale<®
{ for(j = O;j<-diffhorizontale;j++)
{ droitecv();dessin();SDL_Flip(scree®DL_Delay(10);;SDL_FillRect(screen,0,blanc); }

for(j = O;j<-diffverticale;j++)
{ descentecv(); dessin(); SDL_Flipésm); SDL_Delay(10);SDL_FillRect(screen,0,blanc); }
}

}

Pour les cycles effectués par la case vide a Be@pprovoquant le cycle vers la gauche, on
construit la fonctiorcycleg), qui utilise les fonctions de montée, descettemouvement a droite et a
gauche, précédemment définies.

void cycle3(void)

{ monteecv();gauchecv();gauchecv();descentecv(itea();
monteecv();droitecv();descentecv();
gauchecv();gauchecv();monteecv();droitecv() jehmi();descentecv();

}

Dans le cas ou le cycle a réaliser se trouve sdedaiére ligne, on modifie Iégerement la fonction,
notamment en envoyant la case vide au-dessus gllum®en dessous :

void cycle3derniereligne(void)

{ descentecv();gauchecv();gauchecv();monteecv(ieta();
descentecv();droitecv();monteecv();
gauchecv();gauchecv();descentecv();droitecug)telcv();monteecv();

}

Puis on regroupe ces fonctions pour la fonctignlegpositionfinal@nt i) qui traite le décalage
cyclique vers la gauche lorsque le dernier élérdantycle est en positidnsoit :

void cyclegpositionfinale(int i)
{if (i<(P-1)*N)
{casevideversposition(i+N);cycle3();casexidrsposition(NP-1);}
else
{casevideversposition(i-N);cycle3derniegel();casevideversposition(NP-1);}
dessin(); SDL_Flip(screen); SDL_Delay(10);SDUlRect(screen,0,blanc);
}

Pour provoquer un décalage cyclique vers la droigyffit de faire deux fois un décalage vers la
gauche :

void cycledpositionfinale(int i)
{casevideversposition(i+N);cycle3();casevideverspms(NP-1);
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casevideversposition(i+N);cycle3();casevidevesim(NP-1);
dessin(); SDL_Flip(screen); SDL_Delay(10);SDUIRFect(screen,0,blanc);
}

Remarquons que cela vaut aussi bien pour les cghlEnés géenérateurs (0 1 2) (2 3 4), etc. que
pour tout cyclei(— 2,i — 1,i) ayant ses éléments sur la méme ligne.

Deuxieme cas Le cycle empiéte sur deux lignes, avec un élémaahoite sur la ligne du dessus et

les deux autres a gauche sur la ligne du dessamsafguons que ce cas ne se présente uesi
impair.

Quand une telle situation se ptoduit, cela sigrifie la ligne du haut est formée d’'une chaine de
décalages cycliques. Comme par exemple suiglare 24a), avecN = 7, ou I'on a la chaine
01 2 345 6. En faisant une succession, de ltedrers la gauche, de ces cycles a droite, iredyit
g A
un cycle a droite de I'ensemble de la ligne, eddenier élément est envoyé en premiigyufe 24-5).
Rappelons que I'on sait faire ce genre de cyclegegau premier cas que nous avons traité, avec a
chaque fois la case vide renvoyée dans sa casasea fOroite. Puis on envoie la case vide juste a
droite du premier €lément de la ligne, comme onledaire figure 24-9, et en faisant le cyclgbdh
les trois éléments de notre cycle font un mouvertmmhant figure 24-d :

’fil . bl
passage de b cl?

c a

Ensuite la case vide fait le trajet inverse potwumer dans sa case en bas a droite, ce qui met
place les éléments qui avaient bougé (figure 24=ejth, on refait la succession des cycles degleelj

mais cette fois les cycles a gauche, et de gaudhaita figure 24-J, pour remettre les éléments a leur
place, et I'on a bien le cycle a gauche que I'onlaib.
Va

11231 5 6lo1]2]3]4]5] [c o213
7| 8} 718 718 ;
a) b) c) N
301234 7| o2 a4l 1 3] 5

5] [8]6 8 |6

d) ) )
|

Figure 24: Réalisation d’'un cycle & gauche pdue 7, ou le bloc 678 est transformé en 786, sans
gue rien d'autre ne bouge

On en déduit la fonction associée, natgele12di) oui est la position du dernier élément du cycle
a faire :

void cyclel12g(int i)

{ intj;

for(j=0;j<(N-1)/2;j++) cycledpositionfinale@-2%); /* cycles a droite sur toute la ligne */
casevideversposition(i-NY¥ déplacement de la case vide */
gauchecv();descentecv();droitecv();monteed¥@ycle de la case vide */
casevideversposition(NP-1}; renvoi de ma case vide en bas a droite */

dessin(); SDL_Flip(screen); SDL_Delay(10);SPBillIRect(screen,0,blanc);
for(j=(N-1)/2-1;j>=0;j--) cyclegpositionfina(e2-2*)); /* cycles & gauche sur toute la ligne */
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Troisieme cas: Le cycle empiéte sur deux lignes, avec deux éfdgma droite sur la ligne du
dessus et le dernier & gauche sur la ligne du des€e cas se présente pblimpair (sur une ligne
sur deux) ou pair (sur chaque ligne). On doit dggier ces deux éventualités.

a) N est impair : la ligne du dessus peut étre entiererohainée, a partir de la positior 1 a
droite. Remarquons que les cycles ne sont pasdele chaine génératrice (0 1 2) (2 3 4), etc.smai
nous les traitons par la méthode du premier’ @s.commence par faire la succession, de droite a
gauche, de ces cycles a droite, et cela deux éofide, ce qui ameéne les deux derniers élémerits de
ligne au début de la lignéidure 25. Puis on amene la case vide en positierl, de fagon a pratiquer
le mouvement tournant sur les trois éléments codsedu cycle. Enfin, on refait deux fois la
succession, de gauche a droite, des cycles dgnka diupérieure, pour arriver au résultat recherché.

5 7 9
1

) E— Y
6 8 506171 19]10/5]6]|7 10 6
10 1

A
0
W
0

516|7¢9110

5

Figure 25: En haut la situation initiale, dans le cas NU= 5, la ligne concernée étant la deuxiéme
dans le rectangle du taquin, avec le bloc 8 9 16 gous voulons transformeAu centresont
indiquées les opérations successives a effedimebason aboutit au bloc 9 10 8, correspondant a un
cycle a gauche

b) N est pair : Une Iégere modification doit étre opéférenons par exempie= 6, avec la ligne
supérieure 0 1 2 3 4 5, le cycle a effectuer coradrles trois éléments 4 5 6. On commence par
envoyer le 4 (élément- 2) en premier, en faisant la succession de sychroite, & partir de- 2, de
droite a gauche : 012345 cequidonne40123.

L.

Puis on envoie I'élément 5 en second en faisastit@ession de cycles, cette fois-ci, a partir de la
205&(;'01”;5 1: 4012335 .On aboutit a la configuration voulue sutigne supérieure :

Pour le reste on fait comme dans le cadl@st impair.

On aboutit a la fonctiortycleg2li), et si I'on veut visualiser les déplacements essits, |l
conviendra d’ajouter a chaque étape une ligneyde st

dessin(); SDL_Flip(screen); SDL_Delay(10);SDL_Rékt(screen,0,blanc);
ou I'on reprendra la fonctiodessinf) programmée précédemment.

void cycle21g(int i)
{ intj;

* Faisons une digression théorique : tout cyicleZ,i — 1,i) se déduit de la chaine génératrice (01 2) (R 3 4
etc. Comment obtenir (1 2 3) par exemple ? On rqueaque (23 4) (01 2)= (012 3), et en inversarma (3 2
1 0). Il suffit alors de faire (32 1 0) (0 1 2) 1® 3) pour obtenir (1 2 3). On dit que (1 2 3)lesconjugué de
(012)par(0123).
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if (N%2==1) /* cas ou N est impair */

{ for(j=0;j<(N-1)/2;j++) cycledpositionfina(i-1-2%));
for(j=0;j<(N-1)/2;j++) cycledpositionfina(i-1-2%));
casevideversposition(i+1);
gauchecv();monteecv();droitecv();descer(le
casevideversposition(NP-1);
for(j=(N-1)/2-1;j>=0;j--) cyclegpositionfale(i-1-2%));
for(j=(N-1)/2-1;j>=0;j--) cyclegpositionfale(i-1-2%));

else /* N pair */

{ for(j=0;j<(N-2)/2;j++) cycledpositionfin&(i-2-2%));
for(j=0;j<(N-2)/2;j++) cycledpositionfina(i-1-2%));
casevideversposition(i+1);
gauchecv();monteecv();droitecv();descer(le
casevideversposition(NP-1);
for(j=(N-2)/2-1;j>=0;j--) cyclegpositioifale(i-1-2%));
for(j=(N-2)/2-1;j>=0;j--) cyclegpositioifale(i-2-2%));

}

}

Au stade ou nous en sommes, nous sommes en mestiagred n'importe quel cycle a gauche
parmi ceux de la chaine (0 1 2) (2 3 4), etc., daus les cas de figure. Regroupons les trois aas d
une seule fonctionycld(i) :

void cycle(int i)

if ((i-1)%N==0) cycle12g(i);
else if (1i%N==0) cycle21g(i);
else cyclegpositionfinale(i);

}

Il reste & mettre en place le scénario glonal. Bshode la plus simple consiste a faire d’abord une
permutation paire dans le tableau du taquin. Pela, on part des blcos carrés disposés dans I'ordre
naturel. Puis on pratique un certain nombre deesyd droite choisis au hasard parmi les cycles
chainés (0 1 2), (2 3 4), (4 5 6), etc. dont oh galils générent une permutation paire quelconque.
C’est ce que fait la fonctiopermutationf), avec I'appoint de la fonctioareercycledi) qui crée un
cycle a droite :

void permutation(void)
{iinti,j,k,hasard,;
for(i=0;i<NP-1;i++) a[i]=i; /* les blocs carrés dans I'ordre naturel */
nbcycles=207* on se donne un certain nombre de cyles a fafre *
k=0;
for(i=2;i<NP-1;i+=2) h[k++]=i;/* dans le tableau h[], les positions i paires ad®i$ les cycles chainés */
if (NP%2==1) h[k++]=NP-2;/* le cycle supplémentaire lorsque NP est impair */
for(j=0;j<nbcycles;j++)
{ hasard=rand()%HK? tirage au hasard d'un cycle numéro i */
c[jl=h[hasard];/* enregistrement du cycle dans le tableau c[] */

for(j=0;j<nbcycles;j++) creercycled(c[j])/* création du décalage cyclique a droite */
a[NP-1]=NP-1;

for(i=0;i<NP-1;i++) pos[a]i]]=i; /* tableau des positions */

poscv=NP-1/* posiiton de la case vide */

}

void creercycled(int i)

{ intcl,c2,c3;
cl=a[i-2];c2=a[i-1];c3=ali];
a[i-1]=c1; a[i]=c2;a[i-2]=c3;
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}

Le programme principal se réduit a faire la periioita puis a réaliser les cycles a gauche en
parcourant a I'envers le table€lides cycles a droite. On revient ainsi a I'ordegurel.

permutation();dessin(); SDL_Flip(screen); paust). FillRect(screen,0,blanc);
for(i=0;i<nbcycles;i++) cycle(c[nbcycles-1-i]);
dessin(); SDL_Flip(screen); pause();

Un résultat du programme est donné stiiglare 26

4 |1 |2 |0 |10]6 0|1 2|3 4|5
713 |5 |8 |11]13 6 |7 8 |9 10|11
9 |15(12|16(17 20| —> (12|13 |14|15|16|17
14182412219 21 18 (1920|2122 |23
23128(25|27|26 24125 26|27 |28

Figure 26: A gauchda permutation initiale poux = 6 etP = 5, a droitele résultat final aprés de
multiples déplacements de la case vide du taquin

L’intérét de cette méthode est essentiellementritpd®. En effet, une fois démontré que la
permutation initiale doit étre paire, sans quordaise en ordre est impossiblé, reste & prouver
I'essentiel, a savoir que par le seul jeu des déplents de la case vide, on peut arriver a ceatiesee
en ordre. C'est la que I'on a utilisé le fait gueupermutation paire est engendrée par le chaimnage d
décalages d’ordre 3, (0 1 2), (2 3 4), (4 5 6)., &cnous avons montré ici que n’'importe lequetele
décalages pouvait étre effectué par les mouvendenis case vide.

Par contre, I'aspect pratique est moins intéresdamteffet aprés chaque opération de décalage
nous forgons la case vide a revenir a sa placdqgige en bas a droite, ce qui provoque de mekipl
déplacements. La remise en ordre est donc longémenen prenant seulement quelques dizaines de
cycles pour fabriquer la permutation initiale, ¢ lgmite le désordre initial, comme on peut leifiér
sur lafigure 26 a gauche

® cf. Pierre AudibertCombien ? Mathématiques appliquées a l'informatjqu®ume 1, éditions Hermés
2008. Et aussi N. Rifaaileux de permutations, jeu de taqumémoire de maitrise informatique, Université
Paris 8, 2006.



