Attente de trains

Dans une gare, un train est censé partir a 0 heur@uis un deuxiéme train ad

heures (par exemple poud =1 a 1 heure, ou poud = 2 & 2 heures), ces deux trains
ayant la méme destination. Plus précisément, le praer train peut avoir du retard,
il part en fait entre 0 heure et 1 heure, avec égpiobabilité des temps de départ.
Autrement dit, le temps de départ du premier trainsuit une loi uniforme sur [0 1].
Il en est de méme pour le deuxiéme train qui partrdére d heures etd+1 heures,
toujours suivant une probabilité uniforme.

1) Un voyageur arrive a I'instant x (nombre réel donné) compris entre 0 et 1
heure. Il prend le premier train qui part. On veut connaitre son temps d’attente
moyen.

a) Faire le programme qui donne ce temps d’attente man.

Deux cas se présentent :

. Le premier train part entre le tempset le temps 1, et c’est ce train que le
voyageur prend. Peu importe le départ du deuxiéane. t

. Le premier train part avant le temps x, et le veyad'a raté. Il prend donc le
deuxiéme train.

Ces deux situations sont ainsi visualisées, &veorrespondant au temps d’attente,
h; étant le moment de départ du premier trair,etelui du deuxieme (on a pris le cas
oud=1):
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Dans le programme, cela se traduit par le tiragaatabrehl entre 0 et 1. S’il est
supérieur %, le temps d’attente eBt=h1—x, et sinon, on procéde au tirage du nombre
h2 entred etd+1, et 'on aD = h2 —x. Pout avoir la valeur moyenne &e il suffit de
faire un grand nombr&lBE de tirages, en cumulant les valeurs Rleobtenues. En
divisant ce cumul padBE, on obtient cette valeur moyenne.

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <conio.h>

#include <time.h>

#define NBE 100000 /mombre d’expérienced

int main()
{ intessai; floatx,hl,h2,cumul,attentemayeattenteth, T, delai;

d=1;

srand(time(NULL));

for(x=0.;x<=1. ;x+=0.01) /on calcule la moyenne pour 100 valeursxdé

{ cumul=0
for(essai=0; essai<NBE; essai++)
{ hl= (float)rand()/32768.;
if (h1>x ) T=hl-x;



else { h2=d+(float)rand()/32768 T=h2-x; }
cumul+=T;

}

attentemoyenne=cumul/(float)NBE;
attenteth=0.5*(1+(2*d-1)*x-x*x); /formule théorique de I'attente, voir 2f
printf("%3.2f (%3.2f) " attentemoyenratenteth);

}
getch();return O;

}

b)  Déterminer la formule théorique de ce temps d’attete en moyenne. Pour
cela calculer d’abord la probabilité p(D < t), selon les valeurs prises pat. Ayant
ainsi la fonction de répartition de la variable al@toire D, en déduire sa densité,
puis sa valeur moyenne.

On est dans un contexte de probabilités continue$oi uniforme a pour densité 1
sur l'intervalle [01], et O ailleurs. La fonctioredépartition s’obtient par intégration :
F(x) = I_X f (t)dt, soit F(x) = O pourx négatif, F(x) = x sur [0 1], etF(X) = 1 pourx
supérieur a 1.
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densité de la loi uniforme fonction deasjtion

Ici la loi uniforme s’applique au temps ou part twain. En appelanT la variable
aléatoire correspondant au temps de départ du erdrain, on sait que la fonction de
répartitionF permet de calculer les probabilités :

p(T<a)=F(a) et p(a<T<b)=F(b)-F(@).

L’évenement D < t) signifie que le voyageur prend un train qui @antre les instants
xetx+t. On a déja :
. pourt<O,p(D<t)=0
. pourt >d+ 1 —x, p(D <t) =1 puisque dans ce cas le voyageur est sOr de
partir avant le tempg + 1, départ au plus tard du deuxieme train.
Les autres cas retrouvent les deux situations reérées précédemment :
. Cas out est tel que x +t< 1, out<1 —x. Le voyageur prend le premier
train.
p(D <t) =p(départ du premier train entxeet x+t)
F(x+t) —F(X) =x+t—x=t (on est sur [0 1])
. Cas out est tel quet > 1 —x et aussix+t< d, out <d-Xx, ce cas ne se
distinguant du précédent que lors@best supérieur a 1.
p(D <t) = p(départ du premier train entreet 1)
(1) -FX) =1-x
. Cas ou esttel quet>d—xetaussix+t< d+1,soitt<d+1 —x,
p(D <t) = p(départ du premier train entreet 1 ou départ du deuxieme train erdre
etx +t quand on a raté le premier)



=p(départ du premier train entxeet 1) +p(départ du deuxiéme train entte
etx +t quand le premier est parti entre Xet
=F(1) -F(X) +F(X) F(x+t—d) = 1 —x+x (x+t—d)= 1 — @ + 1)x +x* + xt .
On a utilisé le fait que la probabilité pour le mrer train de partir avantest égale a
F(X) — F(0) = F(X) et que celle du deuxiéme train de partir emtret x + t est
F(x + t —d) — F(0) par simple décalage. A noter que la progranongtrécédente nous
a aidé a trouver ce résultat.

La connaissance dg(D < t) donne la fonction de répartitioB(t) de la variable
aléatoireD, ainsi représentée :

o Ix dx drix

Par dérivation d&(t) par rapport & on en déduit la densiggdeD :
g(t) =1sur[0, 1]
g(t) =xsur d—x,d+ 1-x], et 0 ailleurs. L'espérandg(D) en résulte :

1-x d+1-x
E(D):jO tg(t)dt+jd_x tg( D dt
1-x d+1-x 1-x d+1-x
=[, tdt+ [ Uxtdi=| €/2] T+ 2]
:% (1 + (A - 1)x—x°) aprés calcul.

Par exemple pout = 1, E(D) part de 0,5 (une demi-heure) en 0 pour revefiibeEn
1, avec un maximum en 0,5 égal a 0,62 (environ BWit@s). L'application de cette
formule théorique dans le programme précédent daneebonne concordance avec la
valeur obtenue expérimentalement.

2) Maintenant le voyageur arrive entre 0 heure et 1 h&e, autrement dit x
est un nombre pris au hasard entre 0 et 1. Détermeér le temps d’attente moyem
du voyageur.

Commencons par la programmation. La valeur moyda{® obtenue ci-dessus
dépend en fait de&, et peut étre notéE(Dy). Pour avoirA, il suffit de cumuler les
valeurs deéE(Dy) pour de nombreuses valeursxdarises a intervalles réguliers entre O et
1, par exemple pour 100 valeurs :

A= Z E(Dy100)/100. Il suffit dajouter ce cumul dans le programme

k=0,k<100
précédent :

srand(time(NULL))cumulattente=0.;
for(x=0.;x<1. ;x+=0.01)
{ cumul=0.;
for(essai=0; essai<NBE;essai++)
{ hl= (float)rand()/32768.;
if (h1>x ) T=h1l-x;
else { h2= d+(float)rand()/32768. =hR2-x; }



cumul+=T;

}

attentemoyenne=cumul/(float)NBE;
cumulattente+=attentemoyenne;

}

moyenneattentes=cumulattente/100/y il s’agit de A */
printf (" *** 0963.2f (%3.2f) ",moyenneattentes, 1./4D.5*d);

La formule donnanA correspond a une somme d’aires de petits rectadigldmse
1
1/100 et de hauteut( D y1009). En termes théoriques, cela s’écrif= jo E(D,)dx

puisque c’est I'aire entre la courbe H®,) et I'axe dex sur [0 1]. D'ou :

17 1 X2 x31
A:—I(1+(2d—1)x—x2)dx:— % (2d 1)— -

2! 2 2 3]
:i+g

12 2

Cette valeur reste proche dé2.

B- Nous reprenons le méme probléme mais en changedas retards pris par
chaque train. A lieu de suivre une loi uniforme suf0 1], le départ du premier train
suit une loi linéaire décroissante, de densit€x) = 2(1 —x) sur [0 1] et nulle ailleurs.
Et de méme pour le deuxieme train, entrel etd+1.

1) Vérifier qu'il s’agit bien d’'une densité de probabilité, et donner la fonction
F de répartition correspondante.

)

i

La fonctionf est continue suR, sauf en 0 ou elle présente une discontinuité, et
) 1 . . . .
d’autre part:J'_+ f(t)dt:J'OZ(l—t)dt:alre du triangles . Tout cela lui octroie le

droit d’étre une densité, ici associée a la vaeialfatoire correspondant au temps de
départ du premier train (ou a son retard).

La fonction de répartition est(x) = j_xm f(t)dt:J.OXZ(l—t)dt: 2x— ¥ sur [0 1] et
d’autre part=(x) = 0 pourx négatif et~(x) = 1 pourx supérieur a 1.
2) Faire un programme permettant d’obtenir cette distribution décroissante

de probabilités. Autrement dit, comment faire lorsqie I'on dispose seulement
d’une distribution uniforme, celle donnée par 'ordinateur ?

Commencons par passer en mode discret, en remplactonction densité par un
diagramme en forme de rectangles. L’intervalle @<t découpé en un certain nombre



de petits intervalles de méme longueur (nous avoms nbintervalles = 10 ou
nbintervalles= 100 dans le programme).
2

=

Prenons I'exemple ou le nombre d'intervalles est @@ va fabriquer 10 casiers
pouvant contenir un nombre décroissant de numé&mgasier 0 peut contenir les 10
numéros de 0 a 9. Le casier 1 peut contenir lesn®nos de 10 a 18, le casier 2 les 8
numeéros de 19 a 26, et ainsi de suite jusqu’'aiie oqui peut contenir un numeéro, en
'occurrence 54 (soit 10 . 11/ 2).

En faisant tomber dans ces casiers une pluie démsnau hasard (avec une densité
uniforme), les casiers vont étre atteints un nond#eroissant de fois, suivant une
disposition réguliere, celle que nous voulons séaliLes numéros tirés au hasard vont
de 0 a 54 pounbintervalles= 10, plus généralement chaque numéro est comrapirie 0
et nbintervalle$ nbintervalles/ 2 =nombrej ce dernier nombre n’étant pas pris. Quand
un numéro tombe dans un casier, il s’agit maintenknsavoir quel est le nombre
associé a ce casier (entre 0 et 9 si le nombreasiers (bintervalle3 est 10). C’est ce
gue va faire la fonctiortirage(). Prenons un exemplenumero = 22 (le nombre
d’intervalles étant 10). En conditions initialesy onet un compteur a -1. Puis on
commence par enlever 10, il reste 22 — 10 = 1Zolmpteur passe a @gmpteur
augmente de 1 a chaque étape). Ensuite on enl@eer@mbreenleverdiminue de un a
chaque étape) = 12 — 9 = 3, le compteur passe a 1. On enlever8sie : 3—-8<0, le
compteur passe a 2 et I'on s’arréte quand le edtaeégatif. On a trouvé qu'’il s'agit du
casier numero 2, et c’est ce que raméne la fontitiage(). Si le nombre d’intervalles
est 10, cette fonction raméne un nombre entre9) @s nombres ayant une distribution
de probabilité régulierement décroissante. Si lenlme d’intervalles est 100, les
nombres ramenés sont entre 0 et 99.

int tirage(void)

{int numero,reste,enlever,compteur;
numero=((float)rand()/32768.)*(float)ynombrei;
reste=numero; enlever=nbintervalles; compteyr=-1
do { reste-=enlever; enlever-=1; compteur}+;
while (reste>=0);
return compteur;

}

En répétant ces tirages un grand nombre de foigbbient un histogramme des
fréquences qui correspond bien a cette décroissedmpdiere. C'est ce que fait le
programme qui suit.

#define xorig 100

#define yorig 550

#define NBE 70000

SDL_Surface * ecran; Uint32 rouge,blanc;

int nbintevalles,nombrei,resultat , freq[1000],e$sa



int main ( int argc, char** argy
{
SDL_Init( SDL_INIT_VIDEO )
ecran=SDL_SetVideoMode(800,600,32, SDL_HWSURFACE|SDOUBLEBUF);
blanc=SDL_MapRGB(ecr~>format,255,255,255);
rougeeSDL_MapRGB(ecra->format,120,0,0);
SDL_FillRect(ecran,0,blanc
srand(time(NULL));
nbintervalles=10;nombrei= nbintervalles*(nbinteval+1)/2;
for(i=0;i<=nbintervalle;i++) freq[i]=0;
for(essai=0;essai<NBE; essai
{ resultat=tirage(); freq[resultat]++
for(i=0;i<=nbintervalle;i++) ligne(xorig+500./nbintervallés, yorig ,
xorig+500/nbintervalles*i , yorigHoat)freq[i]/300.*delta, roug);
SDL_Flip( ecran); pause(); returr

nombre d’intervalles = 10 nombre d’intervalles = 1(

3) Utiliser les programmes précédentspour avoir le temps moyen d’attente
du voyageur.

#define NBE 1000C
int nbintervalles,nombre
int main()
{ intessai; float x,h1,h2,cumul,attentemoyeattenteth, T,
d=1;nbintervalles=10( srand(time(NULL));
nombrei= nbintervalles*(nbintervalles+1)
for(x=0.;x<=1. ;x+=0.01
{ cumul=0.;
for(essai=0; essai<NBE;essali
{ h1=(float)tirage(); h1l=h1/(float)nbintervalle
if (h1>x ) T=hXx;
else h2= d+(float)tirage()/(float)nbintervalleT=h2x; }
cumul+=T;
}
attentemoyenne=cumul/(float)NE
attenteth=1./3.+5.*x/-7*x*x/3.+2*x*x*x/3.; [* formule cidessou */
printf("%3.2f: %3.2f (%3.2f ) " x,attentemoyennigateth)



}
getch();return O;

}

4)  Faire le calcul théorique du temps d’attente moyemD, dans le cas owl = 1
(le deuxieme train part une heure apres le premier)

La densité associée au retard du premier trairraggpelons-le,f(t) =2(1 —t) pourt
entre 0 et 1, et nulle ailleurs. La fonction deaméiion estF(t) = 2t — t* sur [0 1].
Passons a la fonctida de répartition du temps d’attente du voyageury pou 1. C'est,
en utilisant les formules déja trouvées au A- :

. Pour 0< t <1 —x, G(t) = F(x+t) — F(x) = —t* + 2(1 —X) t, d’oU une densité
git) =—2 + 2(1 —x).

. Pourl x<t<2-x,G(t)=1-FX) +F(X) F(t +x—1)

= x@X)t*+ (2x —x3)(4 — A)t + cte aprés calcul, d’oul
la densitéy(t) = (X —X) (-2 + 4 — X).

Ce sont les seuls intervalles ou la densité n‘astrulle. On en déduit par intégration

le temps d’attente moyen :

1-x 2-x
D= [ (-2t+2@-x)tdt+ [ (2x —><2)( 2+ 4 - Qtdi
=[-2%/3+ (1—x)t2]2_x + (2= @)@ 13+ (2 x)tz]lz_x
—X
= (1/3) (1 %)+ (X —x)(4/3 —x) (calculs abrégés)
= (1/3) + (5/3% — (7/3)x* + (2/3)X.
En notantD comme une fonction de on peut vérifier qué(0) = 1/3, qui est la
valeur moyenne du retard du premier train (on ierifen effet que

J';t f(t)dt:J'SZt(l—t)dt: 1/3) et I'on aussiD(1) = 1/3, puisque le voyageur est aussi

juste a I'heure pour le départ officiel du deuxiétran. Le temps d’attente atteint un
maximum poui de 'ordre de 0,5, et ce maximum est de I'ordr® @& .



