Méthode indienne pour résoudre I'équation de Pell

1) Rappel sur I'équation de Pell

L’équation dite de Péllest de la forme? —d yzz n, avecd etn entiers donnés, et dont on cherche
les solutions entiéres supérieures ou égale$ a 0.

Voyons d’abord les cas les moins intéressants.

» dest un nombre négatif, soit=—d >0, et I'équation s’écrit
x*+d'y*=n, etl'on a un nombre fini de solutions, voire ane.
Sid etn ne sont pas trop grands, on procede par essatisset ramenant modudb

Exemples :

1) Résoudre® + 5y* = 68.
En se ramenant modulo 5, 'équation deviért 3 [5]. Quani décritZs = {0, 1, 2, 3, 4}, X décrit
{0, 1, 4} et ne donne jamais 3. L’équation n’a plassolution.

2) Résoudre + 5y* = 69.
En cas de solutions, on a comme condition nécessdir 4 [5], ce qui imposg = 2 oux = 3 [5].
Par essais, en faisant 2, 3, 7, 8, on trouve finalement deux solutibh2), (8, 1).

2) Résoudre’ + 5y = 74.
La condition nécessaire = 4 [5] imposex = 2 oux = 3 [5]. Mais en faisant = 2, 3, 7, 8, aucun
essai n'est concluant. Il n’y a aucune solution.

« dest un carré parfait, sait= d'?, et I'équation — (d'y)? = n peut s’écrire :
(x—=dy)(x +dy) =n. L’équation a un nombre fini de solutions, voiteane.

Exemple : Résoudrex’ — 25y* = 21.

(x—=5))(x+5y) =21, avec 21 = k¥ 21 ou 21 = &7, ce qui revient a résoudre deux systéemes :
X-5y=1 Xx—-5y=3
ou
X+5y=21 X+5y=7

Le premier systeme donne la solution unigue 11 ety = 2, le deuxiéme systéme n'a pas de
solution entiére.

Il reste le cas le plus intéressant, celuidoést positif et n’est pas un carré parfait. Danga®
I'équationx’ —d y?= n peut n’avoir aucune solution, mais si elle en @, @ile en posséde une infinité,
comme cela a été démontré. Ce résultat est li@itigude I'équation de Pell la plus emblématique, a
savoirx’ —d y* = 1, a toujours une infinité de solutions. Le &aient complet de ce type d’équation
date du 19¢ siécle, notamment grace aux fractioninuées, mais bien avant les savants indiens
avaient trouvé des méthodes expérimentales pagtienient performantes.

! Le nom d’équation de Pell est seulement un pantepére. Il semble que J. Pell (années 1600)inpa®
pour grand chose dans la résolution de cette égquatlieux vaudrait parler d’équation de Brahmaguptanées
600), ce savant indien ayant fait dés cette épagaestude approfondie a ce sujet.

2 Si (x, y) est une solution positive, ou a aussk(y), (X, —y), (—x, —Yy) qui sont solutions.



Exercice 1 : Cas ou I'équation de Pell n’a pas dekition
1) Montrer que I'équatio®’ — 3/ = 2 n’a pas de solutions en entiers.

Supposons qu'il existe une solutian ), soita’— 3b* = 2. Alors ramenons I'égalité modulo 3, ce
qui donneﬂ[g])2 = 2. Maintenana ne peut étre que 0, 1 ou 2,2éne peut étre autre que 0 ou 1, sans
jamais étre égal a 2. On tombe sur une contradidti@quation initiale n'a pas de solution.

2) Montrer que I'équatio®’ —dy’ = — 1 n’a pas de solutiongi= 3 [4].

S'il y avait une solutiong, b), on auraita® — d b* = — 1. En ramenant cette égalité modulo 4, elle
devienta® — 3b’ = — 1 [4] ou encora® + b® = 3. Donnons a les valeurs 0, 1, 2, 3, alaadvaut 0 ou 1
[4], et de mémé®. L’addition dea” etb® vaut 0, 1 ou 2, mais jamais 3. Contradiction.

Passons maintenant aux méthodes indiennes, quéténtrouvées en deux temps, d'abord la
méthodesamasabhavanauis la méthodehakravala

2) La méthodesamasabhavana de Brahmagupta

Prenons I'équation® — dy? = n, et si elle admet une solution, (b), notons &, b ; n) le triplet
correspondant, tel que& — db® = n. Brahmagupta a découvert comment composamésabhavana
deux de ses triplets :

Silona@b;n)et@, b; n) alors on a ausse@ + bb'd, ab+ ba; nn)

Cela signifie que si I'on a une solutiom b) de I'équation® — dy? = n et une solutiong, b’) de
I'équationx’ —dy? =, alors @& + bb'd, ab+ ba) est une solution de I'équatiod —dy’ = nn.

Pour le vérifier, il suffit de faire le calcul, nsaion peut le vérifier aussi en utilisant une
terminologie plus moderne.

Considérons I'annedudes nombres de la forme = a+bJ/daveca et b entiers, oud est un

nombre positif qui n'est pas un carré parfait. bejogué dea esta =a- bJ/d, et 'on dispose des
regles de conjugaison classiques :

+B=a+f
aB=a B

=a

On appelle normedea , ou encore dea( b) le nombre entier positif ou négatif :

Q

QI |

N(a) ou N(a,b)=aa = a* - db’.

3 Cela signifie que I'on peut faire les additionsle=t multiplications habituelles mais tous les &éta ne
sont pas inversibles.

“ Attention & cette notion de « norme ». Lorsque poend les nombres complexes de la forme + ib, on
définit le module du nombre comme la longueur de wecteur imagey, celle-ci étant appelée la norme du

vecteur, soity]| = ./zz. Mais dans le cas des nombres de la foomea + bJ/d, la norme esa @ (et non pas
la racine carrée). Cette norme est elle aussiitetaille du nombre, et si I'on choisit & , c’est parce que ce
nombre peut étre négatif, auquel cas la racin€eariaurait pas de sens.



Dans ce contexte le triplet de Brahmagupta n'etteague 4, b ; N(a, b)). On obtient alors la
formule :

N(a B8)=N(a) N(B) aveca=a+bJ/detg=a%*bVd
EneffetN(aB)=aBaB=aBaB=ad BB =N(a)NQp).

Or aB=(a+bJ/d)(a+ BV d= aar bb d-( ab b/
Avec N(a)=net N(f)=n', on retrouve bien la formule de Brahmagupta, soit
(aa + bbd, ab+ ba; nn) ou encore ¢a + bk d)*> —d(ab'+ ba)?=nn.

Cela va nous aider pour traiter I'équation la pimportante :x* — dy* = 1, et trouver d’autres
solutions que la solution évidente (1, 0) sang@itd’renons un exemple simple :

x*-37=1

On trouve aussitét une solutiom b) = (2, 1).

En posanta=a+b\/a, avecN(a) = 1, on a aussi N(") = 1, ce qui donne une infinité de
solutions. En composant (2, 1; 1) avec lui-ménoenroe I'a fait Brahmagupta, on trouve (7, 4 ; 1),
d’'ou la solution (7, 4) avec®7 3x4? = 1. Puis on compose ce résultat avec (2, 1etll)pn obtient
(26, 15; 1), d'ou la solution (26, 15). On peut thomer ainsi indéfiniment. C'est ainsi que
Brahmagupta trouva que I'équation admettait uffi@ité de solutions, & partir de 'une d’ell2©n
en sait un peu plus aujourd’hui : il y a toujoursewlus petite solution positive, comme (2, 1) dans
notre exemple, et en prenant les puissamcén les obtient toutes. Il n’y en a pas d’autres.

Quitte a procéder par tatonnements, Brahmaguptasi gésolu I'équation

X*-9237=1

Aucune solution simple n’apparaissant, on chofsle plus proche possible de 92, soit 10. On
obtient alors le triplet (10, 1 ; 8) avec?1092x1? = 8. Puis composons ce triplet avec lui-méme, ce
qui donne (192, 20, 64), soit 92 92x 20° = 64. Divisons tout par 64, quitte & obtenir ursfion :

242 — 92x(5/2f = 1, ce qui donne le triplet (24, 5/2; 1).

Enfin composons ce triplet avec lui-méme, la fiattva disparaitre (car 92 est divisible par 4), et
I'on trouve le triplet (1151, 120; 1), d’ou la atibn (1151, 120).

Brahmagupta est allé plus loin. Il a montré qubosi a une solution de I'équatioxt — dy* = k,
aveck = — 1 ouk= + 2 ouk =+ 4, on peut en déduire une solution pgurdy* = 1.

« Cas ol I'on connait une solutioa, p) dex’ —dy? = —1. En composana(b ; 1) avec lui-méme,
on trouve le tripletd® + bd, 2ab; 1) et le coupleaf + b°d, 2ab) est une solution o€ —dy* = 1.

Exemple : x? — 5 = 1. Comme I'équation¢ — 57 = —1 admet la solution évidente (2, 1), on en
déduit la solution (9, 4) pouf — 5/ = 1.

« Cas ou I'on connait une solutios, ) dex’* —dy? = +2. En composani@a( b, +2) avec lui-
méme, on obtienif + d kf, 2ab; 4), soit & + d bY)? — (2ab)? = 4. Maisa® +d b¥ =a?— d b’ 2d

® En appelantd,, b,) le premier couple solution, on obtient ensuitedeple &, b,), puis @s, bs), etc. On
constate grace aux formules que<a, <az; < ..., et aussb; <b, <bs; < .... Les solutions sont toutes différentes,
il y en a bien une infinité. Autrement dit, si 'avait o * = a ¥, soit a ** = 1, cela impose que—k' = 0 etk =
K, puisque I'on ne prend pag = 1.



= +2 + 2d I, soit un multiple de 2. On peut diviser par 4desix membres de I'égalité précédente,
ce qui donne

2 2
(#)2 -(ab)® =1, et la solution %dbz , ab) pourx? —dy? = 1. Cette solution correspond

aa?2 pourd=a+b/d.
Exemples:

1)x*—987=1
On constate que I'équatiof — 987 = 2 admet la solution évidente. (10, 1). On enuiégn
prenanta %2) que ((100+98)/2, 20/2), soit (99, 10) est solutle xX* — 98/ = 1.

2)x*-83/=1
On constate que I'équatiof — 837 = — 2 admet la solution évidente. (9, 1). On eduité(en
prenanta %/2) que ((81+83)/2, 18/2), soit (82, 9) est solutie x* — 83/ = 1.

« Cas ou I'on connait une solution, p) dex* —dy’ = + 4.

On verra, dans la méthodbakravalaqui suit, quea et b sont toujours premiers entre eux. lls ne
peuvent pas étre pairs tous les deux. D’ailleuts B&taient, on pourrait diviser x et y par 2l&n
retomberait sur 'équatioxf —d y* = + 1. On distingue alors deux cas.

- Premier casa etb ne sont pas tous les deux pairs. Supposons emjpiuson seulementn’est
pas un carré parfait, mais n’est pas un multipld.ddontrons que cela impose gdigoit impair.

Si d était pair, ave@’ — db’ = +4, alorsa’ serait un nombre pair, atle serait aussi. Dort serait
multiple de 4db” = a® T 4 serait multiple de 4. Comnaen’est pas multiple de 4, 2 doit diviseT et

par suiteb. Alorsa etb seraient pairs tous les deux, ce qui est contéairetre hypothése.

Dans ce contextédy doit étre impair. En effet, & était pair,db’ serait multiple de 4 ef = db” + 4
serait multiple de 4a serait pair. Mais etb ne sont pas tous les deux pairs en méme temps. lDon
ne peut étre qu'impair.

Maintenant, aveg=a+bJd, formons a®=(a+bJ/d)®= &+3daf+ (3L b db} ¢ et 'on
obtient le triplet(a® + 3dat?,3& b+ dB; + 64), soit
(a®+3dab?)?- d(3d b+ dbi)2=+64. On constate que :

a®+3dal’ = d &+3df)= 4 &- db+4 dBp)= @4+ 4 db=4 @ db
Avec d et b impairs comme on I'a vudb® est impair, edb?+ 1 est pair. Ainsia®+3ab? est
divisible par 8, @ +3ab?)/8 est un entier.

De méme, 3a’b+db’=H3&+ dif)= 3 4-3dB+ 4 dB)= x+4 4dbF 463 db
avec ici aussit3+ db? pair, donc Ba®b+ db’)/8 est un entier.

En divisant I'égalité précédemment trouvée paiilGéste :
a® +3dal? 3 bt b3c52

( 8 8

Si c’est +1, on a la solutiof(a® + 3dak?) /8, (3& b+ 5 d)/8)pourx® —dy? = 1.

)? —d( =+1



Si c’est — 1, on compose la solution précédente alle-méme, ce qui correspondrd/64, pour
avoir X’ —dy? = 1.

Exemple :x*— 63 =1

Brahmagupta remarqua que I'on avait le triplet 89;4), soit 39— 61x5° = —4. Avec 39 et 5 tous
deux impairs, on a alors, grace au résultat prétéde

(a®+3dab?) /8= 29718, et(3a’b+ b>d)/8 = 3805. Il reste & composer (29728, 3805 ; —1f ave
lui-méme, ce qui donne :

29728 + 61x 3805 = 1 766 319 049,

2x29718x3805 = 226 153 980.

C’est le couple solution pouf — 61y* = 1.

- Deuxieme cas : avea et b non pairs tous les deus, n’est pas un carré parfait mais est un
multiple de 4, ce qui impose guesoit pair eb impair, comme on va le vérifier.

En effet, ave@® —db’ = + 4, etd = 4d’, a® = db?+ 4 =a® = 4d'b*t 4, &’ est multiple de 4, e est
pair, et b est impair.

Partons du tripletg, b; +4). En divisant par 4, on obtient le triplef/Z, b/2, +1), oua/2 est
entier, maid/2 ne 'est pas. Mais la formule de compositioncilmnne encore. Composons le triplet
avec lui-méme, ce qui donnea? @ db’)/4, ab/2 ; 1). Aveca/2 entier e’/4 entiers, on a ausdb’/4
entier puisque 4 divisd. On a trouvé la solution entiérea{¢+ db?)/4, ab/2). C’est justement ce qu'a
fait Brahmagupta pour traitef — 937 = 1, comme on I'a vu ci-dessus.

A ce stade, si I'on est capable de trouver unetisoluex’ —dy’ =navecn= +1 ou +2 ou +4,
on est assuré d’avoir une solutionxde- dy2 = 1, et ensuite d’en trouver une infinité. Maisacpeut
demander beaucoup de tatonnements, comme par exéonpjue Brahmagupta trouva la solution
(39, 5) vérifiand® — 61y = — 4, ce qui lui a ensuite permis de résoudre 61y’ = 1. Mais prenons par
exemplex’ — 13/ = 1. En choisissard tel que 4> —d | soit le plus petit possible, on trouae 4, et
I'on a le triplet (4, 1 ; 3) qui ne nous est d’anaecours. Il faudrait de nombreux tdtonnements pou
arriver au triplet (18, 5; —1) qui nous permettidg conclure. Pour avoir une méthode générale de
résolution, un nouveau procédé était requis, et e que découvrit le savant indien Bhaskararg ve
1150, avec la méthoddhakravala

3) La méthodechakravala de Bhaskara Il

L’objectif est toujours de trouver une soluticay b) entiére positive pouné — dy’ = 1, avecd
positif qui n'est pas un carré parfait. Un moyen sdgpprocher du résultat consiste a prendre un
nombrea, tel quea;” soit le plus proche depossible, soitm;, = a,> —d le plus proche de 0 possible en
valeur absolué et de prendrb, = 1, de facon que I'on ait le tripledy( b, ; my) o (ay, by) est solution
de x* —dy?* = my, avecm, petit. Si par chancey, = 1 c’est fini. Et méme sin, = — 1 ou+2 ou+4, on
peut appliquer les formules de Brahmagupta pouingén mais nous ne le ferons pas ici de facon a
rester dans le cas général. L'idée de BhaskamnBiste a enclencher un processus répétitif ar uheti
cette premiere étape ou I'on a le triplet, o, ; my) ainsi qu’un quatriéme nombog = a;.

Lors de la deuxiéme étape, on commence par premdre— c; [my], soitc, = —¢; + g My en
choisissant,’ le plus proche dd possible, ouch? —d| le plus proche de 0 possible. Puis on compose
le triplet précédentag, b, ; my) avec le triplet,, 1,c,° —d), ce qui donne le triplet :

® PosonsA=[+/d] , +/d est strictement compris entheetA + 1, etd entreA” et (A + 1Y.. Ora; est SOitA

soitA + 1. Commem, = a,°> —d est le plus proche de 0 possible, omgd { ((A+1) —A)/2, my <A + 1/2 ou
encorery| <A



(al (ks bld, a + bl G, mj_(ng—d)).

Puis divisons les deux premiers élémentsmpgrgour garder des nombres positifs), alors la norme
my (c,2—d) est divisée panhf* oum;% On obtient le nouveau triplet :

@cthd atho G- g
| | [m | m
Les fractions obtenues sont en fait des nombrésrengrace au choix dg. !

Posons, = AQG* bld, b, = ar QCZ, m, = 6 ¢
[m | Im | m
relativement proche de 0 en étant positif ou nEgai est aussi un nombre petit. Avec un peu de
chance, on peut avain, = 1 et c’est fini. Sinon on recommence, en prooégar récurrence.

Dans ce nouveau triplet, o> — d est

Il s’agit de montrer que, = 816 ¥ b‘ld, h = At PaC o € - d pour tout.

|m—1| |m|—1 | My

Supposons que I'on soit arrivé a I'étapeavec le triplet &, by ; m) obéissant aux formules
précédentes, et passons a I'étapel en prenant,; = —¢; [m] = —¢; + g;m de fagon qu«tM2 soit le
plus proche dé possible. Puis composons le triplat b ; m) avec le triplet.1, 1, c.,> —d), soit

(& Geit bid, &+ by Gur ; M (Gii”—d)),

et divisons pamf| les deux premiers éléments, ce qui donne le rautrglet :
@Gathd a+pes 6= g

Im | Im | m
Montrons que ces trois nombres sont des entielissaé aux formules.

+ a+hoa=a—bgm)= 38 Rad Rt Pag

i [m]
m | ml
= M ml=b_m[ n] O[ m . Ainsi qﬂ:m est bien entier.
M- | Im |
¢ agathd=-aps pd p=-229 TRl o Bt Pl g g,
M- | Im_y |
:M [m] =-g_4m =0 [ rr] , eta+l:Mest entier.
M | |m
e« i -d=¢-d[ml = mm,[ rhipar hypothése de récurrence

G- d
=0 [m], et m,; =1 — est entier.
m

Cela étant fait, on constate que la suite dr}y €st bornee, plus précisemenmty [< 2/d .2 On
constate aussi qug etb; sont premiers entre edx.

"En effet :

e a+by=a;+by(—cy + M) =q; my puisqueb; = 1 etc; =a;. Ainsi my divisea; + b; ¢,

e ayGtbhd=a(-ci+qm) +bhd=—a’+d+a g m=—m+a; o m =0 [m]etm divisea, ¢, +
b.d.

e cf-d=(-c+gqm)’—d=(-a +0g m)’—d=a’— d—20q a m+a’ m?® avecm = a*—d, etmy
divisec,”—d.



Tandis que lesa) et les ) croissent, les normag restent bornées. Cela ne prouve pas que I'on
va finir par tomber sur une norme égale a 1, meals se démontre.

En fait, on assiste a un phénomene cyclique (diai#l avec une allure de palindrome comme on le
constatera dans quelques exemples). Au lieu de emen par le tripletag, b, ; m;) avecc; = a;, on
aurait pu commencer paaof by ; my) avecap = 1,by = 0, my = 1, ce qui correspond a la solution
évidente, et, = 0. En appliquant les formules précédentes, wouee I'étape 1, en prenanf le plus
proche del possible, ce qui donreg =ci, by =1 etmy = a>—d. En partant ainsi dey = 1, on itere le
processus jusqu’a retomber sur 1, et 'on peuticoet ainsi indéfiniment. C’est ce phénomeéne
cyclique que traduit le mathakravala Vérifiions-le sur quelques exemples.

Exemple 1 :x*— 13/ =1

On commence a I'étape 1 par le triplet (4, 1, 3cay = 4. En appliquant les formules, on trouve :

-étape 2 ¢, = 2, et le triplet (7, 2 ; =3)

-étape 3 c3 = 4, et le triplet (18, 5 ; 1)

-étape 4 c, = 4, et le triplet (127, 38 ; -3)

-étape 5 cs = 2, et le triplet (256, 71 ; 3)

-étape 6 cs = 4, et le triplet (649,180 ; 1), d'ou la soluti¢m b) = (649,180).

Si I'on continue sur les six étapes suivantes, airouve le méme cycle -3, -1, -3, 3, 1, ce qui
donne une deuxieme solutiom b) = (842 401, 133640).

Exemple 2 :x* — 106/ = 1

On trouve comme succession des partir du rang O :
1,-6,7,9,-9,-7,6,-1,6,-7,-9, 9, 7, +&tLon aboutit & la solution :
a=32 080 051b =3 115 890.

4) Programme pour avoir une solution dec —dy? = 1

Il suffit de faire la récurrence précédente jusqeeéaque I'on tombe sut 1, +ou +2 ou *4,
auxqguels cas on applique les résultats de Brahnmgup programme en découle.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

int N(int a,int b);
void resultat(int a,int b);
int d,norme;

int main()

8 Toujours avecA=[/d], on aA? <d < (A + m.;)? et par définitiong; est soitA soitA + m.,. Il en découle

que *—d < (A+m.)’ - A) /2 etin | = % —d|/ muyl< [(2A ma +my®) /2my).
Im K A+ m./ 2. Avecm; supposé inférieur au égal&/d par hypothése de récurrence (et c’était vrai au

départ), on trouve bien qua|< 2v/d

® Lors du passage de I'étapai +1, on a la relation
IM 1@+ pu/d)= (a+ BV (s +v davec m= (a8 df a&; & ¢ dod
. +~/d =(a - by/d)(a, + b/ dau signe prés. Tout diviseur commug;a etby, doit diviserc; et 1,
ce ne peut étre quel, a..;, etbi; sont premiers entre eux.

19 0On trouvera quelques indications dans le documikipédiasur laméthode chakravalaPrécisons aussi
gue cette méthode donne la plus petite solutio@menpositive.



{int a,b,c,i,newa,newb;
for(d=2;d<100gd++) /*icion a pris d de 2 a 99, en laissant tombex ¢as ou d est un carré */
{ printf("\n d = %3.d", d);

a=1; b=1; i=1;* étape 1 avec le premier terme de la suite */

while(N(a,b)<0) a++;

if (a*a==d) continue;

if (-N(a-1,b)<N(a,b)) a=a-1;

norme=N(a,b);

if (abs(norme)==4 || abs(norme)==2 || abs(ed==1) /* c’'est fini */

{ resultat(a,b); continue; }
c=a;
for(;;) /* boucle des étapes a partir de I'étape 2 */
{i++

c=-C;
while(c<sqrt(d)) c+=abs(norme);
if (d-(c-abs(norme))*(c-abs(norme)) *¢-@l) c=c-abs(norme);
newa=(a*c+d*b)/abs(norme);
newb=(a+c*b)/abs(horme);
a=newa; b=newb; norme=N(a,b);
if (abs(norme)==4 || abs(norme)==a2b§(norme)==1) break;

resultat(a,b);

getchar();return O;

}

int N(int a,int b) /* norme */
{ return (a*a-d*b*b);

}

void resultat(int a, int b)
{int X,Y, XX, YY , XXX, YYY;
if (abs(norme)==2)
{ X=(a*a+d*b*b)/2;
Y=a*b;
printf(* X=9%d Y= %d",X,Y);

else if (norme==-1)
{ X=a*a+d*b*b;

Y=2*a*b;
printf(" X =%d Y= %d",X,Y);
}
else if (norme==1)
{ X=a;
Y=b;

printf(" X =%d Y= %d",X,Y);

else if (abs(norme)==4)
{if (d%4!=0)

{ X=(a*a+d*b*b)/2;Y=a*b;
XX=(a*X+b*Y*d)/4; YY=(b*X+a*Y)/4;
if (N(XX,YY)==1)

{printf(" X=%d Y=%d"XXY);

}
else if (N(XX,YY)==-1)
{ XXX=XXAXX+AYY*YY*d; YYY= 2% XX*YY;
printf(" X =%d Y= %XKXX,YYY);



}

else
{ X=(a*a+d*b*b)/4;Y=a*b/2;
printf(" X =9%d Y= %d",X,Y);

}
}

}

Quelques résultats podrde 50 a 99 :
d = 58 % =99 ¥=14
d = 51 ¥ =58 Y¥=27
d = 52 X =649 ¥= 98
d = 53 X = 66249 Y= 9188
d = 54 ¥ =485 ¥= 66
d = 55 X =89 Y¥=12
d = 56 ¥ =15 Y¥=2
d = 57 ¥ =151 ¥= 28
d = 58 ¥ = 19683 Y= 2574
d = 59 X =538 Y- 6%
d = 68 ¥ =31 Y=4
d = 61 ¥ = 1766319849 Y= 226153980
d = 62 % =63 Y-8
d = 63 X =8 Y¥=1
d = 64
d = 65 X =129 ¥= 16
d = 66 X =65 Y¥=28
d = 67 X = 48842 Y= 5967
d = 68 ¥ =33 Y¥=4
d = 69 H =7775 Y= 936
d = 78 ¥ =251 ¥=38
d = 71 X = 3480 Y= 413
d = 72 % =17 = 2
d = 73 X = 2281249 Y= 267000
d = 74 ¥ =3699 Y= 438
d = 75 X =26 =3
d = 76 4% =5779% Y- 6638
d = 77 X =351 ¥-48
d= 78 % =53 ¥=6
d = 79 % =880 Y=29
d= 88 X =9 Y¥=1
d = 81
d = 82 % =163 ¥= 18
d = 83 ® =82 Y¥=29
d = 84 ¥ =55 Y¥=65
d = 85 X = 285769 Y= 38996
d = 86 ¥ = 1B485 Y= 1122
d = 87 X =28 Y¥=3
d = 88 ¥ =197 ¥=21
d = 89 ¥ =508081 Y= 53000
d = 98 ¥ = 1% = 2
d = 91 X =1574 Y= 165
d = 92 ¥ =1151 ¥= 128
d = 93 ¥ = 12151  ¥= 1268
d = 94 ¥ = 2143295 VY- 221064
d = 95 ® =39 Y=4
d = 9 % =49 ¥=5
d = 97 X = 62809633 Y= 6377352
d = 98 X =99 ¥=18
d = 99 % =18 Y¥=1

Le seul écueil de ce programme est de travaillessda limite des nombres entiers, d’ou des
possibilités de débordement lorsque I'on fait dévations au carré. La plus petite valeurddgour
laquelle un débordement a lieu dst 109

™ En remplacant les nombres entiers par des flat@loat oudoubld dans le programme précédent, ce qu'il
convient de faire avec beaucoup de circonspectiortrouve pourd = 109 :a = 158 070 671 986 249 bt=
15 140 424 455 100. Un des autres exemples ountsre sont « débordés » est palr= 193, aveca =
6 224 323 426 849 db = 448 036 604 040. Mais les flottants peuventiaktss dépassés, a cause de leur propre
flottement.
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P.S. En 2017, jai repris le traitement de I'édmatde Pell de facon plus approfondie, dans
I'article consacré plus largement amathématiques de I'ilnde ancienne, des années 360@ On le
trouvera sur mon sitgierreaudibert.frdans la rubriqu@ravaux complémentairgalgorithmes sur les
nombres



