Ensembles de nombres de somme dont

Un nombre entieN étant donné, on considére la suite N> nombres entiers de 0
N? — 1. Remarquons que la somme de ces nombreN*( N? — 1)/2 .A partir de 1a, on
veut obtenir tous les sc-ensembles formés dééléments de cette suite, dont la son
vautS= N (N? — 1) / 2. Par exemple pouX = 4, avec les nombres de 0 ¢, on veut
avoir tous les ensemb formés de 4 de ces nombreseg@ une somme égale30,
comme 011415, 021315, 031215, 0343041115, 041214, 0510
051114, 051213, 06915,..., 56718811, 56910, 57810, 67809.
nous avons écrit chacun de ces mots dardre croissant de ses lettres (nombres),
succession des mots est aussi dans l'ordre croisAutrement dit, nous avons cho
un ordre la ou il n’y avait pas d’ord

1) Vérifier que le dernier mot est toujours formé deN nombres successif
dont le premier estN(N — 1) /2, comme 6 7 8 9 poud =4

En effet, la somme de cN nombres a partir dd(N — 1) /2 est égale :
NNN-1)/2+1+2+3+...iN—1=NNN-1)/2 +N(N-1) /2
=N(N-1)(N+1)/2=S
Il s’agit bien d’'une solution du probleme, et comleeN nombres se succédent,
ne peut pas trouver de mot qui le suive, c’estlmier

2) Faire le programme pourN = 3

Il suffit de faire une triple boucle lachant trsiembres dans l'ordre croissant, et
garder ceux dont la somme vau

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <conio.h>
#define N 3
#define NN (N*N)
int compteur,S;

int main()
{ intijk;
S=(NN-1)*N/2;
for(i=0;i<=N*(N-1)/2;i++) for(j=i+1;j<NN;j++) for(k=j+1;K<NN;k++)
if (i+j+k==S) {compteur++; printf(\n%3.d : (%d %d %d) ",compteur,i,j,k
return O;

}

On trouve huit solutior :
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Mais un tel programme ne marche que pdur 3, avec trois boucles imbriguées.
Pour d’autres valeurs d¥, le nombre de boucles doit changer, et il fautniée le
programme.

3) Faire un programme qui marche pour une valeur quelonque deN

On va fabriquer des arbres de racines 0, 1, 2,N(N;1)/2 qui sont les premiers
eléments possibles de chaque ensemble cherchéntioharbre() se rappelle a partir
de cette racine, soit arbre(i,0,) avec I'étage 0 et le poids L'arbre construit va
posséder les étages 0, 1, N.- 1. Si I'on n’est pas encore a I'étalge- 1 et que I'on
n’'a pas atteint par cumul le poi8sla fonctionarbre(i, etage poidg se rappelle sur ses
successeurs possibles,ide1 AN’ — 1. Lorsque I'on est & I'étagé— 1 et que le poids
Sest obtenu, on fait I'affichage de la branche eonée a partir de la racine.

Le dessin suivant donne I'arbre obtenu pblus 3 a partir de I'élément 1 comme
racine, avec en rouge les branches donnant lesics@u et en bleu quelques poids
obtenus par cumul
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Programme :
int main()

{ inti;

S=(NN-1)*N/2;
for(i=0;i<=N*/(N-1)/2;i++) arbre(i,0,i);
printf(" ****** 0pd **+***"" compteur);
return O;

}

void arbre( int i,int etage, int poids)
{ intk;
if (etage==N-1 && poids==S)
{ compteur++;
printf("%d : ",compteur);
for (k=1;k<=etage;k++) printf("%d ", pedecesseur[k]);
printf("%d \n",i);
}
else if (poids<S && etage<N-1)
for(k=i+1;k<NN;k++)
{ predecesseur[etage+1]=i;
arbre(k,etage+1,poids+k);

}



On trouve les résultats suivants :

pd
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4)  Quelques indications théoriques

. Prenons I'exemple dil = 3. On veut trouver, de toutes les fagcons possibl
trois nombres entiers y, ztels quex +y +z =12, avec X x <y <z< 8. Procédons au
changement d’inconnues ( de facon a ne plus aaaiphtrainte d’ordre croissant pour

X, Y, 2):

X=xX,Y=y—-X Z=z-y ouinversememnt =X, y=X+Y,z=X+Y+Z Les
contraintes deviennent :

X+2Y+Z=12avecX>0,Y,Z>0etX+Y+2Z2<8

Pour les contraintes :X3+ 2Y + Z = 12 avecX > 0, Y, Z > 0, on a la fonction
génératrice associée :

A+ +P++ . )P+ + P+ )@+ + g8 +...). Le coefficient du terme en
g% donne le nombre de solutions associées, soifidi 1

Il reste la contrainteX + Y + Z < 8. Parmi les solutions précédentes, il convient
d’enlever toutes les solutions telles que :

X +Y +Z>8. En tenant compte du fait qué= 12 — X — 2Y, la contrainte devient
2X+Y <4, ou encoreX+Y < 3, On prend donc tous I&s Y vérifiant cette contrainte,
mais sous réserve que le Z qui leur correspontdZse 12 — X — 2Y, soit strictement
positif. Pour lesX, Y) vérifiant 2X + Y < 3, il leur correspond la fonction génératrice :

A+Z2+7%+ ..)Z+Z?+Z%+..), la somme des termes de degré inférieur oli éga
a 3 donnant le nombre de solutions.

On trouve les termes Z117% 17° et Z* Z, soit 4 solutions. Les valeurs d¥, ()
correspondantes sont (0, 1), (0, 2), (0 3), (1L&% valeurs respectives de Z sont 10, 8,
6, 7, toutes positives. Ces quatre valeurs coneienn

1 Pour trouver cette valeur, il suffit d’utilisen Iogiciel mathématique. Ainsi, avétathematicaon
appelle :

1 ¢ q
1-g°1-¢g?1-q
développement en série de la fonction

Serie$ {9,0,12}] et I'on prend le coefficient du terme g} dans le



Le nombre de solutions du probléme est donc 1284

. PourN = 4, on a les contraintes
AX+3Y+2Z+T=30avecX>0,Y,ZetT>0etX+Y+Z+T<15.

On prend la fonction génératrice associéexat+8Y + 2Z + T = 30 avecX>0,Y, Z

¢ 9 g

1-q*1-¢° 1-¢*1-q
doit enlever a ces solutions celles vérifiadt+ Y + Z + T > 15. Cela revient a enlever
toutes les solutions dex3+ 2Y + Z < 14, sous réserve qualofs= 30 - K- 3¥-2Z
soit strictement positif. Pour3+ 2Y + Z < 14, on a la fonction génératrice associée

2
1 1q3 qu2 1?q dont on prend la somme des coefficients des tedmekegré inférieur
ou égal a 14, ce qui donne 83 cas. On vérifie que tes cas sont tels qlie- 0. Par
exemple pour 8 + 2Y + Z = 14, on a 16 cas avec les quadrupl¥isy( Z, T) qui sont :
(01123)(02104)(0385)...(0628),(11918)76)...(1519),(2167)(224
8)(2329),(3139)(32110). On fait de mémeca3X + 2Y + Z = 13 et ses 15 cas
avec les valeurs d& qui démarrent plus haut que précédemment. Et dmssuite
jusqu'a X + 2Y + Z = 3 et son cas unique.

. Le coefficient du terme e® est 169. Mais on

etT >0, soit

Finalement le nombre de solutions est 169 — 83.= 86

. PourN =5, on a le systeme :
5X+4Y+3Z+2T+U=60avecX>0,Y,Z T,U>0,etX+Y +Z+T+ U< 24.

Les contraintes %+ 4Y + 3Z + 2T + U = 60 avecX >0, Y, Z, T, U > 0 donnent la
5 4 3 2
g - g : g - g 5 9 dont le terme eng® a pour
1-9°1-q"1-q° - q'1-q
coefficient 3765. Mais il faut enlever a ce nombeesolutions toutes celles telles que
X+Y+Z+T+U< 24. AvecU = 60 — X — 4Y — IZ — 2T, cela revient a chercher les
solutions de A + 3Y + 2Z + T < 35 sous réserve quelkqui leur est associé soit > 0.

Le nombre de solutions d&X4 3Y + 2Z + T < 35 s’obtient en sommant les coefficients
2

3
des termes de degre35 du développement del—4 g 3 g > g
1-9"1-9°1-qg°1-¢q
2427 solutions. Mais on remarque que certainegnoigis pour les plus hauts degrés, ne
donnent pa3 >0. Il convient de les retrancher du résultat @dént.

fonction génératrice

ce qui donne

Ainsi, pour X + 3Y + 2Z + T = 35, on trouve 270 solutions. Mais le fait d’avo
U=25-K+Y+Z+T)impose quX+Y+Z+T<25 ce qui n'est pas toujours le cas.
Il suffit de prendre les premiéres solutions det43Y + 2Z + T = 35 pour le constater.
On a les quadrupletX(Y,Z,T): (01130),(01228),...,(01816), (022,27.(0 2
617), (03124),..(03418),(04121),(@49), soit 20 cas commencant par O,
puis 9 cas commencant par 1 et 2 cas commencagt pait un total de 31. Le nombre
de solutions est 270 — 31 = 239.



Cela peut étre retrouvé directement. Parmi lessdr@tions il faut seulement garder
celles vérifiantX + Y + Z + T < 25. AvecT = 35 — K —3Y — 2, cela impose que
3X + 2Y + Z > 10. Aux 270 solutions il convient d’enlever tesitles solutions de
4X + 3Y + 2Z < 10, sous réserve que Teassocié soit >0. Le développement de la
fonction génératrice associée A 4 3Y + 2Z < 10 donne justement 31 cas, tous ayant
leurT > 0.

Ce que l'on a fait pourX@+ 3Y + 2Z + T = 35, avec la contrainte supplémentaire
4X + 3Y + 22 < 10, on le fait & son tour pouK4 3Y + 2Z + T = 34, avec la contrainte
supplémentaire X+ 3Y + 2Z < 8, soit 249 — 16 = 233 cas, puis poXr#43Y + 2Z+T
= 33, avec la contrainte supplémentaipg +43Y + 2Z < 6, avec 225 — 7 = 218 solutions,
puis pour X + 3Y + 2Z + T = 32, avec la contrainte supplémentaing +43Y + 2Z < 4,
avec 206 — 2 = 204 solutions. Enfin, pour toutesvkdeurs inférieures a 32, il n’y a plus
de contrainte dorénavant.

Finalement, aux 2427 solutions, il faut retranch@rcas, ce qui fait 2427 — 56 =
2371 cas. Ces cas sont a leur tour retranchés &k $olutions initialement trouvées.
Soit au total 3765 — 2371 = 1394 solutions au Enoiel.

Remarque: Le probleme que nous venons de traiter estdi@rableme dit de la
palmeraie Ijvre Combien ? volume 1, chapitrg Telui-ci revient a prendid des mots
précédents de facon qu’ils n’aient aucune lettrecemmun, ce qui constitue une
partition de I'ensemble des nombres de B?& 1. Le nombre de telles partitions, ou
chacune des partitions a le méme poids, est dailNpe 3 (précisément les partitions
048)(156)(237)et(057)(138) (2 4,6is 392 pouN = 4, et 3 245 664 pour
N = 5.



