Nombre entier somme de deux carrés.
Combien de facons ?

Tout nombre entier positii se décompose en produit de nombres premiers da fagque. Cela
peut s'écrire :
n= 2""|_| p r| p“ olp etp’ sont des nombres premiers impairs, gvecl [4] etp’ = 3 [4] ( ce
qui signifie quep = 4k + 1 etp’ = 4k’ + 3). On distingue ici deux types de nombres peesiimpairs.

Notre objectif est d’écrira comme somme de deux carrés de nombres entiers, saf + y2, et de
connaitre le nombr& de couplesx, y) possibles poun donné. Autrement difR est le nhombre de
facons de représentecomme somme de deux carrés. On appellera Rusihombre de cas au signe
et a I'ordre pres poutety, ce qui signifie que I'on peut prendte y > 0. Par exemple :

pourn=3,R=0.

pourn=5,5= E2)° + (+1)*ou (+ 1)°+ (+ 2)% soitR=8 etR’ = 1.

pourn=25 =15, 25 = (+5) + (F ou (+4)° + (+ 3)* & l'ordre prés, soiR= 12 etR’ = 2.

pourn =50 = 2x5% 50 = (+5)*+ (+5) % ou (+ 7)* + (+ 1)* & I'ordre prés, solR= 12 etR’ = 2.

On constate quB’ =R/ 8 si et seulement si on n'a pasy ouy = 0. Lorsquex =y ouy = 0, seuls
4 cas dan®& donnent un cas pol’. Notamment, sh est un carré de la fornpg avecb pair, on a R’
= (R+ 4)/8. Et de méme si=x% + X%

On dispose alors de la propriété suivante

.~ Sitous les exposantg(des nombres premies) sont pairs, alork = 4 |'| (b +1) ou lesb, sonté
' les exposants des nombres premers

On vérifie qu'ave@’ = 4k + 3, soitp’ = 3 [4],p’ ©= 1 [4] sic est pair, ep’ © = 3 [4] sic est impair.
On vérifie aussi que §i= 1 [4],p° = 1 [4]. Il découle alors de la propriété précédeque

» Sinest un nombre impair tel quee= 3 [4], n contient de’ a une puissance impaire, Rt 0.

« Sinestun nombre impair tel que= 1 [4], n contient deg’ tous a une puissance paireRet

410 +1).
« sinest pair avea=2n’ (a> 0) etn’ =3 [4],R=0.
-~ sinest pairavea=2n’ (a>0) etn’ = 1[4],R=4 |_| (b +1).

En particulier, sih est un nombre premier impair de la formlet43, R = 0, et s'il est de la forme
4+ 1,R=8¢etR =1.

Les nombreg de la forme K + 1 sont les seuls a pouvoir rendRe> 0. Les premiers de ces
nombres sont 5, 13, 17, 29, 37, 41, 53, 57, etc.

Dans certains cas, on dispose de la propriété énngpitaire :

! Par exemple pour 15625 £ ®n trouveR = 28 etR’ = 4, avec les solutions (125, 0), (120,35), (14),4
(100, 75). Par contre si 'on@ avecb impair, on trouve qu® est divisible par 8 aveR’ = R/8. Par exemple
pour 3125 = & on trouveR = 24 etR’ = 3, avec les solutions (55, 10), (50 , 25), (81,3

2 Voir par exemple le classique de Niven, Zuckermisiontgomery,An introduction to the theory of
numbers



Sia (exposant de 2) vaut 0 ou 1, le nombude représentations siecomme somme de deux cartés
(x , y) olx est premier avey, est égal & 2" ? out est le nombre des nombres premigde la forme
4k + 1 présents dans la décompossitiom.dén appelant’ le nombre de représentations au signe et a
l'ordre prés (soik >y > 0), on a toujours =r/8.

Par exemple, pour = 50 = 2x5% r = 22 = 8, soit & 7)? + (+ 1)* & I'ordre prés comme on I'a vu
précédemment, ou encate= 1, avec 50 =7+ 1%,

Exercice 1 :Parmi tous les nombres n inférieurs a 1000, quediela plus grande valeur de R (ou
R’) ainsi que celle de r.Et parmi tous les nombresférieurs & 2000 ?

En prenant un seul nombre prempelici une puissance de 5 maximale, s4ik5000 et 2000, on
trouveR = 20 etR’ = 8. En effet 625 =%5= 25 + (F ou 24 + 7 ou 26 + 15. On a aussi = 2* = 8,
soitr’ = 1: le seul cas oxiety sont premiers entre eux est paur 24 ety = 7.

En prenant deux nombres premiers avec une puissaadenale, comme?x 13 ou 5x 17 < 1000,
on aR = 24 etR’ = 3. Par exemple pour 325 £8L3, on trouve 18+ 1 ou 17+ 6 ou 15 + 1¢. On
aaussi = 2'=16,r = 2, avec (18, 1) et (17,6) premiers entre eux.

Pourn < 2000, on peut aller plus loin et prendfe 53 < 2000 d’olR = 32 etR’ = 4. On a en effet
1625 = 8x 13 qui s’écrit 40+ 5 ou 37 + 16" ou 35 + 20 ou 29 + 2&. On a encore = 16 etr’ = 2,
soit deux cas o ety sont premiers entre eux, comme on peut le vérifier

En prenant trois nombres premiers distincts, qupeevent étre qu'a une puissance 1, on n'a
jamaisn <1000. Mais on peut avoir < 2000, notamment»13x17 = 1105 et I'on trouv&R = 32,
d’ol R’ = 4. Précisément 1105 =x83x17 = 33 + £ ou 3% + ¥ ou 3F + 1% ou 24 + 23, Par la
méme occasionest aussi maximal, soit®® = 32. Les nombresety sont tous premiers entre eux.

Finalement la valeur maximale &gpourn < 1000 est 24, et elle vaut 32 pous 2000.

Exercice 2: Quel est le plus petit nombre n qui s’écrit degrizicons sous la formé x y? avec x
>y>07?

Un nombre s’écrit de trois fagonsRi= 3, soitR = 24 ouR = 20. Sous cette condition :

. Le plus petit nombre qui s’écrit sous forme d’ymgssance d’un seul nombre premier ést 5
625 ave®R = 20.

. Le plus petit nombre qui s’écrit avec deux noraleemiers dont I'un & la puissance 2 ést13
=325 avedR = 24.

« Le plus petit nombre qui s’écrit avec trois honspeemiers tous a la puissance 1 est3x 17 =
1105.

Finalement le plus petit nombre cherchérest325. On trouve 325 = 18 1 ou 17 + 6 ou 15 +
10%. On a aussi= 16 eftr’ = 2, avec deux couples sur trois qui sont prengatse eux.

Exercice 3: Trouver tous les nombres n inférieurs & 200 qucrs¥ént de deux fagcons comme
somme de deux carrés.

Supposons d’abord les nombresnpairs. Ceux qui s’écrivent de deux fagons sont :

« les puissances (avec un exposant supérieurd@arihombre premier de la formé& 4 1. Poum
<100, on trouve : 5= 25, 8 = 125, 18 = 169.

«» les nombres formés de deux nombres premiersiclisti 5x 13 = 65, 5x 17 = 85, 5x29 = 145,
5 x37 =185.



Supposons maintenant les nombrepairs. Il s’agit des nombres précédents multippés une
puissance de 2. On trouve x25 = 50, 4x25 = 100, 2x65 = 130, 2x85 = 170.

Finalement, il existe onze nombres inférieurs a 800 s’écrivent de deux facons, soit dans
l'ordre : 25, 50, 65, 85, 100, 125, 130, 145, 16M), 185.

Exercice 4: Distances distinctes dans un réseau carré ga points

1) On appelle g(n) le nombre de distances qui sistinctes entre deux points quelconques du
résea carré de nn points. Calculer g(2) et g(3).

C B Les points du réseau carrémen points sont dans un cai@ABCde c6té de
longueurn — 1. Les distanced entre deux points quelconques sont au nombre

2
n . o R . ,
de [ZJ mais on s'intéresse seulement a celles qui satindies. Pour des

A raisons de symeétrie, on peut se contenter de le<hoér dans le triangl@AB
(en comptant les frontiéres). On peut aussi seeotert de chercher les distances distindtespartir
du pointO.

Dans le carré de coté 1, on trouve aussitd} = 2, soitd” = 1 oud® = 2. Lorsque I'on passers=

3, il suffit d’ajouter une colonne de trois poiais triangle précédent, et 'orgé3) =g(2) + 3 = 5.

2) Constater qu’a partir de n = 3, on a d’abord g¢nn? /2, et trouver pour quelle valeur de n on
a pour la premiére fois g(n) < fr 2].

Procédons par récurrence. Pour passer du coténdedorn — 1 a celui de longueur, on ajoute
une colonne de +1 points d’abscisse, ce qui ajouten + 1 nouvelles distances, d'gin+1) =g(n) +
n+ 1. Avecg(2) = 2, on &g(3) =g(2) + 3,9(4) =g(3) + 4, etc., on obtient la formule explicgé) =
nin+ 1) / 2 — 1. Mais lorsqu’on ajoute les nouvelliéstances a chaque étape, il peut arriver que I'on
retrouve une ancienne distance, lorsdtie X* + y* a deux solutionsx(y) (x >y > 0). Les résultats
obtenus dansdxercice 3permettent de calculer les premig(s) :

e o & o & © @ & o o o @ g(3):5

e e ® e @ @& e © © © o ° 9(4)=5+4:9

g5)=9+5=14

g(6) = 14 + 6 — 1 = 19 & causedfe= 25
9g(7)=19+7=26

g(8) = 26 + 8 — 1 = 33 & causedfe= 50

g(9) =33 + 9 — 1 = 41 & causedfe= 65

g(10) = 41 + 10 — 1 = 50 & causede= 85

Den = 3 an = 9 on trouve qug(n) > n?/2. Poum =
10 on ag(n) = n%2.

g(11) =50 + 11 — 1 = 60 & causedie= 100

Pour la premiére fois, avec= 11, on ay(n) < n’/2 et
g(n) = [n?/2].

g(12) =60 + 12 — 2 = 70, & causedie 125 et =
130. Pour la premiéere fois, avee 12 on ag(n) <
[n%2].

La figure ci-dessus fait ressortir les distancasxdedeux égales dans le trian@AB pourn = 12.

On a ensuitg(13) = 82,9(14) = 93, etc. Si 'on admet qu'il y a dorénavémijours au moins une
distance présente deux fois dans chaque nouvdberm on a toujourg(n) < [n%2], et comme le
nombre de distances présentes deux fois (puisfuoigis..) a tendance & augmenter, la différent@
—g(n) a aussi tendance a augmenter.



.~ Remarque : Entre les réseaux carré¥ at ( +1)° on peut prendre les cas intermédiaires avec
n?+1,n? + 2, etc. points. Appelorgi(N) le nombre des distances distinctes. On sait y@mple que

- 01(9) = 5 etgy(16) = 9. Dans les cas intermédiaires, ogy(@0) = gy(11) = 6,0:(12) = g,(13) = 7,

- 01(14) =gu1(15) = 8. La fonctiony, est croissante.

Un probleme ouvert Parmi toutes les configurations de N points danglda, on désire trouver
celle(s) dont le nombre des distances entre deimgpquelconques est minimale. On appelle f(N) le
nombre minimal des distances distinctes parmi ®l&g configurations de N points.

On a évidemmenf(2) = 1,f(3) = 1 grace a la configuration triangle équilatéi(4) = 2 grace au
carré,f(5) = 2 grace au pentagone régulier. A défaut dever mieux, il semble que les polygones
réguliers aN cbétés correspondent aux configurations minimakgspelons h(N) le nombre de
distances distinctes pour un polygone régulidrsbmmets, et montrons qboéN) = [N/2].

En effet, un polygone régulier a ses cbtés égaug partir d’'un
sommet il existeN — 3 diagonales. SN est impair, le nhombre des
diagonales est pair, et par symétries, elles omhenfongueur deux a
deux, d'ouh(N) =1 + N —3)/2 = N—-1)/2 = N/2]. SiN est pair, ily a
une diagonale qui est un diamétre, et les autresrguméme longueur
deux a deux, d'ouN — 4)/2 + 1 = N — 2)/2 diagonales de longueur
différentes, eth(N) = N/2 = [N/2].

Mais si la formulef(N) = h(N) reste valable pour les petites valeurs\den a vu que poux = 12
= 144 ¢f. exercice ¥ la configuration du réseau carré donnait un brende distances distinctes
g(12) < [144/2]. Il existe donc une valeng pour laquelle pour la premiere fois on n’a pf(ls) =
[N/2] mais une valeur inférieufén) < [ny/2], etny < 144.

Algorithme donnant les solutions de +y* = n

Il s’agit, pourn donné, de trouver tous lgety (avec x>y > 0) vérifiantx® + y* = n. La méthode
gue je développe ici s’apparente au tracé d'unleetar I'écran d’'un ordinateur. Nous allons séparer
les cas oun est impair et ceux oniest pair.

» Cas oun est impair

On sait déja que si est de la formem + 3, il n’existe aucune solution. Le seul casatigr est
celui oun est de la forme = 1 [4]. Procédons par étapes.

. Si I'équationx’ + y* = 4m + 1 admet une solutiow, ety sont forcément de parité différente, car
s'ils avaient méme parité, il en serait de méme poaty?, et leur somme serait paire.

» Cela nous amene a réduire notre étude aux peintsdvecx ety de parité différente, situés dans
le huitieme de plan délimité par I'axe de®t la premiere diagonale du repére. Sur cetteodig,
aucun point ne nous intéresse puisguaty ont alors la méme parité. Pour des raisons de tsignmé
tout point &, y) de ce huitiéme de plan, et qui serait solutionxde y* = 4m + 1, se trouvera répété
huit fois dans le plan s’il n’est pas sur I'axe deS’il est sur I'axe deg, ou sur la premiéere bissectrice
du repére, il sera répété 4 fois.

~ Pour éviter de devoir prendre un point sur dewnsda repere actuel, nous allons considérer un
nouveau quadrillage du plan. Prenons un nouveareevec les axg3'X et Q'Y tournés de 45° par

¥ Comme on le voit sur le dessin ou tout se pasee Bademi-cercle supérieur, les distaneesougeont
toutes une longueur différente. Car si I'on preerd>ddes sommetauges PetP’, le triangleOPP’ est isocéle,
et le seul triangle isocéle de sommtst P’ ayant son troisieme sommet sur le cercle estuelog sommet est
sur la médiatrice deP[P’] et donc situé sur le demi-cercle inférieur.



rapport aux anciens (on a aussi changé le seqseaant un angle derf2 entre ces axes. Le poidt

est le point de coordonnées (1, 0) dans le repitiali Les graduations du nouveau repére st
fois celles de I'ancien. La formule de passageedtdncien et le nouveau quadrillage, pour un phint

(x, you K Y)est:

Xx=X+Y+1
y=X-Y

Il y a bijection entre les points a coordonngggde parité différente dans I'ancien repére du plan,
et les points & coordonné¥sY dans le nouveau repere du plégure J).

VAN X

e
Figure 1: Ancien et nouveau repére

» Plagons-nous sur I'axe dés et pour chaque point & coordonnées entieresta garO’(1,0),
considérons la suit&(X, 0) des valeurs prises paf + Y. Au point (1,0) correspond la valeur Z(0, 0)
= 1. Le point (1, 0) dans le nouveau repére od)2ans I'ancien donn&(1, 0) = 2+ 1°= 5, etc. On
vérifie aisément que :

Z(X, 0) =Z(X -1, 0) + &, * ouZ(X, 0) est la valeur d& + y* au point de coordonnés 0 dans le
nouveau repere.

Si I'on se place maintenant sur I'axe de®n obtient par un calcul analogue :

Z(0,Y)=2Z(0,Y—-1) + 4Y °

. Prenons un point quelconqi (x, y) du quadrillage initial, ayant pour valeuf + y*. Dans le
nouveau repére, ce méme pdvhtle coordonnées, Y a pour valeur :

ZX,Y) =X+ =(X+Y+1F+ (X-Y)=2C+ 2V’ + X+ 2Y + 1
avec aussZ(X, 0) = 2¢ + 2X + 1 etZ(0,Y) = 2¥* + 2Y + 1, d'oll
Z(X,Y) =Z(X, 0) + Z(0,Y) — 1.

La valeurZ au point K, Y) est égale a la somme des valeurs des projediop®int sur les axes
O'X etQ'Y, diminuée de 1.

~ Lien avec les nombres triangulaires. Sur I'&X¥, on a trouve la relation de récurre{X, 0) =
Z(X -1, 0) + &, ce qui donne comme formule explicite

* Lorsque I'on passe d’un point,(y) au point suivant(+ 1,y + 1) sur la diagonale, la valexfr + y* passe a
(x + 1F + (y + 1), soit une variation dex2+ 2y + 2. Le point initialO’'(1, 0) ayant pour valeuf(0, 0) = 1, on a
une variation de valew(1, 0) —Z(0, 0) = 4 d’apres la formule précédente avecl ety = 0, et le point suivant
a pour valeuZ(1, 0) = 1 + 4 = 5. On constate alors que la viariade la variation d’'un point au suivant est égale
a 4, puisque augmente de 1 gtaussi. La variatio#(2, 0) —Z(1, 0) est donc 4 + 4 = 8, puig3, 0) -Z(2, 0) =
8 + 4 =12, d’'ol par récurrenc&X, 0) —Z(X -1, 0) = 4X.

® La variation d’un point au suivant est mainter@nt- 2y + 2, d’oll une premiére variation égale auls p
une variation de variation toujours égale a 4.



Z(X,0)=1+4+8+12+ ... =1+ 4X(X+ 1)/2 =1+ Fy, en posant
Ty = X(X + 1)/2, Ty étant par définition le nombre triangulaire as8acX.
On a de méme sur I'axe d¥s Z(0,Y) = 1 + 4Ty avecTy = Y(Y + 1)/2.

Pour un point quelconque du quadrillage, la retati&gX, Y) = Z(X, 0) + Z(0,Y) — 1 devient Z(X,
Y)=4Tx+4Ty+1.

. Revenons & notre probléme initial, ou il s’agitrdsoudred + y* = n avecn = 4m + 1. En se
placant dans le nouveau repére, cela deéxitY) = 4m + 1, et grace a la formule précédente il
reste Ty + Ty =m. D’ou la propriété:

Résoudre x*+y?=n avecn =4m+ 1 revienta résoudreTy + Ty =m avec x=X+Y+1
ety=X-Y.

Sur lafigure 2a gauchées points X, y) de parité différente sont coloriés en fonctionalealeur
den =X +V? plus précisément suivant la valeurrde (n — 1)/4, et méme dm ramené modulo 25,
car on a utilisé une palette cycligue de 25 cosle®our cette raison, le méme motif se répéte
périodiquement dans le plaf.droite les points X, Y) dans le nouveau repére sont coloriés suivant la
valeur dem en ces points, en utilisant la méme palette cyelide 25 couleurs. On peut constater
l'identité de ces deux dessins, avec comme sefflretice le fait que la figure de droite ne présent
aucun trou.

4m + 1,a droite points ¥, Y) coloriés suivant la valeur ae

Cette propriété va nous donner un algorithme siraplgerformant sur ordinateur pour trouver les
solutionsx, y de I'équationé + y*= 4m + 1.

Algorithme de recherche des solutions déx + Ty =m

Rappelons qu'il suffit de chercher les solutionsxder y* = n dans un huitiéme du plan, en
cherchant les points a coordonnées entiéres swifiéeme de cercle (de cent@ et de rayor/n)
correspondant a cette équation. Pour cela noussalltliser un chemin oscillant au plus prés autour
de ce morceau de cercliggire 3 a gauchge En fait, cela va étre fait dans le nouveau re@KyY,
mais en le tournant de 45°, de fagon que I'@d soit horizontal, et I'ax@®’y vertical. Le chemin
oscillant autour du cercle se fait en marche dlescavec des marches verticales ou horizontales
(figure 3 a droit@. Le fait que le morceau de cercle concerné #oi slans le huitieme de plan tel que
X =Y impose que chaque marche horizontale a toujowsdamgueur unité.

Prenons I'exemplen= 100, ce qui est un cas favorable puisque401 est un nombre de la forme
n = 1 [4]. Commencons par déterminer un point d’ager: cherchons d’abord le plus p&tittel que



Tyx > 100. Ici il s’agit deTy4= 105. DiminuonsX de 1, ce qui donne maintendit= 100 (ici T;3= 91
différent de 100, donc pas de solution pour le nn€’est le point de départ du chemin oscillant,

¥

7

Figure 3: A gauchde morceau de cercle sur lequel se trouvent legisos entiéres de” +y* =n,
a droite le méme dessin dans le nouveau re@EKeY, en prenant maintenant I'ax@X horizontal et
I'axe O’y vertical, avec un chemin en marche d’escalieflastiautour du cercle.

situé a gauche du cercle. Puis on entre dans wndeb@pétitive tant queX = Y, ou le pointX, Y
va décrire un chemin en marche d’escaliigure 4.

Partant du point{ = 13,Y = 0), faisons croitr& a partir de 0, et cherchons le plus patittel que
Ty + Ty = 100. Ici il s’agit deY = 4 avecT,. On a T3+ T4 = 101 > 100. On est maintenant a droite du
cercle, toujours au plus prés. Au cas ou I'on awaily + Ty = 100, on afficherait le résultat, mais ce
n'est pas le cas ici. Signalons que le calcul deshmes triangulaires se fait uniquement par aduitio
en utilisant la récurrenck = Ty + k. A partir du point (13, 4), on diminue maintenxnde 1, d’ou le
point (12, 4) situé a gauche du cercle. On essaor queT;;+ T, <100 T+ T,= 101 — 13 = 88).
On augmente ensuité jusqu’'a ce queTyx + Ty = 100. Si I'on tombe sur une égalité, on affiche le
résultat. Ici on trouve que I'on arrive au poin2(¥) avec T,+ T; = 106. On continue en diminuaxit
de 1:T;; +T; =106 — 12 = 94 < 100 au point (11, 7). Ensuiteaogmentey jusqu’au point (11, 8)
tel queTy + Tg= 94 + 8 = 102. On diminue de 1, en passant au point (10, 8) alige Tg = 102 —
11 = 91 < 100, puis en augmentdhiusqu’'au point (10, 9) avel o+ To = 91 + 9 = 100, qui est la
premiére solution trouvée. On continue ainsi targX= Y, ce qui donnera toutes les solutions. Dans
le cas présent, cette solution est unique, caoiednen = 401 est un nombre premier.
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Figure 4: Chemin oscillant au plus prés autour d’'un arcelele

® On est toujours au plus prés et Ty = 100, soitX’+ Y2+ X + Y = 200, ce qui donne un arc de cercle de
centre (—1/2, —1/2) qui n'est autre que l'originerdpére initialD, et de rayorR tel queR? = 200,5, ou encorg’
=401 en prenant les unités du repére initial.



On repasse enfin au probléeme initial en faisamt= 4m + 1. Ici, la seule solution trouvée
correspondant &+ To = 100, donne dans le repere initial, en utilidarformule de changement de
repére : 20+ 1° = 401. Cela fait finalement huit solutions par gjries. De cet exemple découle
I'algorithme général.

Comme exemple d’application, poar= 48 612 265 (de la formemi+ 1), les solutionsx( y)
positives et dans I'ordne>y sont :

solution 1 : 5B6B3 4851
solution 2 = 5139 4712
solution 3 = 5179 4668
zolution 4 = 5243 4594
solution 5 = 5432 4371
solution 6 = 5613 4136
zolution 7 : 5L6G6 4877
solution 8 = 5691 4828
solution % : 5EB32Z 3821
zsolution 18 = 5987 37084
solution 11 = 6648 3469
solution 12 @ 6124 3333
solution 13 = 6213 3164
solution 14 = 6259 38072
solution 15 : 6384 2863
solution 16 = 6484 2757
golution 17 = 6413 2736
solution 18 : 6556 2373
solution 19 = 6576 2317
solution 2680 : 6637 2136
solution 21 :© 6651 26%2
solution 22 = 6756 1723
solution 23 = 6772 1659
solution 24 @ 6789 1588
solution 25 = 6853 1284
solution 26 = 6899 10868
solution 27 & 6717 876

solution 28 = 6944 627
solution 2% = 6948 G581

solution 3@ = 6952 531

solution 31 = B6T71 132

Fulutinn 32 - 6972 L9

e Cas oun est un nombre pair

» Jusqu’a présent nous avions suppos@pair de la formen = 4m + 1. Plagons-nous maintenant
dans le cas otn = 2 (4m + 1), avecd > 0. Si l'on avaitn = 2 (4m + 3) il n'y aurait toujours
aucune solution.

. Supposons d’abord que = 1, soit n = 2(4n + 1). Rappelons qu’on sait traitef + y* = 4m + 1
par le biais delx + Ty = m, permettant d’avoir les solutionX,(Y) correspondantes. Cette derniére
équation s’écrit aussi :

X(X + 1)/2 +Y(Y + 1)/2 =m, ou X*+ Y2+ X +Y = 2m,
ou encore X + 1/2¥ + (Y + 1/2¥ — 1/2 = 2n, soit
(2X+ 1P + (2Y+ 1Y = 2 (4n+ 1).

ConnaissantX etY, on vient de trouveX’ = 2X+ 1 et Y = 2Y + 1 qui vérifient X'? + Y2 = n. Et
comme il y a toujours autant de solutions, on lesuges.

« Exemple :n = 338 = %169 = 2(4 42 + 1), avean = 42. On commence par résoudket Ty =
42 par l'algorithme précédent, ce qui dofige T;= 42 etTs+ Tg= 42 comme seules solutions avec
>Y>0, ouencore & 5°=169, 13+ (f=169. Par symétries on trouve 8 + 4 = 12 solstjpour
x>+ y*= 169. On en déduit 7 7° = 338 et 13+ 13 = 338, d’oll les 12 solutions d¥*+ Y'? =
338.



. Supposons maintenant gdest un nombre paird = 2d’, d’ot n = 2> (4m + 1). Pour avoir les
solutions dec + y*= n, il suffit de prendre les solutions &fe+ y*= 4m + 1 puis de les multiplier par
2% ce qui donne toutes les solutions.

« D’ou le complément d’algorithme lorsqueest pair :

a) Sid est pair ¢ = 2d’), avecn = 2 (4m + 1), on détermine toutes les solutions paur+41 et on
les multiplie par 2.

b) Sid est impair § = 20’ + 1), ave = 2 (4m + 1), on détermine toutes les solutions d@g+ Ty
=m, on en déduit les solutions d¢ ?+ Y’ ?=2 (4n+ 1) parX =2X+1 ety’=2y+1, puis 'on
multiplie ces solutions paf2pour avoir toutes les solutions xfer y? = n.

On en déduit le programme complet :

main()
{
Se donner et mettrecompteura 0 compteurva donner le nombre de solutions)
nn=n; d=0; while(nn%2==0) { nn=nn/2 ; d++;}
if (d%2==0) dd=d/2; else dd = (d-1)/2 deuxpdd=pow(2.,dd);
m=(nn-1)/4; if ( (nn-1)%4!=0) { printf("Aucunsolution™); getchar(); exit(0);}
TX=0; X=0; TY=0; Y=0; while(TX<m) {X++; K+=X;}
if (TX==m) { compteur++; afficher le résultat }
delta= TX-m;
for(;;)

{do {delta-=X; X--;

while(delta<0 && X>Y) { Y++; TY+=Ydelta+=Y;}

}
while(delta!=0 && X>=Y);
if (delta==0) { compteur++afficher le résultat }
if (X<=Y) break;

}
}
Afficher le résultatonsiste a faire:
if (d%2==0)

printf("%ld:(%Ild %ld) ",compteur, deuxpdd*(X+Y+1ileuxpdd*(X-Y));
else printf("%ld:(%ld %ld) ",compteur, deuxpdd*§+1), deuxpdd*(2*Y+1));



