Autour du nombre 142857

Le nombre 142857 a comme particularité de donnerpermutation circulaire de
lui-méme lorsqu’on le multiplie par 1, 2, 3, 4,6,les résultats obtenus étant 142857,
428571, 285714, 857142, 571428, 714285. Commergrm possede six chiffres, les
six multiplications donnent toutes les permutati@nsulaires du nombre. D'ou les
questions : D’ou sort un tel nombre ? Y a-t-il di@s nhombres ayant ces particularités ?

Le cas 142857

Considérons le nombre 0, 1428542857... dont la partie décimale est la répétition
10 7 périodique du bloc 142857. Il s’agit du nombre I./On
730 0142857 constate que les restes successifs sont tous ledres
90 L compris entre 1 et 6, et la répétition du bloc stes 132645
60 conduit a la repétition 142857 dans le quotienteuk tour les
40 fractions 2/7, 3/7, ..., 6/7 donnent la méme sudeaeabtes a
50 un décalage pres, et la méme période dans le qu@tiane
i permutation circulaire pres. Par exemple, 2/7 895724 ...
comme on le voit dans la division de 1 par 7 aipdé la
troisieme ligne, et 2/7 = 2 . 1/7 = 2 ._0,142857d’ou

285714 =2 . 142857.
Généralisation

Comment trouver des nombred ahiffres qui, lorsqu’on les multiplie par 1, 2,.3,,
d - 1, se redonnent eux-mémes a une permutatiomaine pres ? Pour cela il faut et il
suffit que dans la division de 1 pdon trouve tous les restes successifs compris éntre
etd — 1. Le fait de prendre les fractiok&l (aveck entre 1 ed — 1) donnera alors la
méme suite de restes a un décalage pres, et la né@étdion périodique dans la partie
décimale du quotient a un décalage cyclique presblGc périodique sera le nombre
cherché (a chiffres).

La suite des restes obéit a la relation de récaeren = 10 .r; modulod, avec par
exemplerp = 1. Pour que la suite des restes parcoure Riatier [1,d — 1], il faut et il
suffit que 10 soit un génératéudu groupe multiplicatifu(d) et que ce groupe soit
'ensemble {1, 2, 3, ...d — 1}.Les seuls groupes cycliques (admettant dagrgéeurs)
étantU(p®) ouU(2 p?) avecp premier el entier> 1, les seuls qui conviennent sonp)J(
qui contiennent tous les éléments defd-al, avec 10 qui doit étre un générateur, ce
qui impose que 10 soit premier aveecd ne doit contenir ni 2 ni 5. On aura aldrs p.

On arrive a la condition nécessaire et suffisante :

d premier et autre que 2 et 5, avec 10 générateur dd(d) (les puissances
successives de 10 modudodonnent tous les éléments entre Het 1 deU(d)). Une
permutation circulaire des restes correspondrdragiionsk / d =k . 1/, et il résultera
une permutation circulaire d’un bloc dehiffres dans le quotient.

! 10 générateur dé(d) signifie que les puissances successives de boyrant
(engendrent)(d), autrement dit 10 *= 1, un tel résultat n’étant pas obtenu avant @0
différent de 1 poua entre 1 etl — 2).



Un autre exemple

On trouve les solutions du probleme par essaisessds, en prenant les nombres
premiers (autres que 2 et 5) :

d=3, 10 =1 [3] n’est pas générateur.

d=7, 10 =3 [7] est générateur, on retrouve 14285

d=11, 10 =- 1 [11] n’est pas générateur.

d = 13, mais 10 n'est pas générateur {40Q-3f = 1).

d =17, et 10 est générateur (les puissances detesopartant de 61 : 1, 10, 15,

i 14,4,6,9,5, 16,7, ..., le retour a 1 pour kenpere fois se
19 faisant pour 1¥) . On obtient le nombre@588235294117647
100 0,0588235 ... .
150 (de longueur 16). Quand on multiplie ce nombrelpd, ...,
T140 16, on trouve toutes les permutations circulaires og
40 nombre.
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