Méthode probabiliste (dite de Monte Carlo) pour résudre un
systeme d’équations

Considérons un systéme linéaireNléquations & inconnuesg, Xz, ..., Xy, Soit

X by
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M X = B avecX =| "2 | matrice colonne des inconnueB,= b, matrice colonne de

Xy by
constantesy, M étant la matricdN xN du systeme avec des coefficients donnés réels. En
prenantM =1Id — A, le systéme peut toujours se réécrire :

X =AX + B, A étant une matrice de dimensidwix N de coefficients;.

Par exemple, polM = 2, le systéeme
0,9 -0,2,= 0,7

{—o, 2% + 1,3, = 1,1

équivaut au systeme :

{xl:O,]xl+ 0,26+ 0,7 o A_(O,l o,2j ot B:( o,j
X, =0,2%—-0,3%+ 1,: 0,2 -0,3 11

C’est sous la form& = AX + B que nous écrirons dorénavant le systeme, avecameainte :
pour que la méthode de Monte Carlo fonctionne, @hpmtendre la norme dé& inférieure a 1 ( ||A]| <
1), ce qui signifie que la somme des coefficiemtsvaleur absolue sur chaque ligne Aleloit étre
inférieure a 1. A partir de 1a, on construit unetnoa P de dimensionsN+1)x (N+1) avec comme
coefficients :

* p;j =Vj a; (pouri etj de 1 aN) ouv; = +1 selon quey; est positif ou négatif, de fagon
que tous leg; soient positifs (ils sont aussi inférieurs a 1)

n
B N+1 =1—z A; pouri de 1aN, et sur la derniere ligne+1, des 0 sauf un 1 en dernier.
=1

Dans I'exemple de la matrideprécédente, cela donne :
0,1 0,2 0O,

P=10,2 0,3 0,5 avecviy;=Vvis=Vy=1etv,,=-1
0 0 1

Ainsi construite, la matricP va pouvoir étre vue comme une matrice de prokiébilPour
cela considérons une particule circulant sur umplggaorienté. Celui-ci possedierl nceuds
numérotés de 1 +1, et tous reliés entre eux deux a deux par éehdks, sauf le nceidi1
qui n’est relié qu'a lui-méme (il constitue unerftieére absorbante, la particule qui y arrive y
reste). La probabilité de passer du noewad nceud est justement le coefficieny; de la
matrice P. Comme la somme des coefficients de chaque ligng &, cela signifie que le
passage du nceuié n'importe quel nceud est un évenement sOr,@wapilité 1. La derniére



ligne de la matricd’ indique que le nceud+1 constitue bien une fin de trajectoire pour la
particule.

0.1 0.3 1
0,2 0.5
0,7
Prenons un exemple de trajectoire avec la mafig®l = 2) précédente : 1223. Cela
signifie que la particule part du nceud 1 pour allens le nceud 2, puis elle revient en 2, et
enfin elle va vers 3, et c’est fini. La probabild&@voir cette trajectoire ept, P22 p23 = 0,2 x
0,3x 0,5=0,03.

ol

Prenons une trajectoifedémarrant au noeudi de 1 aN) et se terminant au noei-1,
et associons-lui une variable aléatof(d). Si la trajectoire s’écrit sous forme de sucaassi
des nceudsj k I m, oui est le nceud de départnete dernier nceud absorbastl, on prend :

X(T) =bi +vij by + Vi ik b + Vij Vik Via by

ou les coefficients du tygesont ceux du systeme linéaire initial. La probbéssociée a
X(T) estp; pik pu pm. Cette définition deX(T) se genéralise a toute trajectoliequelle que
soit sa longueur.

Plus précisément, appeloX§T;), ouX;, la variable aléatoire associée a une trajeciite
guand celle-ci part du nceudi de 1 aN). On a alors la propriété suivante :

Les valeurs moyennes (espérances) d&s sont égales aux solutiong; du systéme
initial : E(X)) = X;.

On admettra ici que I'existence de ces espéransesssurée dés que la norme de la
matriceA est inférieure a 1, comme on I'a supposé au début.

Démonstration de la propriété

Pour simplifier I'écriture, nous allons supposee@u= 2, et prendré = 1, ce qui signifie
gue la particule part du nceud 1.

Par définition,E(X;) = Z X(T) AT, lasommation étant étendue a toutes les trajestoi
T,
T, démarrant au nceud 1. Apres son départ en 1, tigyparva vers le noeud suivant qui peut
étre 1, 2 ou 3. Maintenant regroupons les trajezdoén trois catégoridss, Tiz, T13, Selon le
numeéro du nceud qui suit le noeud de départ. S'ligeainfinité de cheming;; etTio, il Ny a
gu’un cheminlyz, On a alors :

E(X) =2 X() KT+ XT) e+ XT 0D
T, T,

11 12

Pour un chemify;, par exemple 11213, 0n a:

! Ces notations ne servent qu'a simplifier I'écétuNous donnons les mémes nofnstX; aux multiples
trajectoires partant du noeudt aux variables aléatoires associées a chacune.



X(T11) = by + Vi1 by + V11 Vi D2 + V11 Vo Vo1 by = by +vag (01 + Va2 b2 + Vio Vog bg)
= by + v11 X(T1) ou Ty est le reste de la trajectoifg; a partir du deuxiéme nceud,
avecp(Ti1) = pu1 pP(T1). Ainsi :

E(X1)=Z(Q + vy X(T)) Ry F(-D"'Z(ti"' VLX) R 60+ By
=DV P X(T) A+ o o X ) 0D+ KD R @Y, R PR+ B
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Mais ¥ X (T) D= EX).Y X(T) 6D= E%.etd pJ=1Y pD=1
T, T, T T,

Finalement :

E(X) =v1 PuE XD+ v, po B X)+ i pt ps pk Etcommepy; + p,+ py5=1,
E(X) =V PuE X))+ My poBE X)+ T

E(X)=a,H X)+ g,K X)+ L ce qui prouve que les espéerandg;) et E(X;)
vérifient la premiére équation du systeme initiell, on ferait de méme pour les autres
éguations. On vient de trouver la solution du systéa savoiE(Xy), E(X).

Traitement expérimental
» Conditions initiales, avec la fonctionnit()

On commence par se donner la matRode probabilités, en prenant lgsau hasard, pour
i etj de 1 aN, mais dans les limites d’'une somme inférieure surlchaque ligne, puis en
complétant chaque ligne par la probabilité complé@aiesp; n+1. Remarquons que la derniere
ligne N+1 n’est pas utile. Ensuite, on prend au hasard;l¢isetj de 1 aN) égaux a + 1, ce
qui permet d’obtenir la matriok du systeme que I'on veut résoudre. Enfin, on seededb;
(i de 1 aN) au hasard. On a alors toutes les données corméapbau systéme a résoudre.

Il reste a préparer le mouvement aléatoire de ticpke. On sait qu’a partir de chaque
nceud (de 1 &) il y a des jonctions vers les nceuds de N+d, chacune avec sa propre
probabilitép; (dei versj). Pour chague nceudon prend l'intervalle [0 1] et on le découpe en
intervalles successifs de longuepy avecj de 1 aN+1. Les graduations obtenues sont
appeléeseuili][j] avecj allant de 0 a+1.

Sur le 5 _ dessin ci-joint, olN = 3, on a pris
P11 P12 P13 _ P4 'exemple du nceud 1, avec le
3 0, : : : yl  découpage de lintervalle [0 1] et
ses s0 sl s2 s3 s4 graduations dgy as; (il s’agit des
4 seuils).

Pourquoi fait-on cela ? Pour pouvoir obtenir legettoires aléatoires de la particule. I
suffira de tirer un nombre au hasard entre O @it e déterminer dans quel intervalle il se



trouve. Par exemple, s’il se trouve dans l'inteevdd, s3] pour le nceud 1, la particule ira du
nceud 1 vers le nceud 3.

void init(void) /* toutes les variables ont été déclarées en glébal
{ srand(time(NULL));
for(i=1;i<=N;i++) /* la matrice P */
{do
{ somme=0.;
for(j=1;j<=N;j++)
{ plilljI=(float)rand()/((float)RAND_MAX+1.); somme+=p][i][j]; }

while (somme>0.9);
p[i][IN+1]=1.-somme;

/* la matrice A */

for(i=1;i<=N;i++) for(j=1;j<=N;j++) V[i][j]=2*(ran d()%2)-1;
for(i=1;i<=N;i++) for(j=1;j<=N;j++) a[ilij]=villi I*p0IL;
/*les h*/

for(i=1;i<=N;i++) b[i]=(rand()%210 )*(2*(rand()%2)t);
afficher

for(i=1;i<=N;i++) /* calcul des seuils de probabilité*/
{ cumul=0.; seuil[i][0]=0.;
for(j=1;j<=N+1;j++) { cumul+=pli][j]; seUi][jJ=cumul; }
}
}

* Programme principal

Maintenant, a partir de chaque noeud de\l @ris a tour de rdle, on lance des trajectoires,
au nombre deNBEXP. Chaque trajectoire est placée dans un tabtgaundexé de 0 a
lastindex Pour déterminer le passage d’'un noeud au suivaniagrajectoire, on prend un
nombre au hasatiD1sur [0 1[, et 'on cherche le numéro du seuil &iste aprées lui, ce qui
donnera le numéro du nceud suivant. La traject@rpasirsuit jusqu’a ce que l'on arrive au
nceud final N+1. Pour chaque trajectoire obtenue, on calculevdaiable aléatoire
correspondant&, puis on cumule les résultats obtenus pourXlete chaque trajectoire. Il
suffira de diviser le cumul des, notécumulX par le nombre des trajectoirBB8EXP, pour
avoir la valeur moyenne d¢ E(X), ce qui donne, comme on I'a vu, les solutionsyktéme
d’équations. Enfin, pour tester la validité desulis, on calcule les seconds membres de
chaque équatiorAX + B), avec les solutions expérimentales trouvéesuceegonne dans le
membre de gauche les valeurs des solutions. Laa@ispn des deux valeurs obtenues pour
chaque solution indique le degré de précision éggltats.

#define N 8

#define NBEXP 5000/* nombre de trajectoires a partir de chaque ncelid *
void init(void);

float p[ N+2][N+2],v[ N+1][N+1], seuil[N+1][N+2],cumul,b[N+1];

int t{10000],lastindex ,i,j,k ,traj;;

float sum[N+1],a[N+1][N+1], h01,X,cumulv,cumulX,x[NL],somme;

int main()

{
init();



for(i=1;i<=N;i++)
{ srand(time(NULL));

cumulX=0.;
for(traj=1;traj<=NBEXP; traj++
{ t[0]=i; k=0;
do

{ hO1=(float)rand()/((float)RAND_MAX+1.)
j=0;while(seuil[t[K]][[l<h01) j++;
ket tk]=5;

}
while (t[K]'=N+1);
lastindex=k;
X=Db[i]; cumulv=1.;
for(j=1;j<lastindex;j++) { cumulv*=v[t[-1]][t[]]; X+=cumulv*b[t[j]]; }
cumulX+=Xx;

}
X[[]=cumulX/(float)NBEXP;

}
[* affichage */
for(i=1;i<=N;i++)
{ sum[i]=0; for(j=1;j<=N;j++) sum[i]l+=a[i][j]*x[j]; sumli]+=b[i]; }
for(i=1;i<=N;i++) printf("\n%6.2f %6.2f" x[i],suml[i])
getch(); return O;
}

» Un exemple de résultats, ici pouN =8

La matrice de probabilité®, sans sa derniere ligne, avec N+1 colonnes
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La matriceA, avec sed lignes etN colonnes, et dans la colonNe1 lesb; (en ne gardant qu'un
chiffre derriére la virgule) :
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La solution pour ledl = 8 inconnues, avec les deux valeapprochéesbtenues pour chact






