Le jeu du tout eteint (ight out gamg

1) Principe du jeu

On se place dans un rectangle de longuestrde hauteur, possédant = L
H cases. Ces cases peuvent étre soit éteintegllsoites. Nous noterons ces
deux états 0 et 1. On a la régle d’évolution suarorsque I'on appuie sur une
case, celle-ci change d’état ainsi que ses quatsines dans les directions sud,
est, nord, ouest, du moins celles qui existent desdimites du rectangle. Les
cellules du coin n’ont que deux voisines, et calleda bordure sauf les coins en
ont trois. Au départ toutes les cases, ou unegpditntre elles sont allumées. Le jeu consistewvar
sur quelles cases appuyer pour finir en ayant sdetecases éteintes.

Par exemple, pour=H =4

début fin sBage du tout allumé au tout éteint

v

Passage d’'une partie allumée au tout éteint

Les questions qui se posent sont :
» Est-ce possible ou non ?
» Sic’est possible, comment faire, et combien yilale solutions ?

2) Systeme d’équations associé au jeu

Numérotons 0, 1, 2, 3,..N*-1, les cellules de gauche a droite et de hautasn $elon son état,
chaque cellule porte un nombre : 0 lorsqu’elleé&sinte, 1 lorsqu’elle est allumée. Si une celede
touchée, elle change d’état ainsi que ses voisBieslle est touchée deux fois, c’est comme s'il ne
s'était rien passé. Le fait de toucher un nombrie ¢ fois une méme cellule revient a ne pas la
toucher du tout, et la toucher un nombre impaifoikerevient & la toucher une seule fois.

g :1,) Numeérotation des cellules pour=H = 2

Commencons par un cas simple, akeeH = 2. Associons a chaque cellilan vecteuV; ou la
cellule et ses voisins sont a 1, et le reste ai0, s

1 1 1 0
1 1 0 1
Vo = 1 Vy= 0 V,= 1 Va= 1
0 1 1 1

Maintenant, donnons-nous une configuration initipr exemple :




1
Cette configuration initiale est définie par le teeeB = | 0
0

0

Puis entrons dans le jeu. Chaque fois que nousyapptsur une touche, la configuration change, et
elle s’écrit toujours sous forme de vecteur. Pdooé a I'évolution suivante :

0
* Appuyons sur la case 0. On obtient la configuratibn Elle est obtenue en additionnant
1
0
1) (1) (0
B etV, modulo 2 (avec notamment 1 +1=0)C|, | 1|_| 1
o| |1] |1
o) (o) (0O
1
» Appuyons sur la case 1. On obtient la configuratidn obtenue en additionnant
1
1

(B +Vy) etVymodulo 2 :

%) (0
» Appuyons sur la case 2. On obtient la configuragqrq\/l % |_| 0|, obtenue en additionnant
Xo 0
X3 0
1) (1) (0
(B +Vo+Vy) etVomodulo2 10| | 0| _| 0. C'est gagné, tout est éteint.
1| 1] |0
1) (1) (o
® ®
®
L A L

Evolution du jeu

Le fait de toucher les cases 0, 1 et 2 est undi@olpour ce jeu. Remarquons que l'ordre dans

lequel on touche ces cases est sans importancaueuseul joue le nombre de fois ou elles sont
touchées.

Une solution du jeu

Appelons alors le nombre de fois ou la cellukea été touchée, ramené moduloxX? vaut soit 0
soit 1. Dans I'exemple précédent, nous avons résmjuation vectorielle (o0 est le vecteur nul) :

B +X0V0+X1V1+X2V2+X3V3=0,
et nous avons trouvé une solution qui &b, X, X3) = (1, 1, 1, 0), tous les calculs étant faits dans

le champZ, des nombres en binaire modulo 2. En prenant laiceadit ayant pour vecteurs colonnes
les vecteury/;, cela s'écrit aussi :



Xo 0 1110 X0

X 0 1101 3 X
B+M = , avecM = ,ouenrésumB +M X =0avecX =

Xo 0 1 011 Xo

X3 0 0111 X3

Ce que nous avons fait sur un exemple se générhlsagit de résoudre le systéeme d’équations :

B + M X =0 ou les vecteurs oM coordonnées, la matridd étant deN surN. AjoutonsB des
deux cotés. CommeB2= 0, on a le systéme équivalent :

M X =B.
Par exemple avelc=H = 2, soitN = 4, si I'on part du tout allumé, le systéme & uéle s'écrit :
XotX+x =1
XotX — +Xx=1
Xo +tX+X=1
X1+ Xo+X3=1

Dans le jeu du tout éteint, la configuration finaekt le vecteu. Mais si I'on veut arriver a une
configuration finale quelconqu@, il convient de résoudi® + M X =C.

3) Résolution du systeme d’équations sur ordinateur

La résolution d’'un systeme linéaire Neéquations & inconnues se fait par la méthode du pivot de

1
Gauss. Commencons par traiter 'exemple simpleéoigéat, avet = H = 2 et le vecteuB = | 0
0
0
XtX+x =1
N PV 11101
%TA 37" ou sous forme simplifice 1 1 0 1]0
X TX+X%=0 101 1]0
X+ X+ X=0 011 1f0

Le pivot de la Ligne 0 étant 1 au début, on ajaette équation a celles en dessous ayant aussi un 1
dans la méme colonne 0, de fagcon a obtenir un preéahelon. On recommence sur la matrice des
colonnes 1 a 3, mais comme la Ligne 1 commenceupd, il convient de I'échanger avec la ligne
suivante qui commence par 1. Avec ce nouveau [divon ajoute la Ligne 1 a celles du dessous qui
commencent aussi par 1, de fagcon a obtenir un héehelon. Et ainsi de suite. On constate que I'on
a a la fin un systéme triangulaire. On est assufitexiste une solution unique.

0 I2—L12+L0

1
0 L1—LI+L0 o |0
1
0 01

1
01(1
01 1)1
1 11(0

I3—13+L1

L
1
T
1

I3—13+12 ¢

1On peut vérifier qu’il existe dans ce cas une tsmhuunique, a savoir la solution;= X, = X3 = X4
= 1. Il suffit de toucher chaque case une fois.



Pour la trouver, on va faire une remontée qui vautiba I'obtention d’'une matrice diagonale, et
méme ici la matrice identité :

L oL 1 0 11 1/0|1Lo—10+L21 1|0 0]|0LO—LO+L1 1
0101[1L1—L1+L3 0 1 0|01 0 1{0 01 1
0 01 1|11L2—12+L3 0 0 1f0f1 0 01]0(1 1
0 0010 0 0 01f0 0 0 0 1f0 0

Le systeme est devemyl= 1,x, = 1, = 1,x3 = 0. C’est la solution unique du probléme.

On va programmer la résolution d’un tel systémesdancas général, en utilisant la méthode du
pivot de Gauss, pour ce systeme Meéquations a\ inconnues €n cas de besoin, voir cours
mathématiques et informatique chapitle ®&n commence par entrer la configuration initigsi
que la matricéVl du systeme, grace aux fonctions suivantes :

[rxiiet CONFIGURATION INITIALE  #rvkkrkkkk]
void configurationinitiale(void)
{inti;
for(i=0;i<N;i++) b[i]=1;
b[3]=0; b[5]=0;
}
[Fridiiiik . CONSTRUCTION DE LA MATRICE M DU SYSTEME Fdkkkkokkokkk |
void matriceinitiale(void)
{int i,ligne,colonne;
for(i=0;i<N;i++)
{ M[J[i=1;
if (1%L!=0) M[i][i-1]=1; if ((i+1)%L!=0) M[i][i+1]=1;
if (i>=L) M[i][i-L]=1;  if (i<N-L) M[i][i+ L]=1;

printf("\n"); /* affichage de la matrice */
for(ligne=0;ligne<N;ligne++)
{ printf("\n");
for(colonne=0;colonne<N;colonne++) printf(" %kl[ligne][colonne]);
printf(" %d",b[ligne]);

}
getchar();
}

La fabrication de la matricel mérite quelques explications. Déclarée en gldaahatriceM [][] a
ses coefficients a 0 initialement. Chaque caggant mise a 1, on commence par mettre a 1 la
diagonale de la matrice. Puis on prend les vodeta case, qui peuvent étre au nombre de 4, de 3
ou de 2, selon la position de la case. La d¢aa@met un voisin de gauche si elle n'est pas sur la
premierecolonne (%L différent de 0). Elle a un voisin de droite sieeti’est pas sur la derniere
colonne (I + 1)%_ différent de 0). Elle a un voisin au-dessus @ Blest pas sur la premiere ligne (

> L), et un voisin au-dessous si elle n'est pas sdetaiére lignei(< N —L). Ces cases voisines sont
mises a 1.

Puis on appliquer la méthode du pivot de Gaussh&@qaoe grande étape, on a une ligne, notée
Ligne telle qu’'au dessus le systeme est déja triamgul@in prendra ainsi chaque valeurLigne de
la Ligne 0 a I'avant-derniere. A chaque fois il s’agit denisformer les lignes qui sont au-dessous pour
leur enlever leur colonne de gauche :



Ligne

Le premier coefficient de la ligrigne esta[Ligng[Ligng. Dans un premier temps, il convient de
s’assurer qu’il nest pas nul, et dans ce cas digstjui va jouer le role de pivot. Sinon, si ce
coefficient est nul, il faut échanger cettigne avec une ligne située au-dessous dont le premier
coefficienta[ligne][Lign€] est égal a 1. A condition qu’il en existe une.

Ligne

D’ou la fonction suivante :

e bl k=1 =
v

/*************** ECHANGE ENTRE DEUX LlGNES *****************/
int echangelignes(int Ligne)
{int flag,ligne,i;
flag=0;
for(ligne=Ligne+1; ligne<N;ligne++) if (M[ligngLigne]!=0)
{ for(i=Ligne;i<N;i++) aux[i]=M[Ligne][i];
for(i=Ligne;i<N;i++) M[Ligne][i]=M[ligne][i] ;
for(i=Ligne;i<N;i++) M[ligne][i]=aux]i];
auxb=b[Ligne];b[Ligne]=bl[ligne]; b[ligne]=adb;
flag=1; break;
}
return flag;

}

Cette fonction raméne 1 lorsque I'échange a purdieni et 0 sinon, ce qui signifie alors que toute
la colonne concernée est formée de zéros.

Si tout va bien on procéde a la modification dgads qui suivent laigne ou I'on est, avec la
fonction :

/************** MODIFICATION DES LlGNES ****************/
void changementdeslignessuivantes(int Ligne)
{ int ligne,colonne;
for(ligne=Ligne+1;ligne<N;ligne++) if (M[ligngLigne]!=0)
{ for(colonne=Ligne;colonne<N;colonne++)
M[ligne][colonne]=(M[ligne][colonne]+M][Lige][colonne])%2;
b[ligne]=(b[ligne]+b[Ligne])%?2;

}

Si le procédé continue jusqu’a I'avant-dernieradigsans que I'on tombe sur une colonne de zéros,
le systéme devient parfaitement triangulaire, et la une solution unique. Pour I'obtenir, on est
amené a faire une nouvelle triangularisation dedvabaut, ce qui va donner une matrice diagonale,
avec des 0 partout sauf sur la diagonale avec.des dui est fait par cette fonction :



[rreikik . CALCUL DE LA SOLUTION QUAND ELLE EST UNIQUE kx|
void solutionunique(void)

{int ligne,Ligne,colonne,i;

for(Ligne=N-1;Ligne>0;Ligne--)

if (M[Ligne][Ligne]==0)
for(ligne=Ligne-1; ligne>=0;ligne--) if (M[lige][Ligne]!=0)

for(i=Ligne;i>=0;i--) aux[i]=M[Ligne][i];
for(i=Ligne;i>=0;i--) M[Ligne][i]=M[ligne][i];
for(i=Ligne;i>=0;i--) M[ligne][i]=aux]i];
auxb=b[Ligne];b[Ligne]=b][ligne]; b[ligne]=adb;
break;

}
for(ligne=Ligne-1;ligne>=0;ligne--) if (M[ligngLigne]'=0)

for(colonne=Ligne;colonne>=0;colonne--)
M[ligne][colonne]=(M[ligne][colonne]+M[LignHcolonne])%?2;
b[ligne]=(b[ligne]+b[Ligne])%2;

matrice(Ligne);

}
for(i=0;i<N;i++) printf("\nx%d=%d",i,b[i]);
}

Avec la fonction annexe qui affiche, si on le désia matrice a chaque étape de son évolution :

/*************** AFFICHAGE DE LA MATRICE ******************/
void matrice(int Ligne)
{ int ligne,colonne;
printf(" *** Ligne=%d",Ligne); /**printf("\n");*/
for(ligne=0;ligne<N;ligne++)
{ printf("\n");
for(colonne=0;colonne<N;colonne++) priti§6d",M[ligne][colonne]);
printf(" %d",b[ligne]);

}
getchar();
}

Maintenant traitons le cas ou le processus se bltasque I'on tombe sur une colonne de 0. Cela

se produit si la fonction d’échange de lignes ram@iidanglag). Il se trouve que dans le contexte du

probleme, toutes les colonnes qui suivent (sauht&éedement celles ddy]) sont aussi toutes a 0.
Cela peut étre testé. Dans le programme principas$ placons une variabigag qui vaut 0 si toutes
les colonnes a partir de celles ou I'on est neiennent que des 0, #tag a 1 sinon, ce dernier cas ne
se produisant pas (s'il se produisait on afficheP®OBLEME F).

Dans le cas ou les dernieres lignes du systéemeprabre deN — Ligne n’ont que des coefficients

0, a gauche du signe =, mais qu'’il y a au moin4 dians la colonne ddf], il n’y a aucune solution
au probleme, et cela est affiché.

Plagcons-nous maintenant dans le cas ou les desrignes du systéme, au nombreNle- Ligne

n'ont que des coefficients 0, aussi bien a gaualia droite du signe =. Ledl — Lignederniéres

2|l y aurait probléme si I'on avait par exemplesystéme de la forme
1110 1
0110 0
0001 1 «Ligne
0001 0
Il conviendrait alors de procéder a un échangecdiemnes 2 et 3, ce que notre programme ne fait pas



inconnues du systéme sont arbitraires, elles valeittO soit 1, ce qui donné"%™ solutions au
systéme. Toutes ces solutions sont obtenues eigdabt les nombres en binaire de longulu+
Ligne Chacune de ces solutions arbitraires, corresparale inconnues non principales, est envoyée
a droite dans lekigne —1 premieres équations, d’ou de nouvelles valeuws lgjp Puis on détermine
les valeurs des inconnues principales dans lagpartiatricede la matrice concernée, en procédant a
sa diagonalisation.

b

mmatrice —b

Voici la fonction qui donne toutes les solutionsie apres l'autre :

[k AFFICHAGE DES SOLUTIONS MULTIP LES  #¥¥ikkioikokokok]
void solutions(int LL, int nombre)
{int nombresolutions,i,q,j,ligne,colonne,Ligne,culpx{iN],n;
nombresolutions=pow(2,nombre);
for(n=0;n<nombresolutions;n++)
{
for(i=0;i<N;i++) for(j=0;j<N;j++) M[i][[l=MM[i] [il;
for(i=0;i<N;i++) b[i]=bbl[i];
q=n;
for(i=0;i<nombre;i++) { X[N-1-i]=q%2; q=0/2;}
for(ligne=0;ligne<LL;ligne++)
{ cumul=0;
for(j=0;j<nombre;j++) cumul+=x[N-1-j]*M[ligneN-1-j];
b[ligne]=(b[ligne]+cumul)%2;

}
printf("\n");
for(j=0;j<nombre;j++) printf(" x%d=%d ",N-nombtj,x[N-nombre+j]);
mmatrice(nombre);
for(Ligne=LL-1;Ligne>0;Ligne--)
{ if (M[Ligne][Ligne]==0)
for(ligne=Ligne-1; ligne>=0;ligne--)
if (M[ligne][Ligne]!=0)
{

for(i=Ligne;i>=0;i--) aux[i]=M[Ligne][i}
for(i=Ligne;i>=0;i--) M[Ligne][i]=M[ligne]][i];
for(i=Ligne;i>=0;i--) M[ligne][i]=aux]i]
auxb=b[Ligne];b[Ligne]=b[ligne]; b[ligrieauxb;
break;

}
for(ligne=Ligne-1;ligne>=0;ligne--)
if (M[ligne][Ligne]!=0)

{

for(colonne=Ligne;colonne>=0;colonne--)
M[ligne][colonne]=(M[ligne][colonne]+M][lgne][colonne])%2;
b[ligne]=(b[ligne]+b[Ligne])%?2;

printf(" *** Ligne=%d",Ligne); mmatrice(nombre)

}
printf("\n Solution %d\n",n+1);
for(i=0;i<N-nombre;i++) printf(" x%d=%d",i,b[j}
for(j=0;j<nombre;j++) printf(" x%d=%d",N-nomb#@x[N-nombre+j]);
getchar();



}
printf("FINI"); getchar();
}

Avec l'affichage de la matrice carrée principaimatrice;

[k AFFICHAGE DE LA PARTIE DE LA MAT RICE ek |
void mmatrice(int n)
{
int ligne,colonne;
[**printf("\n");*/
for(ligne=0;ligne<N-n;ligne++)
{ printf("\n");
for(colonne=0;colonne<N-n;colonne++) printf(" 9g@d[ligne][colonne]);
printf(" %d",b[ligne]);

}
getchar();
}

A noter que lorsqu’une solution est trouvée avetidgonalisation de la matrice, il faut reveniaa |
matrice triangulaire initiale pour chercher la $imo suivante, d’ou le tableddM[][] qui conserve ses
valeurs.

Il reste le programme principal, ou I'on prend alralignel’'une apreés l'autre :

int main()
{ int ligne,colonne,i,j; int Ligne,flag,dernierelig,fflag;
configurationinitiale();
matriceinitiale();
for(Ligne=0;Ligne<N-1;Ligne++)
{ if (M[Ligne][Ligne]==0) /* 0 en début de ligne */
{ flag=echangelignes(Ligne);
if (flag==0) /* on n'a trouvé auclirdans les lignes suivantes */
{ matrice(Ligne); fflag=0;
for(ligne=Ligne;ligne<N;ligne++) rficolonne=Ligne+1;colonne<N;colonne++)
if (M[ligne][colonne]==1) {fflag=1break;}
for(ligne=Ligne;ligne<N;ligne++) (b[ligne]==1)
{ printf(" PAS DE SOLUTIONS");
getchar(); exit(0O)* pas de solutions, c'est terminé */

}
if (flag==0)
{ printf("\n\nNombre de solutior®&d fini",(int)pow(2,N-Ligne));getchar();
derniereligne=Ligne;
for(i=0;i<N;i++) for(j=0;j<N;j+HMM[i][j]J=MIi][j]; for(i=0;i<N;i++) bb[i]=bl[i];
solutions(derniereligne,N-h&);
break;

}
if (fflag==1) {printf("*** PROBLEME ***");getchar();}

}
}
changementdeslignessuivantes(Ligne); icedtrigne);
if (Ligne==N-2)

{ printf("\n Une seule solution. On vadanner");getchar();
solutionunique(); getchar();

}
}
getchar(); return O;

}



et envdgsnt

6). A gaucheon trouve

2N

Voici un exemple de résultats de ce programme pour3 etH

y Z

I'évolution de la mise en échelons de la matriaecae blocage final sur deux lignes de 0, ce qui

indique qu'il y a quatre solutions. Pusdroite on cherche ces solutions une par une

deux inconnues non principales a droite

5etH

(deux solutions aux symétries prés du rebean

(5 solutions aux symétries pres du carré)

Nombre de solutions pour L=14 ¢t H
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4) Quelques résultats lorsque tout est allumé au dart
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programme précé
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b)
c)



(une seule solution aux symétries presadtel

TUne seule solution pour L=38 et H=38

d) Une seule solution pour L=37 et H=37
: =i ekt

10

e) Nombre de solutions pour une grille carréd. sur L pour le jeu tout allumé vers tout éteint

= 2 1

= 3 1

= 4 16

= 5 4

= 6 1

= 7 1

= 8 1

= 7 256

= 108 1

= 11 64

= 12 1

= 13 1

= 14 16

=" 15 1

= 16 256

= 17 4

= 18 1

= 19 65536
= 208 1

= 21 1
= 1

= 23 16384
= 16

= 25 1

= 2b 1

= 27 i

= 28 1

= 29 1824
= 38 1648576
= 31 1

= 32 1848576
= 33 65536
= 14 16

= 35 64

= 36 1

= 37 1

= 138 1

= 39 4224967276
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5) Précisions théoriques
a) Configurations neutres et noyau de la matricé/

Lorsque I'on part d’une configuratid® et que I'on appuie sur les cases correspondantvéateur
X, on obtient a la fin la configuratidd + M X, comme on I'a vu au 1°. Supposons que I'on veuille
arriver aB, ce qui veut dire que I'on a une configuration gst la méme a la fin qu’au début, cela
impose poutX de vérifierB + M X =B, ou encoreVl X = 0. Les vecteurX solutions de ce systeme
sont ce que I'on peut appeler les configurationstnes puisqu’en appuyant sur leurs cases il ne se
produit finalement aucun changement. VérifiskhX = 0, elles forment ce que I'on appelle le noyau
de la matriceM (ou son espace nul). Pour les obtenir, il sufireprendre le programme précédent en
mettant tous leb[] & 0.

Exemples :
* pour un carré de 4 sur 4, on obtient ces 16 salsitio

* pour un carré de 5 sur 5, on a ces 4 solutions :

Restons sur ce dernier exemple, en appelant ldgamtions neutres obtenuesd, d,, ds. Elles
sont toutes engendrées par les combinaisons deddenixe elles, soiad; + b ds,® aveca etb valant
0 ou 1. Notamment on vérifie qug + d; = d, : en appuyant sur les touches rougesidpuis sur
celles deds;, on obtient évidemment une configuration invaeardt 'on constate que c’edt. Le
noyau deM est de dimension 2, et il donne naissance par ic@isbns a 2= 4 configurations. Pour
les mémes raisons la dimension du noyauMdeour le carré 4x4 est 4 puisque I'on obtient par
combinaisons 2= 16 configurations.

Prenons maintenant une solution du probléme allumé vers tout éteinpar exemple pour le

carré 4x4 la solution E
Ajoutons lui une configuration invariante, soi g

Cela revient a appuyer sur les touches rouges slel@ex configurations successivement, ce qui

donne la troisiéme configuratiorﬁ

% Si I'on fait le produit scalaire des deux vectedy®tds, on obtient une somme avec un nombre pair de 1,
ce qui donne 0. Les deux vecteurs sont orthogoetaforment une base orthogonale du noyalide
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A la fin on arrive encore au tout éteint, graca aremiére configuration, la deuxieme ne changeant
rien. On trouve encore une solution du probléme allumé vers tout éteinfinsi, en ajoutant a une
solution du probleme les 16 configurations invaearon trouve toutes les solutions du probléong
allumé vers tout éteint

Dans certains cas, le noyauMese réduit au vecteur nul, qui est la configuratieatre évidente.
Cela signifie que la matridd est inversible, de déterminant différent de 0¢endans le champ,).
La méthode du pivot de Gauss aboutit & une diaigati@n de la matrice qui devient la matrice
identité, avec des 1 sur sa diagonale, et deddlial] Il existe une solution unique au problemesl g
gue soitB dansM X = B. Autrement dit, toute configuration initiale pernaaboutir au tout éteint, et
il n'existe qu'une facon d'y arriver (a conditiom ¢he pas appuyer plusieurs fois sur la méme case).
Mais ce n’est plus le cas lorsque le noyaldeest pas réduit &.

b) Configurations gagnantes et espace image des figarations

Sur une surface did = L H cases, il existe2configurations initiale® possibles (puisque I'on
choisit soit 0 soit 1 dans chaque case). Mais cempiarmi elles sont-elles gagnantes, c’est-a-dire
permettant d’arriver au tout éteint ? Pour lesueoul suffit de prendré/ X avec tous les vecteuks
possibles, au nombre d& aussi. Les vecteu® = M X obtenus sont les configurations gagnantes.
Ces vecteurs constituent ce que I'on appelle I'espaage dé/.

Il existe un lien bien connu entre I'espace imagke @oyau deéM : la somme de leurs dimensions
est égale &, dimension de I'espace vectoriel dans lequel ancseve.

Par exemple, dans le carré 5x5, ou le noyalMdest de dimension 2, 'espace image est de
dimensions 25 — 2 = 23. Cela signifie qu'il exi@€ configurations gagnantes, parmi € 2
configurations initiales possibles. Ainsi, un qudet configurations initiales sont gagnantes. Resir
mémes raisons, dans le carré 4x4, un seiziémeoadigerations initiales sont gagnantes. Et lorsigue
noyau deM est réduit &, de dimension 0, on retrouve le fait que toutesclenfigurations initiales
sont gagnantes.

Dans le cas ou le noyau lien’est pag), comment savoir si une configuration initiale gatjnante
ou pas ? La résolution du systéeme par la méthodgadss permet de répondre. Mais il existe un autre
moyen de le savoir, sans résoudre le systeme. iDgugala matricévl est symeétrique, et I'on dispose
des propriétés de ce type de matrice dans un ckammeZ,.* Ainsi, une telle matrice est toujours
diagonalisable. C’est d'ailleurs ce que nous avcamstaté par la méthode de Gauss, la diagonale étan
formée de 1 et éventuellement de quelques 0 (lerlgnoyau n’est pas ndl).

D’autre part, on sait que pour une matrice symégigl'espace image est le complément
orthogonal du noyatiCela signifie que tout vecteur de I'espace imag@ehogonal & chaque vecteur
de la base du noyau. Autrement dit, le produitamlde toute configuration gagnante avec chaque
vecteur de base du noyau est nul. Et comme le ftredalaire s’obtient en additionnant les produit
des coordonnées respectives des deux vecteuss,niliesi et seulement si les cases allumées (valan
1) de la configuration initiale qui sont en comnawec les cases de chaque configuration neutrenest u
nombre pair.

* Dans les cours d'algébre, les propriétés des ceatsymétriques sont étudiées dans le champ (ps)dr
des nombres réels, mais cela vaut aussi danshautm

® Les valeurs propres sont 1 ou 0, les vecteursresoassociés aux valeurs propres 0 forment la thase
noyau, et ceux de valeur propre 1 forment la baséedpace image.

® C’est une conséquence de cette propriété descemsimétriques a coefficients dans un champsdes-
espaces propres associés a deux valeurs proptiestdis sont orthogonaux.
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Exemple du carré 5x5, avec ses deux configuratientres de bash etds:

» Configuration initiale :

Elle a quatre cases (allumées) en commun, cellesalas, avec chacune des deux configurations
neutres. C'est une configuration gagnante.

» Configuration initiale :

Elle a deux cases en commun ade@t trois en commun avealy, ce n’est pas une configuration
gagnante. On n’arrivera jamais au tout éteint.

c) Cas particulier du jeutout allumé vers tout éteint
On a cette propriété :

La configuration initiale tout allumé est toujours gagnante, quelles que soient les dinstons
du rectangleLxH des cases.

Démonstration

La matriceM est non seulement symétrique, mais elle n'a qeeldsur sa diagonale. Montrons
d’abord que X" M X = X X, X étant un vecteur colonne quelconqueXktson transposé (vecteur
ligne).

Commencons par prendre une matrice symétigmeec seulement deux éléments symétrigues non
nuls, tous les autres éléments étant nuls (notamoeaix de la diagonale). On vérifie aussitét que
X" SX = 0. Cela se généralise & toute matrice symétSglamt tous les éléments symétriques de part
et d'autre de la diagonale sont non nuls ou ntilspeceux de la diagonale sont tous nuls. La encore
on aX' SX = 0. La matriceM est de la forme + S, | étant la matrice identité (des 1 sur sa diagonale
uniquement), doX"M X =X" (1 +9 X =X"I X=X" X.

Choisissons maintenait comme étant une configuration neutre, 86 = 0. Alors XM X =0,
d’ou X" X = 0. Cela prouve que toute configuration neutrespde un nombre pair de cases (a 1). La
configuration initiale tout allumé a donc un nombre pair de cases en commun avecue&haq
configuration neutre. C’est une configuration gagaa

A ce stade, nous savons résoudre le probleme deétmint dans tous les cas possibles, du moins si
I'on dispose d’'un ordinateur qui fait les calcuiéais comment faire si I'on joue manuellement a ce
jeu ? Nous allons donner un algorithme qui perreet’dn sortir si 'on dispose d’'un carré 5 sur 5.
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6) Algorithme de I'extinction en descentédans le carré 5x5

Partons d’'une configuration initiale, avec certairmases allumées. Commencons par mettre la
ligne O en noir en utilisant la ligne 1 suivantiesuffit pour cela d’appuyer sur la case en desstaus
chaqgue case lumineuse. Quand la ligne 0 est enamfait de méme pour la ligne 1 en s’aidant de la
ligne 2. Et I'on continue ainsi jusqu’a ce que Bat-derniére ligne soit noire, en s’aidant de la
derniere ligne. Mais cette derniére n’est pas neef exception. Utilisons alors les résultatyanits
(nous ne les démontrons pas ici) :

* Si la derniére ligne est un de ces 7 cadohne de gauchei-dessoul alors on reprend la
premiéere ligne (ligne 0) et on allume les casegyingks sur le dessin correspondant a chacun des 7 ¢
dans lacolonne de droitei-dessous. Puis on recommence le processusrtagt ligne par ligne. A
la fin, tout est éteint.

LT PPl LI PT
LI LT
LTIl CLPTT
LIT T CEfTT
LT CErfd]
_ HE Nl
LI Pl

derniére ligne premiére ligne

» Si la derniéere ligne n'est pas un des 7 cas, lblenee n'a pas de solution, la configuration
initiale n’est pas gagnante.

Annexe : Jeu sur I'écran d’ordinateur

Pour les amateurs du jeu, voici un programme (egalge C-SDL) qui permet de jouer dans un
carré de dimensions quelconque, en cliquant suwdsss dessinées sur I'écran pour les faire changer
d’état. La configuration initiale est prise au hlrdsamais on peut modifier cette situation si on le
désire.

[x**%%% - Jeu du tout éteint & partir d'une configation prise au
hasard dansamé de N sur N kkkxk|

#include <SDL/SDL.h>

#include <time.h>

#define N5 /** N est la longueur du c6té du éaft

#define pas 30 /** cases de dimensions pas suf/pas

#define xorig 50

#define yorig 50

#define OUI 1

#define NON O

void changercouleur(int n);

SDL_Surface* ecran, * lignev[N+1], *ligneh[N+1], &cre[N*N];

SDL_Rect position;SDL_Event event;

int continuer,i,xcase,ycase,numerocase,lumiere[\N*N]

Uint32 blanc,jaune,noir,couleur;

int main ( int argc, char** argv )

" Cette méthode est appeldmsing(poursuite) dans les références en anglais)
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{ srand(time(NULL));

}

for(i=0;i<N*N;i++) lumiere[i]=rand()%2; /** confguration initiale */
SDL_Init( SDL_INIT_VIDEO );
ecran = SDL_SetVideoMode(800, 600, 32,SDL_ HWEWBRE | SDL_DOUBLEBUF);
blanc=SDL_MapRGB(ecran->format, 255,255,255);
noir=SDL_MapRGB(ecran->format,0,0,0);
jaune=SDL_MapRGB(ecran->format,255,255,0);
SDL_FillRect(ecran,NULL, blanc);
for(i=0;i<N+1;i++)
{lignev[i]=SDL_CreateRGBSurface(SDL_HWSURFA{MN*pas,32,0,0,0,0);
position.x=xorig+pas*i;
position.y=yorig;
SDL_FillRect(lignev[i], NULL, couleur);
SDL_BlitSurface(lignev]i], 0, ecran, &pasih);

}
for(i=0;i<N+1;i++)
{ligneh[i]=SDL_CreateRGBSurface(SDL_HWSURFAGEpas,1,32,0,0,0,0);
position.x=xorig;
position.y=yorig+pas*i;
SDL_FillRect(ligneh[i], NULL, couleur);
SDL_BlitSurface(lignehli], 0, ecran, &padsit);
}

for(i=0;i<N*N;i++)
{carre[i]=SDL_CreateRGBSurface(SDL_HWSURFA@&s-2,pas-2,32,0,0,0,0);
if (lumiere[i]l==0UlI) couleur=jaune;
else couleur=noir;
position.x=xorig+pas*(i%N)+1;
position.y=yorig+pas*(i/N)+1;
SDL_FillRect(carre[i], NULL, couleur);
SDL_BlitSurface(carre[i], 0, ecran, &posit);

}
SDL_Flip(ecran);
continuer=0Ul,
while (continuer==0UI)
{SDL_WaitEvent(&event);
if (event.type==SDL_QUIT) continuer=NON;
else if(event.type==SDL_MOUSEBUTTONDOWN
&& event.button.button == SDL_ BUTNOLEFT)
{ if(event.button.x>xorig && event.buttax<xorig+pas*N
&& event.button.y>yorig && evehttton.y<yorig+pas*N)
{ xcase=(event.button.x-xorig)/pas;
ycase=(event.button.y-yorig)/pas;
numerocase=ycase*N+xcase;
changercouleur(numerocase);

}
SDL_Flip(ecran);
}
}

return O;

void changercouleur( int n)

{

int vd,vg,vb,vh;
lumiere[numerocase]=(lumiere[numerocase]+1)%?2;

if (lumiere[numerocase]==0UI) couleur=jauneget®uleur=noir;
position.x=xorig+pas*(numerocase%N)+1;
position.y=yorig+pas*(numerocase/N)+1;
SDL_FillRect(carre[numerocase],NULL, couleur);
SDL_BlitSurface(carre[numerocase],0, ecran, sian);
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if ((numerocase+1)%N!=0)
{vd=numerocase+1;
lumiere[vd]=(lumiere[vd]+1)%2;
if (lumiere[vd]==0UlI) couleur=jaune;elseuteur=noir;
position.x=xorig+pas*(vd%N)+1;
position.y=yorig+pas*(vd/N)+1;
SDL_FillRect(carre[vd],NULL, couleur);
SDL_BlitSurface(carre[vd],0, ecran, &poasit);
}
if (numerocase%N!=0)
{vg=numerocase-1;
lumiere[vg]=(lumiere[vg]+1)%2;
if (lumiere[vg]==0UlI) couleur=jaune;elseuteur=noir;
position.x=xorig+pas*(vg%N)+1;
position.y=yorig+pas*(vg/N)+1;
SDL_FillRect(carre[vg],NULL, couleur);
SDL_BlitSurface(carre[vg],0, ecran, &posit);
}
if (numerocase>=N)
{vh=numerocase-N;
lumiere[vh]=(lumiere[vh]+1)%2;
if (lumiere[vh]==0UI) couleur=jaune;elseueur=noir;
position.x=xorig+pas*(vh%N)+1;
position.y=yorig+pas*(vh/N)+1;
SDL_FillRect(carre[vh],NULL, couleur);
SDL_BlitSurface(carre[vh],0, ecran, &posit);
}
if (numerocase<N*N-N)
{vb=numerocase+N;
lumiere[vb]=(lumiere[vb]+1)%2;
if (lumiere[vb]==0UI) couleur=jaune;elseueur=noir;
position.x=xorig+pas*(vb%N)+1;
position.y=yorig+pas*(vb/N)+1;
SDL_FillRect(carre[vb],NULL, couleur);
SDL_BlitSurface(carre[vb],0, ecran, &posit);
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