Exercices d’examen sur les graphes (niveau L3)
avec corrigées

1) Exploration d’'un graphe

0 Pour ce graphe non orienté a 14 sommets, les goikinchaque
sommet sont supposés écrits dans I'omlogssantde leurs numéros.
Ainsi

O apourvoisins 1,4,7,8;

) 1 a pour voisins 0, 5, 7 ;
/ 6
3

2 a pour voisins 5, 10, 12, 13;
etc.

3 1) En partant du sommet O, faire une explorationrefopdeur de
ce graphe, en utilisant I'ordre de voisins tel ba'été défini. Dessiner
I'arbre obtenu.

2) Toujours en partant du sommet O, faire une exptoraen
largeur du graphe. On aura intérét a utiliser llétron d’une file, afin
de dessiner I'arbre final de I'exploration.

Corrigé :
1) exploration en profondeur 2)exploration en largeur
0 0

13
2) Chemins hamiltoniens

Ce graphe a cing sommets est tel que deux sommets

0 guelconques sont reliés par un arc unigue, darsens ou dans
l'autre. Ce type de graphe a comme propriété drawninombre
impair de chemins hamiltoniens (avec le sommet finalédiffit

1 4 du sommet initial) lorsque I'on prend les cing gsimle départ
possibles a tour de role.

1) Déterminer tous les chemins hamiltoniens partantigacun

des 5 sommets (0O, puis 1, puis 2, puis 3 et enfietdse terminant

) 3 en un sommet différent du point de départ. Les idesslans

chacun de ces 5 cas. Combien y en a-t-il ?
2) Vérifier que pour chacun des points de départieschemins hamiltoniens peut étre prolongé
pour donner un cycle hamiltonien. Les cing cyclasittoniens obtenus constituent le méme cycle si
I'on ne tient pas compte du point de départ.

Corrigé :

1) On trouve 9 chemins hamiltoniens.



3 chemins en partant de O
0

1 chemin en partant de 1
0

2 3

1 chemin en partant de 2
0

3

1 chemin en partant de 3
0

—

2 3
3 chemins en partant de 4

2) Pour chacun des 5 points de départ, un des chdrmamdtoniens peut étre prolongé en cycle
hamiltonien (arc en bleu). On trouve 5 cycles hamiéns, ou un seul si I'on ne tient pas compte du
point de départ.

3) Cycles eulériens
0

Considérons ce graphe non orienté a 6 sommets otéadate 0 a 5.

1) Pourquoi existe-t-il des cycles eulériens ?
2) Déterminer tous les cycles eulériens qui démaiaeet la succession des
sommets 0 1 2.



Corrigé :

1) Il existe des cycles eulériens puisque chaque sirast de degré pair.

2) On trouve 16 cycles eulériens, construits gracette arborescence (mais si on le fait a la main,
mieux vaut dessiner les 16 cycles) :
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4) Chemins eulériens

On a trois ilesA, B, C sur une riviére dont les rives sont notées
D etE, avec 7 ponts de jonction comme sur le dessinstigire le
graphe correspondant a ce schéma, et montrer ppsgede des
chemins eulériens mais pas de cycles eulériengedat dit, a
condition de partir d'un endroit précis, une perspeut traverser
chaque pont une fois et une seule, mais sans seuvet
finalement a son point de départ. Donner un exeaglehemin.
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Comme l'indique le graphe associé au dessin, texdeux sommetB, etC, de
degré impair, les autres étant de degré pair, tkistence de chemins eulériens
/A\ partant deB et se terminant e@ (ou inversement). Un chemin est par exemple :

B

On considére ce graphe non orienté pondéré a 1thetam
(de 0 a 11), les poids étant indiqués sur les sréte
correspondantes.

En prenant comme point de départ le sommet 0, rorest
I'arbre couvrant minimal en appliquant I'algorithrde Prim.




Corrigé :

Ce graphe orienté pondéré posséde 5 sommets stsll a

1) Ecrire la matrice d’adjacence de ce graphe.
2) Utiliser l'algorithme de Floyd pour déterminer les
@ longueurs des plus courts chemins de n’'importe spreimet

\X 6 vers n'importe quel autre.
h

Corrigé :
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7) Programmation d’'un cheminement

On se place dans un quadrillage de pas unité,ldgusl on dessine des chemins montants a partir
d’'un point du quadrillage. Puisque ces chemins smmttants, seules trois

1
directions sont permises & chaque p . D’awtre pucun

retour n'est permis la ou I'on est déja passé. temger pas est toujours
choisi égal a 1 (pas vertical). L'objectif est dmpaitre le nombre de tels
chemins ayant tous une méme longuduc’est-a-dire ayartl pas.

Un des chemins
de longueuN =7,
soit 1011221

Cela se fait en construisant une arborescenceogunence ainsi, la lecture des chemins se faisant

/‘\ en descente :
P 1 /N I\

0 L 21

Ainsi, le nombre de chemins de longuélr 3 est 7.

1) En continuant l'arborescence, combien existeddl chemins de
longueurN =4 ?

2) Faire le programme récursif correspondant a egtierescence. On ne demande pas d’afficher
chaque chemin, méme si ce programme s’y prétesfaeiit. On veut seulement connaitre le nombre
de chemins de longuelN, N étant donné. Ce nombre sera placé dans une \edabipteur Le
programme devra utiliser une fonction récursaviere(i, n) oui est le numéro du pas ou I'on estpet
la longueur du chemin en cours de constructionuydsge pas. Faire le programme principal et la
fonctionarbre().

3) On appelleu(n) la longueur des chemins de longuau©On admettra que ce nombre obéit a la
relation de récurrenagn+2) = 2u(n+1) +u(n), avec au dépau(0) = 1 etu(1) = 1. On veut connaitre
u(N), N étant un nombre donné. Faire le programme qui gediavoir u(N). Ce programme devra
étre itératif, et utiliser seulement trois casesaldes, et pas de tableau.

Corrigé :

1) Avec 0 qui admet deux successeurs, 1 qui en admieR ui en admet 2, on trouve 17 chemins
pourN = 4,

2) Le programme principal se réduit a appeldre(1, 1), puis a afficher le contenu dempteur
(variable qui a été déclarée en global, donc auigmement mise a 0 au départ). La fonctéobre()
est ainsi construite, sous sa forme la plus rustiqu

void arbre (int i, int n)
{if (n ==N) compteur++ ;
else
{if (i==0) { arbre(0, n+1) ; arbre (1, n}§
else if (i == 1) { arbre(0, n+1) ; arbre f+1) ; arbre (2, n+1) ;}
else if (i == 2) { arbre (1, n+1) ; arl(d n+1) ;}
}
}

Ou bien cette version compléte, et plus concentrée

int main()
{arbre(1,1);



printf("N = %d nombre de formes = %d", N,compleur
getchar(); return 0;

}
void arbre(int i, int n)
{int];
if (n == N) compteur++;
else
{ for(j=0;j<3;j++) if (j!= (i+2)%4) arbre(j,n+1)
}
}

Remarque : Si I'on veut dessiner les cheminemanttécran, on s’y prend un peu differemment,
en faisant intervenir les coordonnées de I'extrémiy de chaque segment qui est construit :

« Programme principal en C-SDL (sans les déclaraiamitiales, notamment les variables globales comme
X[N+1], etc.) :

xorig=60; yorig=60;

explorer(0,1,1);/* extrémité de coordonnées 0, 1, pour n = 1*/

SDL_Flip(ecran);pause(); return 0;

« Fonction d’exploration :
void explorer (int xx, int yy, int n)
{inti,dx,dy,j,dejapasse,newx,newy;
if (n<N)
{ for(i=0;i<3;i++)
{ dx=((i+1)%2)*(1-i); dy=(1%2)*(2-1); ewx=xx+dx;newy=yy+dy;
if ({(newx==x[n-1] && newy==y[n-1]))* pour éviter un aller-retour */
{ x[n+1]=newx;y[n+1]=newy;
explorer(newx,newy,n+1);
}
}

else if (n==N)
x[0]=0;y[0]=0; x[1]=0;y[1]=1;
circle(xorig+zoom*x[0],yorig-zoom*y[0],Bleu);
for(j=0;j<N;j++)
linewithwidth(xorig+zoom*x][j],yorig-zoo#y[j],xorig+zoom*x[j+1],yorig-zoom*y[j+1],1,bleu);
compteur++; xorig+=60; if (xorig>750)dyig+=75; xorig=60; }
if(yorig>540) { SDL_Flip(ecran);pause§DL_FillRect(ecran,0,blanc);
Xorig=60; ygi60;
}

}
Résultats pouN =5 :
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3)
u=1;
v=1,;
for(=2;i<=N;i++)
{w=2*v+u;
u=v;
V=w;
}

afficherw (ou v)
8) Programmation : des sommets aux arétes d’'un grée

Un graphe non orienté BS sommets (numérotés de ONS — 1) est supposé enregistré sur
ordinateur par les listes d’adjacence de ses sosayatrement dit, pour chaque somrmeh connait
ses voising/[i][j] ainsi que son nombre de voisinlg\fi] (j allant donc de 0 ab\i] — 1). A partir de
la, faire le programme qui donne les arétes duhgrainsi que leur nombiA L'aréte numérdk sera
enregistrée par ses deux extrémé@{&] eteK] et I'on choisirael[k] < eZK].

Corrigé :
k=0;

for(i=0;i<NS;i++) for(j=0;j < nbv[i] j++)
if (i < V[i][j]) {ellk]=i;e2[K] =V[i[];k ++;}
NA=Kk;



