Simulation de lois probabilistes sur ordinateur

L’objectif est d’obtenir expérimentalement, sur iaedeur, des variables aléatoires
obéissant a des lois classiques, alors que l'omlimadonne seulement, grace a son
générateur de nombres aléatoires, une loi uniforme.

Supposons que nous n'ayons a notre dispositiotegi@actionrand() qui raméne un
nombre entier au hasard entre 0 et RAND_MAX (vak2it67, ou 65535) suivant une
loi uniforme. Commencons par fabriquer la fonctramdO1)) qui raméne un nombre
réel (un flottant) entre O et 1, 1 non comprisyant une loi uniforme sur [0 1].

float rand021(void)
{ return (float)rand()/((float)RAND_MAX+1.) ;}

En cas de besoin, fabriquons la fonctrandon(n) qui ramene un nombre entier au
hasard entre O et— 1, suivant la loi discrete uniforme sur {0, 1, 2, n-1}.

int random(int n)
{ return rand01()*n ; }

Pour de faibles valeurs aeon peut aussi bien faire

int random(int n)
{returnrand() % n;}

Rappelons qu’une variablg qui suit une loi uniforme sur [0 1] admet pour siéh
d(x) =1 sur [0 1] et O ailleurs.

Sa fonction de répartitioR(x) est telle qud=(x) = p(X < x) = x sur [0 1],F(X) = 0
pourx négatif, et~(x) = 1 pourx> 1. Au cas ou I'on veut une variablequi suit une loi
uniforme sur @ b] avecb > a, il suffit de prendr&/ = (b—a) U + a.
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Densité et fonction de répartition de la loi unif@ sur [0 1]

Comment avoir une loi exponentielle a partir de Idoi uniforme ?

Rappelons qu’une variable aléatoire continiebéit a une loi exponentielle de
paramétre. (réel positif) lorsque sa densité etx) = Ae”* pourx réel> 0, et 0 poux
négatif. Elle a comme fonction de répartitiofx) telle que :F X F p K< xF + e

pourx entre 0 et 1F(X) = 0 pourx négatif et~(x) = 1 pourx> 1. Son espérance dxX)
=1/ et sa varianc¥(X) = 1 /)%

Maintenant, voyons le lien avec la loi uniformer 8+, la fonction F(x) est continue
et strictement croissante, et réalise une bijea®RR+ sur ]0 1]. On a I'’équivalence :
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Densitéd(x) de la loi exponentielle pour=1,5, 1 =1, et = 0,5, avec la courbe
théorique en noir, et les résultats expérimentauroage Yoir programme ci-
dessoup

Avecye [0 1],

pU<y)=y, pU>-y)=y, p(l-U>1-y)=y, p(n(l-U)>In(l-y))=y,
p(=In(L-U)<-In1-y) =y, pEIn(l-U)/r<-In(1-y)/r) =y, etenfin:

p(=In(L -U) /1 <X) = 1-e %,

On trouve la fonction de répartition d’'une loi expatielle. Cela signifie que la

variable aléatoire — In(1B) / L obéit a la loi exponentielle de paramétr&t comme il
y a autant de chances d’avoir un nombre au hasaut [0 1[ que le nombre 1U-pour
des raisons de symétrie évidentes, la variablaautéa- In (J) / 1 obéit a cette méme

loi. Cela donne le programme qui permet de créervariable aléatoire exponentielle

de parametre donné.

float vaexpo(void)
{ return -log( rand01())/lambda ;}

Programme allégé (sans les déclarations prélinegppermettant d’avoir la fonction

densité de la loi exponentielle, en passant duimerau discret sur des intervalles de

longueur 0,1 :

int main ( int argc, char** argv )

{ srand(time(NULL));
SDL_Init(SDL_INIT_VIDEO);
ecran=SDL_SetVideoMode(800,600,32, SDL_ HWSUREfSDL_DOUBLEBUF);
blanc=SDL_MapRGB(ecran->format,255,255,255);
noir=SDL_MapRGB(ecran->format,0,0,0);
rouge=SDL_MapRGB(ecran->format,255,0,0);
SDL_FillRect(ecran,0,blanc);
ligne(xorig,yorig,xorig+600,yorig,noir);
ligne(xorig,yorig,xorig,yorig-zoomy*lambda, nir

for(i=0; i<NBEXP; i++)
{ vaexpol0=(int) (10.*vaexpo()); nbf [vgex10]++; }



for(k=0; k<80;k++)

{ proba=(float)nbf[K]/(float)NBEXP;
densite=proba /0.1,
rectangle=SDL_CreateRGBSurface(SDL_DOUBLEBdBmMx*0.1-1,

densite*zoomy,32,0,0,0,0);

position.x= xorig+0.1*zoomx*k; position.y=yigrdensite*zoomy;
SDL_FillRect(rectangle,NULL,rouge);
SDL_BlitSurface(rectangle,NULL,ecran,&posit)o

x=0.; y=lambda; /tracé de la courbe théoriqu#&

while(x<8.)

{ newx=x+0.1; newy = lambda*exp(-lambda*néwx
ligne(xorig+zoomx*x, yorig - zoomy*y, Xorigseomx*newx,yorig-zoomy*newy,noir);
X=Newx; y=newy;

}

SDL_Flip(ecran);

pause(); return O;
}

Quelques explications :

Imaginons que la variable aléatoire exponentiedlexpg) valle 3,764987... On la
transforme en 37, nombre entier, daaexpol) et I'on augmente de 1 le nombre de
fois ou I'on tombe sur 37, aveubf [37]++. Au terme deNBEXP expériences, la
division denbf [37] par NBEXP donne la probabilité de tomber entre 3,7 et 318. E
divisant ce poids de probabilité par la longueutadeone concernée, soit 0,1 ici, on a la
densité en 3,7. Il ne reste plus qu'a tracer larebarectangulaire verticale
correspondante.

Somme de variables exponentielles
Nous allons montrer la propriété suivante :

Une sommes, = X; + X; + ... + X, den variables aléatoires ¢ 1) obéissant toutes a
une loi exponentielle de parameirebéit a la loi gamma de paramétret4, avec pour
densité

-Ax yn n-1
e ""A"X . .
d,(X) =————— pourx réel> 0, et 0 sinon.
(n-1)!

Pour la démonstration, faisons un raisonnementgearrrence :

. La formule est vraie pour = 1, puisque pou$, = X;, on a la loi exponentielle
de parametre, et 'on a biend;(x) = A e,

. Supposons la formule vraie a un rangt montrons qu’elle reste vraie au rang
n+l:

S+ =S + Xh1, OUS, @ pour densitél, par hypothése de récurrenceXgt; a pour
densitéd; ; ces deux variables étant indépendantes. La éahs8,., est alors :

D) = [ dy(Hdh (%= 9 i



Commedy(t) est nulle pourt négatif, on a aussD(x):J'o+oo d,(Hd(x-9dt, et

commed;(x —t) est nulle pout > x, il reste D(x) :I: d,(t)d(x= 9 dt

-t n-1 “AXyn+l A Xy nrl
A R e i
(n-1)! (n=1)! 7Jo (n-1! n
—-AX 3+l n
e’ ATX
= n! :dn+1(x)

On a bien trouvé la formule au rangl.
Loi de Poisson et lien avec la loi exponentielle

Rappelons qu’une variable aléatoire dischetebéit a la loi de Poisson de parametre
. . 5 A . . s
A (réel positif) lorsque p(X = k) = €* o aveck entier naturel supérieur ou égal a 0.

Son espérance d5(X) = 1 et sa varianc¥(X) =

Reprenons la somm&, de variables aléatoires exponentielles du paragrap
précédent, toutes avec le méme paranigteeintroduisons la variable aléatoire discréte

N, telle que :

=le plusgrand de& (entiees 1)tels gGe< , etN =0 lorsquexX;> 1.

1) Montrer que poun>1 I'événemenN > n équivaut &, < 1.

L’évenementN > n signifie que le plus grand dkdels queS, < 1 est au moins égal a
n, ce qui se résumeR < 1.

2) Montrer queN obéit a une loi de Poisson de paramétfeour cela :

i
a) Montrer que p(S§,;;<1)=1- Z e’ /1— pourn > 0. On utilisera pour cela la
j=0 !

formule de Taylor avec reste intégral :

& = ZJ' je“t dt (n>0).

Divisons la formule précédente pdr:el= Ze‘” A I — dt puis faisons le

changement de variable=t/ 1 - u=1t dans I mtegrale

A/‘J —A /]n ltn _/] n+ltn n
1Ze +j ”n! dtdouj “ndtljzoeT

Sous I mtegrale on retrouve la densité3ie, et finalement :

p(S1 <) = 1- Z ‘“j_



n i
b) Montrer quep(N<n) = Z e’ )I—| pour toutn > O.
=0 I’
. Pourn=0,p(N<0) =p(N=0) =p(X; > 1) =1 -p(X;<1)=1-(1-¢&"
="egrace a la fonction de répartition de la loi
exponentielle. La formule est bien vraie au rang 0.
. Pourn> 1, on sait que
n i
Pp(N2n+l)= p(§,;,<D)=1- Z & A—I Par complémentarité
j=0 I’

n AJ
P(Ns )= z et =
/]n
c) En déduire quep(N=n)= ¢&* -l
n
P(N=n)= p(N< H- ff N nrl)= &2 La variable aléatoir&J suit bien une

n!
loi de Poisson de paramétre

Comment avoir la loi de Poisson a partir de la louniforme

On commence par voir ce qui se passe avec le pramage X3, qui suit la loi
exponentielle de parameétie en utilisant le lien entre la loi exponentielle la loi
uniforme sur [0 1]. Cela revient a faire un premntiemgeU; de la loi uniforme, et de
prendre — In0;) /A. Si—In U1) /2> 1, ce qui revient a Iy <-4 ouU;<e™ on
ramene 0.

k InU.
Sinon on cherche le plus grakdel queS, < 1, c’est-a-direz— L <1, ou bien:
j=0
k _ K K 3,
Y InU; = -4, soit In[JU; -4 ou encore|_|Uj >e
j:]- ]:1 J:l
D’ou la fonction ramenant une variable aléatoiré suit la loi de Poisson de
parametré :

int vapoisson(void)
{ float product; int k; /*on se donne en globekpo = exp(-lambda) ; */
k=0;
product=rand01();
while(product>=expo) {k++; product*=rand01();}
return k;

}

Programme (allégé) donnant I'histogramme de laéPoisson, d’une part grace a la
k

formule théoriquep(N = k) = &7 % et d’autre part grace a la simulation par leiai

de la loi uniforme :



int main ( int argc, char** argv )

{
expo= exp(-lambda);
srand(time(NULL));
SDL_Init(SDL_INIT_VIDEO);
ecran=SDL_SetVideoMode(800,600,32, SDL_ HWSUREfSDL_DOUBLEBUF);
blanc=SDL_MapRGB(ecran->format,255,255,255);
noir=SDL_MapRGB(ecran->format,0,0,0);
rouge=SDL_MapRGB(ecran->format,255,0,0);
SDL_FillRect(ecran,0,blanc);
ligne(xorig,yorig,xorig+500,yorig,noir);
ligne(xorig,yorig,xorig,yorig-300,noir); #Fepere*/
y=expo*zoomy, /histogramme de la loi de Poisson théoridglie
for(k=0;k<8; k++)

{ rectangle= SDL_CreateRGBSurface(SDL_DOWEBUF,10,y,32,0,0,0,0);
position.x= xorig+zoomx*k; position.y=yg-y;
SDL_FillRect(rectangle,NULL,rouge);
SDL_BlitSurface(rectangle,NULL,ecran,&jims);
y*=lambda/(float)(k+1);

}
for(i=0; i<NBEXP; i++) { nbf [vapoisson()]++; }
for(k=0; k<8;k++) Mistogramme experimentél

{ proba=(float)nbffk]/(float)NBEXP;
rectangle=SDL_CreateRGBSurface(SDL_DOUBLERLD,proba*zoomy,
32,0,0,0,0);
position.x= xorig+zoomx*k+10; position.y=yg-proba*zoomy;
SDL_FillRect(rectangle,NULL,noir);
SDL_BlitSurface(rectangle,NULL,ecran,&pdit);

}
SDL_Flip(ecran);

pause(); return O;

l| “l

Lll.._

Histogramme de la loi de Poisson paur 0,5, 41 = 1, etl = 1,5, théorique en rouge,
et expérimental en noir.




Une méthode générale pour simuler une loi quelcongu

Cette méthode vaut aussi bien pour une loi disarééepour une loi continue. Nous
allons traiter un exemple, celui de la loi de Passqui est une loi discrete, étant
entendu qu’il en serait de méme pour une loi comgimu’il suffit de discrétiser.

On part de l'histogramme de la loi de
‘ Poisson avec ses probabilités pour chaque
2

valeur entierd, soit :
k

.
0123456 p(x=k=e‘”%.
\ Sachant que la éomme de ces probabilités

vaut 1, on multiplie ces probabilités par 1000,
la longueur de chaque barre de I'histogramme
devenantengti{k]= 1000.%p(X = k). Puis on
met ces barres en succession 'une derriere I'alatlengueur totale étant 1000, comme
indiqué sur le dessin. Il suffit alors de tirer nombre au hasard entre 0 et 999, soit
randon{1000), suivant la loi uniforme pratiquée par I'orateur, et de noter le numeéro
de la zone ou tombe ce nombre (voir dessin). Ceénuiisuit la distribution de la loi de
Poisson. On en déduit le programme :

L 0 1L 1 1 2 'l 3 l4>l_51.|6
¥ 1 T T ra

On se donne lambda et le nombre d’expériences NBEXP
int main ( int argc, char** argv )
{ intik,vaU1000; float y,proba;

expo= exp(-lambda);

srand(time(NULL));

SDL_Init(SDL_INIT_VIDEO);

ecran=SDL_SetVideoMode(800,600,32, SDL_ HWSUREfSDL_DOUBLEBUF);

SDL_FillRect(ecran,0,blanc);

ligne(xorig,yorig,xorig+690,yorig,noir); ligr{xorig,yorig,xorig,yorig-300,noir);

y=expo; length[0]=1000.*expo; /*gorrespond (X =Kk) */

for(k=0;k<15; k++)

{ rectangle= SDL_CreateRGBSurface(SDL_DOUBLHBEBLD,y*zoomy,32,0,0,0,0);
position.x= xorig+zoomx*k; position.y=yorigFzoomy;
SDL_FillRect(rectangle,NULL,rouge);
SDL_BlitSurface(rectangle,NULL,ecran,&pasit);
y*=lambda/(float)(k+1); length[k+1]=1000.*y

}

for(i=0;i<NBEXP;i++)

{
vaU1000=random(1000);
k=0;
while(length[k]==0) k++;
while(length[k]>0 && vaU1000 - length[k]>3d vaU1000-=length[k]; k++; }
nbf[K]++;

}
for(k=0; k<12;k++)

proba=(float)nbffk]/(float)NBEXP;

rectangle= SDL_CreateRGBSurface(SDL_DOUBLEBI®Hproba*zoomy,32,0,0,0,0);
position.x= xorig+zoomx*k+10; position.y=yg-proba*zoomy;
SDL_FillRect(rectangle,NULL,noir);



SDL_BlitSurface(rectangle,NULL,ecran,&pdmit);
}
SDL_Flip(ecran);

pause(); return O;
}

float randO1(void) { return (float)rand()/((flo®AND_MAX+1.) ; }
int random(int n) { return (int)( rand01()*(floj) ; }

LI,

Distribution de la loi de Poisson (théorique eté@xpentale) pout = 0,5,4 = 1,
A=2,1=6

Remarque finale : a propos de la loi de Poisson

La loi de Poisson, du nom de Siméon Denis Poissomégs 1800), intervient
essentiellement dans deux configurations :

. Elle s’applique aux phénomenes considérés comnes,rpar exemple le taux
de pannes dans une entreprise de production despiéicle nombre de défectuosités des
pieces produites. En effet, la distribution de Bais foncierement asymétrique mais de
moins en moins, comme l'indiquent les histogrameiedessus, tend a ressembler a la
loi binomiale lorsque son paramefraugmente. Plus précisément, on démontre qu’'une
suite de variables aléatoir¥g obéissant a la loi binomiak(n, p) ou p varie avem de
fagcon quenp tende vers une limite pourn infini, converge en loi vers la loi de Poisson
de parametrel. On considere que I'on obtient une bonne apprakon de la loi
binomiale par la loi de Poisson des que I'effentdst supérieur ou égal a 50, que la
probabilité d’occurrenceg d’'un évenement (rare) est inférieur ou égal a & Quenp
est inférieur ou égal a 15. Voici un exemple :

Une entreprise fabrique des piéces dont 1% en nmeysont défectueuses. Lorsque
400 pieces sont sorties, on désire savoir la piibtéatpu’il y en aitk défectueuses parmi
elles (avedk entier> 0).

En prenant pouX le nombre de pieces défectueuses parmi les 408, \aiable suit
une loi binomiale de paramétnes: 400, efp = 0,01. D’ou

p(X = k) = CG,,0,0% 0,99°. Un tel nombre est difficile a calculer. Aussilig-
t-on I'approximation par une loi de Poisson de patienp = 4, puisqu’on est bien



k
dans ce cas, avec> 50,p < 0,1 etnp< 15. Finalemenp( X = k) = 54%. Par exemple

p(X=4)=0,195: il y a 19 chances sur 100 de tonsher4 pieces défectueuses parmi
les 400.

. Elle s'applique aussi a des phénomenes qui s'westridans une certaine
durée, par exemple le nombre de communications darrgseau téléphonique durant
un tempst, ou le nombre de personnes sortant d’'un aérogodant un temps(sous
réserve que cet aéroport fonctionne nuit et jdtm)appelant ce nomb» on considere
gu'il suit une loi de Poisson de paramétre propariel at, soita t. En effet, on constate
notamment que la probabilité que ce nombre soit snit p(X = 0) peut étre élevée
lorsque le temps$ choisi est bref, et que cette probabilité deviaittle lorsquet est
grand, ce qui correspond a I'évolution de I'hiseogme de la loi de Poisson.

Prenons I'exemple de l'aéroport : le nombtede voyageurs sortant de I'aéroport
pendant un intervalle de tempsobéit a la loi de Poisson de paramédrd, soit

k
p(X=k=e¥ (akt? . Maintenant, l'intervalle de tempsétant donné, de l'instant 0 a

instantt par exemple, on désire connaitre le temga partir de l'instant 0) qu’il faut
attendre pour voir sortir le premier voyageur. [BaemeniX = 0, signifiant qu’aucun
voyageur n’est sorti pendant le tenipéquivaut au fait que le temps d’attente de sortie
du premier voyageur e$t>t, T étant une variable aléatoire continue.

p(T>t)=p(X=0)= e, dou pT<t)=1-e?, avect positif, la probabilité
p(T < 0) étant évidemment nulle. On reconnait la igganentielle de paramétee On

vient d’établir un lien entre la loi de Poissonl&tloi exponentielle comme temps
d’attente.

. Enfin signalons que la somme de deux variablesailesén indépendantes, de
paramétres respectifset,, suit aussi une loi de Poisson de param@tre. *

! La fonction génératrice de la loi de Poisson dampeatrel estG(2) = €D 0on sait que la
fonction génératrice associée a la somme de deiebles aléatoires indépendantes est le produit de

leurs fonctions génératrices, soit & (=

D= @*(ZD on trouve bien une loi de Poisson de

parametre, + u.



