Mots de longueur donnée a base delettres,
et fonction génératrice

Considérons les mots de longueur a base deP lettres, avecn entier positif.
1) Combien existe-t-il de tels mots ?

La premiere lettre du mot est I'une dedettres, soitP cas. A chaque fois il en est de
méme pour la deuxiéme lettre, et ainsi de suitendrabre des mots B,

2) Combien existe-t-il de mots de longueum ne contenant qu'une seule
lettre ? Combien s’ils n’ont que deux lettres difféentes ?

Si les mots sont tous formés avec la méme letpétée, il y & mots, autant qu'il y
a de lettres possibles.

Si les mots de longueur contiennent seulement deux lettres différentesque
impose > 2, on commence par choisir ces deux lettres,Gditas. Une fois les deux
lettres choisies, il s'agit de former tous les mugscontenant qu’elles. Il existé @ots
a base de deux lettres, mais parmi eux il fautvenleeux qui ne contiennent qu’une
seule des deux lettres, soit deux mots. Finalemeendbmbre de mots cherchés est’C
(2"-2).

3) On suppose dans cette question que = P. Combien existe-t-il de mots
contenant toutes les lettres ? Combien en existetteontenant exactementK desP
lettres ?

Les mots de longuel contenant le® lettres ne sont autres que les permutations de
P éléments, leur nombre &3t

Supposons maintenant qu’ils contienniériettres, ave& entre 1 eP. Commencons
par choisirK lettres parmP, soit Cs* cas. Puis plagons-nous dans un de ces cas. Pour
connaitre le nombre des mots aykrettres données, plagcons-nous dans le contexte de
la formule du crible, en considérakitpropriétés, la propriété, aveci entre 1 ek,
signifiant que la lettré n’est pas présente dans le mot. Le nombre des chetshés
est:

S-S+S— ...+ (1f &
(nous utilisons les notations du liviéombien 1-Combinatoire, chapitre sur la
formule du criblé.

lci S =K" S =Cl(K- 1f, S =C*K-2f, ..., S1=C MK - K-1))°, & = 0.
D’ou le nombre de mots :

C(KP—Cl(K - I +C]K=2F = ... + (= 1f G MK = K = 1))

Par exemple polP = 4, le nombre des mots e$t=4256, et ils se divisent en quatre
catégories:
. ceux contenant une seule des 4 lettres, soit 4 mots



«  ceux contenant exactement deux lettres,Ggi(2* — 2) = 84

s ceux contenant exactement trois lettres, spit® — 3.2 + 3) = 144
«  ceux contenant les quatre lettres, saft(@ - 4.3 +6. 2 —4) =24
Le nombre moyen de lettres présentes dans cesastals/.

P . .
Remarquons au passage la formuE(—l)J CL(P- j)P = P!
j=0

4) On suppose dorénavant que les mots sont fabriquésu ehasard. Cela
revient a prendre une urne contenanf’ boules numérotées de 1 B, et a effectuer
n tirages successifs avec remise de la boule a chaqtois, ces tirages étant
équiprobables. En notant les numéros des boules s@ssivement tirées, on
retrouve les mots de longueum a base deP lettres. On appelleY(n) la variable
aléatoire correspondant au nombre de lettres (numés) présentes dans ces mots
de longueurn.

a) Calculer les probabilitesp(Y(n) = 1) etp(Y(n) = 2).
Chaque mot a autant de chances d’étre obtenu qatdre. Dans ce contexte

d’équiprobabilité, la probabilité est le nombre abes favorables sur le nombre de cas
possibles. En utilisant les résultats du 1° et Ywa trouve :

P 1
p(Y(n) =1) = o prd
p(Y(N)=2) = %

b)  Calculer p(Y(n)) = n) lorsquen est inférieur ou égal aP.

Les cas favorables sont constitués par les motdodgueur n ayant n lettres
différentes. Cela revient a prendre les arrangesnaen lettres prises parnfit, soitAp".
D’ou la probabilité :

Y
p(Y(n) =n) on

c) Etablir une relation de récurrence entre le nombrede motsM(n + 1,k) de
longueur n+1 et ayant exactement k lettres présentes, et leembres M(n, k) et
M(n, k — 1) de mots de longueumn et ayant respectivementk et k — 1 lettres
présentes.

LesM(n + 1,Kk) mots de divisent en deux catégories, selon letmidre lettre, la+1
eme..

. Si la derniére lettre est déja présente dans te desmot qui est de longuear
(aveck lettres présentes), il ykadernieres lettres possibles. On trouve agi, k) k
mots.

. Si la derniére lettre n'est pas déja présente kareste du mot de longueniet
qui contientk — 1 lettres différentes, il reste a choisir paurderniere lettre une lettre
autre que lek— 1, soitP —k + 1 cas. D’ou le nombre de motdi(n, k— 1) P —k + 1).

On trouve finalement la relation :



M(n+ 1,k) =kM(n, k) + (P -k + 1)M(n, k—1)
d) En déduire une relation de récurrence entre probabités
On a, grace a la relation précédente :

p(Y(n+1) = K= M(g:;ll’k): kM(n, k)+(PF—,n+k1+ 1) M(n k1)

=S POY(D = B+

k+1 _
= Y 0= k1)

5) On prend la fonction génératrice G,(X) associée a la loi de probabilité de

+00

Yn, SOit G,(X) = Z pY(n=1R X', mais comme cette somme infinie se termine par
k=1
des 0, il suffit de prendre le polynéme eiX :

=]
G, (X) :Z pY(n= R X (quelgues-uns des termes de plus haut degré peuvent
k=1
aussi étre nuls lorsquen < P). En utilisant la relation de récurrence précédert,
déterminer Gy+1 (X) en fonction deG,(X) et de sa dérive&s’ ,(X).

P
Constatons d’abord qués', (X) :Z kY 9= B X. En appliquant la formule

k=1
du4-d:
P
Gra(X) =D p(Y(r+1)= B X
k=1
P P _ _
:ng(v(r»: k)xwzw € n= k1) X
k=1 k=1
P Blp-k

=X T kpY(D= XY P gy pe g K
k=1 k'=0

Dans le premieZ, on voit apparaitre la dérivée, et dans le deugi&ron a procédé
a un changement de variable

:le-n(xhip;k'p(v(r): K) X*k =k-1.
P = P

Dans leX, on a enlevé le terme avi&c= 0, puisqu’il est nul, et I'on a rajouté le
terme aved = P, qui est nul lui aussi. Si I'on fait cela, c’esans$ le but de voir
apparaitre les fonctions génératrices, comme celsewpréciser maintenant, en cassant
le 2 en deux.

X P . x2 P 1
=26+ XY (Y= B X -2 kpyyE kK
P k'=1 P k'=1
_ X RS
_FG Z(X)+ X G/(X) ?Gn(x)
X - X?

Gn+1( X) =

Gh(X)+ XG(X



6) Appelons E(Y(n)) la valeur moyenne (ou espérance) de la variable
aléatoire Y(n). Utiliser la formule précédente pour trouver une relation de
récurrence entreE(Y(n+1)) etE(Y(n)). Puis donner la formule explicite deE(Y(n)).

On sait queE(Y(n)) = G’'n(1). Comme on a aussi besoinE®(n+1)) =G’ n+1(1), on
est amené a dériver la formule précédente.

_y2 _
X=X G (0+1725 @ (9+ XG( ¥+ G( ¥

G'hu(X)=

Faisons maintenat = 1. La dérivée seconde a le bon goQt de dispeyait on sait
aussi quésy(1) = 1. ll reste :

E(Y(n+1)):—% BV )+ B Y )+1

:PT_lE(Y( 7)) +1

On reconnait la relation de récurrence d'une saitthmético-géométrique, de la

P-1 e , . .
forme un+1 =Qquy +1, aveqq = 5 Son point fixe est égalR Introduisons la suite

(vn) telle quev, = u, —P. Par soustraction, on trouve :
Un+1=QUn +1

P =qP+1
Vh+1 = Vn La suite\()) est géométrique, sa forme explicite st q" ~ v, avec

vi=u—P.Ainsiun—=P=q" " '(w-P)ou uy=0q ! —P) + P. Avec ici

u; = E(Y(1)) = 1, 'espérance est égale a :

_\n1 o an
s =21 a-me e O {1_( L= }

P

7) On prend ici n = P. Faire le programme qui permet d’avoir E(Y(P)). Pour
cela on réalise un grand nombrdNBE d’expériences. Chaque expérience consiste a
faire P tirages répétés avec remise dans une urne qui ca@rit P boules numérotées
de 1 aP. A chaque fois, on compte le nombre de numéros tifents obtenus. En
cumulant ces résultats de chaque expérience, et éisant ce cumul par le nombre
NBE d'expériences, on trouve la moyenne demandé&(Y(P)). Constater
expérimentalement que le rapportE(Y(P)) / P décroit lorsque P augmente, en
ayant tendance a se stabiliser sur une valeur linet que I'on précisera.

Au cours de chaque expérience Betirages, on utilise un tableafait]] mis
initialement a 0. Lorsqu’un numércest tiré, on met la cadait[i] a 1. Lorsque le®
tirages sont effectués, la somme des 1 de ce talleane le nombre de numéros
différents. On trouvera ci-dessous la partie sgigtée du programme.

On se donne le nombre d’'expérien®tNBE, ainsi que la valeur d®. Comme les numéros
vont de 1 &, le tableaufait[] doit étre déclaréint fait] P+1], la case 0 étant inoccupée

cumul=0;
for(experience=0;experience<NBE;experience++)
{ for(i=1;i<=P;i++) fait[i]=0;



for(tirage=1; tirage<=P; tirage++)

{ numero=1+random(P); faitinumero]=1; }
compteur=0;
for(i=1;i<=P;i++) if (fait[i]==1) compteur++
cumul+=(float)compteur;

}

moyenne=cumul/(float)NBE;
printf("\nN= %3.d valeur moyenne/P=: %3.4f ",P,moge/(float)P);

Le rapport E(Y(P)) / P passe de 0,65 po&r= 10, a 0,634 pou? = 100, et 0,6324
pourP = 500. Il se stabilise sur une valeur de cet ordre

8) Calculer la valeur limite de E(Y(P)) / P en utilisant le résultat du 6°.

- Cpa (P oy EYP) P_—ljp
On sait quee(Y(P) =P (1 ( 5 J ) ou P =1 ( 5 ).

P 1
- PIn(l-=) , _—
Or (PTl) =e = Pet lon sait que pourP grand: In(l—%)z—%. Ainsi

P
(—PP 1) tend vers%. Le rapportE(L( R tend vers 1 —i, soit 0,6321.

Remarque finale On savait que [I'utilisation de fonctions génédcals était
particulierement efficace dans les problemes depsediattente. On a la un exemple
différent, ou a défaut d’étre connue explicitemdatfonction génératrice permet de
calculer I'espérance.



