MATHEMATIQUES DE L'INDE ANCIENNE
des années 500 a 1600

L'age d’'or des mathématiques de I'Inde anciérsgesitue en gros entre les années 500 et 160k Btoide se réduira a
cette période particulierement faste, et se coneensur la combinatoire, sur I'arithmétique etlesrsuites et séries.

1. Quelques grands mathématiciens de la période skique

¥ Aryabhata

Aryabhata, années 500, le précurseur des mathématiqueshimeli. Dans les siécles qui suivent, 18 commestaineat
faits sur son oeuvre Aryabhatiya

Bhaskhara | (600-680). En 629, il écrit des commentaires ‘Simylbhatiya

Brahmagupta
Brahmagupta (598-670)

Sridhara (autour du 9¢ siécle)
Mahavira (années 800)

% Bhaskara Il
Bhaskhara Il (1114-1185)

Narayana Pandita(1340-1400)

! bans un premier temps, j'avais titré ce documemiathématiques indiennes « . C'e(it été faire prelevenalhonneteté intellectuelle. Car
I'Inde ancienne, c’est non seulement 'Inde d’awgihwi, mais tout autant le Pakistan, le Bengladésh\Népal, voire une partie de
I'Afghanistan. Cela n’'empéche pas I'historien indi€.G. Joseph d'intituler son dernier livre, pallears trés intéressant, Irdian
Mathematics». Il se préte ainsi a la critique faite par ARBii dans les années 1000, a propos de ses cdllégathématiciens indiens :
ceux-ci ont tendance a considérer qu'« il n'eshdghématiques que la leur ». Peut-étre faut-il 2oifinfluence du systéme hiérarchique
des castes, avec en dessous d’elles les intoushable



Madhava de Sangamagramma

Madhava de Sangamagrammg1340-1425) fonde 'école de mathématiques ettidiasmie du Kerala.
Nilakantha Somayagj (1444-1544), le plus connu des mathématicieridele de Kerala.

Seuls Sridhara et Mahavira sont exclusivement madihiéiens, les autres sont aussi astronomes.
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Al Biruni
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Citons enfinAl Biruni (973-1048), originaire de I'actuel Ouzbékistanit aisonnier par le sultan Mahmud de Ghazni
(en Afghanistan) lorsque celui-ci meéne sa prem@éqeédition militaire jusqu’en Inde (il en fera 1) devient vite une
autorité du régime, et réside de longues annédadm Al Biruni est un savant encyclopédiste, lisanssi bien bien les
textes grecs que ceux en sanskrit. Il a non seulecmcentré les connaissances venant de larggohsr mais les a aussi
transmises de I'est vers l'ouest et de I'ouest Vers? Il traduit notamment les textes d’Euclide et delémée en sanskrit.
Son profond intérét pour la culture indienne nepaa sans certaines réticences. Il estime quetdaalitire mathématique et
astornomique indienne est un « mélange de pierésiguses et de verroteri€ ¥oici une anecdote & son sujet :

Le sultan Masud, fils de Mahmud, offre au savdrBiAuni le poids d’'un éléphant en piéces d'argebelui-ci décline
le cadeau : « Ce présent m'éloignerait de la sciedegnais je ne troquerai la pérennité de mon sasoientifique contre
I'éclat éphémeére du clinquant, car les sages sagaatl'argent passe vite, tandis que la sciencteres

Le manuscrit Bakhshali, découvert en 1881 prés dind¥ear (Pakistan actuel), est le plus ancien documestant
ayant trait aux mathématiques indiennes. Il congrah feuilles a base d’écorce de bouleau. Sa dateaertaine, entre le
9¢e siecle et le 12¢ selon certains, mais en arrglgsa contenu, il pourrait étre la copie d'un nsmit plus ancien datant du
3é ou 4¢é siecle. D’ailleurs certains historiensend le datant méme des années 600, voire dessaRd@e

La transmission du savoir mathématique se fait @@m#u par voie orale. Certains textes sont écritsamrskrit, et
constitués deutrasen vers, trés hermétiques a cause de la compmedsiteur formulation. Cela permet aux disciples de
maitres de les apprendre par coeur, de génératiogéeération. D'autres mathématiciens se chargirst fard de les
développer pour les rendre plus compréhensibleleseiliustrant par de nombreux exemples. Pouegeaiton, de nombreux
textes mathématiques indiens sont appelés « corairend d’oeuvres plus anciennes. Mais il exisssiaune transmission
par écrit, utilisant essentiellement des feuillespdlmier, qui sont d’abord imperméabilisées. Fesstextes y sont gravés
avec une aiguille, les rainures étant enfin renspdieec de I'encre ou des pigments.

Dans ce qui suit, nous n'abordons que certainscespes mathématiques, ceux qui nous ont sembf@ussoriginaux.
Nous n’aborderons pas les problémes de géométrigrasie, ni les problémes classiques de calcgh&ons toutefois que
les problémes posés sont souvent imagés et pleifenthisie, de fagon a captiver I'attention dudac.

Comme ce probléme posé par Sridhar®urant une querelle d’amoureux, un collier est Briavec un tiers des perles
qui restent éparpillées par terre, un cinquiéme tpmbe sur le lit, un sixieme qui est ramassé pag servante, et un
dixieme ramassé par I'amant. Six perles restentesgollier. Combien le collier avait-il de perl@s» (la réponse est 30).

Ce probléme est repris par Mahavira Par une nuit de printemps, une jeune femme est m@usement blottie contre
son mari dans une grande maison blanche commenks kentourée d’un jardin rempli d’arbres gorgésfdsts et de fleurs.

2 cf. le Courrier de I'Unesc- 1974, numéro spécial consacré a Al Biruni.

% Cela lui est reproché de nos jours par Ihistoirtien G. G. Joseph [JO0S2016], qui pense qu’ALiiim’a pas bien compris le
sanskrit scientifique exprimé en vers.



Le lieu est bruissant des sons suaves des permgdes coucous et des abeilles enivrées de mies Macours d'une
querelle amoureuse, le collier de la dame se dé&tathes perles s’éparpillent alentour. Un tiers @gupéré par la servante
assise a proximité, un sixieme tombe sur le mat&amoité de ce qui reste, puis la moitié de cergste apres, et ainsi de
suite six fois, restent éparpillés sur le sol. &icollier brisé ne restent que 1161 perles. Oh raprour, dis-moi vite le
nombre de perles du collies. Le résultat, 148 608 perles, illustre la fargaidu probléme, loin de la froide logique
mathématique, tout en montrant une certaine fasempour les grands nombres.

2. Combinatoire

Dans les années -200, Pingala, considéré commieéanidien de la musique, calcule le nombre de fagEnmélanger
deux types de sons, longs et courts, dans une citigpopoétique de trois sons, ce qui fait, enimligtant les cas : 1, 3, 3, 1.
Plus tard, vers les années 1100, Halayudha comniesitgavaux de Pingala et explique comment éalée lignes de
nombres dans un triangle, correspondant a ce guappelle en France le triangle de Pascal, dhtiitlile « escalier du mont
Meru », un mont mythique pour les Indiens, a l'imaty mont Olympe pour les Grecs. Il s’agit |a despéres notions de
combinatoire, & base de linguistique mathématitjue.

Mais le plus original est I'apparition de problénmmmbinatoires liés a la vie courante. Dans urté&rde médecine,
progressivement élaboré entre les années -5000eted@ittribué notamment a Sushruta, on trouvel'guepeut faire 63
combinaisons a partir de mélanges de six savdarser, le salé, I'acide, le sucré, le piquantsitangent, en en prenant une,
deux, trois, etc. Il s’agit en effet de

Cé+ CP+ G+ G+ G+ CP=6+15+20+15+6 + 1.

Dans les années 800, Sridhara traite le méme erepiyd précisément et donne la formule généraledebinaisons
CPl=n(n-1)O-2)..0-p+1)p!.

Vers 1150, Bhaskara Il pose cet exercice :

Un roi vit dans un splendide palais qui a 8 grangewmtes construites par d'ingénieux ouvriers powssarer la
ventilation des piéces. Selon qu’elles sont ousastefermées, combien y a-t-il de types de veietilgtossible ?

En ajoutant les nombres de combinaisons pour urte paverte, deux portes ouvertes, etc., il arsiveésultat de 255.
Il est sous-entendu que le cas ou toutes les pset@sent fermées n'est pas pris en compte, puisgy’a alors aucune
ventilation.

Il ressort de la que les savants indiens ont netténmsisté sur I'aspect dénombrement, apparemmpiestque leurs

homologues arabes ou plus tard européens qui etispavent privilégié I'aspect algébrique, les camatsons devenant les
coefficients binomiaux.

3. Au-dela des suites arithmétiques

Aryabhata traite les suites arithmétiques dans teate Aryabhatiya Selon les commentaires qu’en faits plus tard
Bhaskara I, on aboutit notamment a ce genre de al@yeinents :

« Etant donnés le premier terraale la suite, sa raisam et la somme de ses termes, trouver quel est le nombdes
termes. Il aboutit a la formule :

\J8rS+(2a-r)* - 2a
n =;( ( ) 1)
2 r
Bhaskara | prend I'exemple avac 5,r = 7 etS= 95, et il déduit de la formule= 5. De son c6té, Sridhara traite le cas

aveca = 20,r =5 etS= 245, ce qui donne = 7. Cette formule sous-entend que la résolutionedéquation du second degré
est bien connue.

« Bhaskara | démontre aussi la formule classiquéassmmme des cubes :
13+ 22+ ... +n®= (1 + 2 + ... 1)? grace & une méthode originale :

P+2+ .. +n°=1+@B+5)+(7+9+11) + ...
+(IHn-1)+(BM(n-1))+..+(B-1+n(n-1)))

4 Dans IAtlas des mathématiquéiisre de poche 1997), on peut lire : « L'analysenbinatoire est née de I'étude des jeux de hasard »
Il est vraisemblable que les probabilités se sorgées dans les temps trés anciens a partir desgewex comme les osselets, mais cela n'a
pas empéché la combinatoire de suivre une voier@rapdépendante du calcul de probabilités. Sigrsalque des probléemes de
dénombrement liés a la linguistique apparaissesgiacomme en Inde, en Chine et dans le monde-analsalman.

® Le résultat 255 est aus$i-21, ce - 1 provenant du fait que 'on ne compte le cas oul il N’y a aucune ventilation.



en utilisant la formule sur la somme des termeseal'suite arithmétiqu.

Celasécritdonci+ 22+ ... +n°=1+3+5+7+9+ 11 + ... Ai(n + 1) — 1). Sachant que la somme Nesremiers
nombres impairs est 1 + 3 + 5 + ... N(2 1) =N?, et que dans le cas présent, le nombre de tershblsel + 2 + 3 + ... A
=n(n+1)/2, on trouve la formule cherchée.

3.1. Nombres triangulairesT, =1 + 2 + 3 +...4n

Au 15¢é siecle, Narayana reprend les résultatsesundmbres triangulaires et les généralise. Il ceno® par donner une
démonstration géométrique de la formule de base :

Zk:Tn _n(n+1)
2

k=1

Pour ce faire, il prend le nombiig = 1 + 2 + ... +n, appelé nombre triangulaire de fagon
imagée, en le représentant par des barres pasgessur l'autre, dont la longueur augmente d’'une
unité de haut en bas. Sur la figure, la surfacgeoeprésent€, = 1 + 2 + 3 + 4. En construisant le
rectangle de base et de hauteun + 1, celui-ci englobe deux fois le nombre triarmind T,, (en
rouge et en bleu sur le dessin paur 4), d'ou la formul€eT,, =n (n + 1) / 2. En faisant une lecture
colonne par colonne, on retrouve la méthode deGaus

Puis il procéde a une généralisation de la formule

n
zk:Tn _n(n+1)
k=1 2
n p n n

- _~ P(p+1) _ n(n+1)(n+ 2)
ZZK_ZTP_ 2 - 2% 3
p=1k=1 p=1 =1

Dk(k+1)(k+ 2) _ n(n+ 1h(n+ 2)(n+ 3)

222k=2

= 2x3 2x 3x 4
k(k+1)(k+ 2)(k+ 3) _ n(nt 1)(nt 2)(n- 3)(+ 4 (>1)

n
Z 4! 5!

Et pour illustrer I'utilité de ces formules, il ppsin probleme assez coriace, mine de rien.

Le probleme de la vache

Une vache donne naissance a un veau chaque annégueCheau, aprés trois années, devient une vaaheadio
naissance a un veau chague année. Combien a-tvaltes et de veaux au bout de 20 années ?

Les enfants de la vache sont au nombre g&¥ 20.

Les enfants des enfants de la vache sont au nafely&) =T, = 17x18
Les enfants des enfants des enfants sont au ncdals;,rlg) :M
2x3

Et ainsi de suite :
11x12x 1% 14

4) _
Vit = 2x3x 4
V) :8><9><10>< 1x 12
8 2x3x 4x 5
VS(G):SXGX 7x 8% 9% 10
2x3x 4x 5x 6
V2(7):2><3><4><5>< 6x 7 &
2x3x 4x 5x 6% 7

Par addition de¥, on trouve 2744. En ajoutant la vache initialéa éait 2745 vaches et veaux

® En effet, lep*™*terme, qui est lui-méme formé d’'une sommedéEments egip + Uy +2) + (b +4) + ... + o+ 2 p— 1)) aveas
=1+p(p—1), etil vaup w +p (p— 1) =p® aprés simplification.

" Pour calculeS =1 + 2 + 3 +...+ 100, K. F. Gauss avait utiligériture a I'enversS= 100 + 99 + ... + 1, et ajouté les deux égalités
précédentes colonne par colonne pour trouger 200 X 101.



Un peu plus tard, c’est en utilisant ce méme gderbarres que Nilakantha Somayagi fait la dématisttle la formule :
Z”:k(kﬂ) _N(n+ (™ 2) ou encore :

a2 6

1X2+2X3+3X4+...+n(n+1)=n(n+1)(+2)/3, ouencore

3(AIX2+2X3+3X4+...+n(n+1))=n(nh+1)(+2)

Pour ce faire, il utilise des plaques de longuetirl, de largeuk et de hauteur 1, de volurkgk + 1). Une telle plaque
représente deux fois le nombre trianguldigePuis il prend le pavé dont les cotés mesument+ 1 etn + 2.

Dans ce pavé, il commence par placer trois plagueg+1), I'une verticale, et les
deux autres posées sur le sol, comme indiqué siedsin poun = 4. Cela étant fait, il
reste a remplir un pavé de cotés 1,n etn + 1. Il suffit de refaire comme précédemment
avec trois plaquesi- 1) X n, pour se retrouver avec un pavé vide de volume2) (n -

1) n. Et ainsi de suite. A la fin du remplissage aves plaques de plus en plus petites, on
arrive a la formule cherchée.

n+l

-_—
n

Mais on ne peut plus utiliser le méme genre d’amguis géométriques (il faudrait passer en 4 dimes$igpour
démontrer la formule de I'étape suivante :

Zzzk :Zn: k(k+1)(k+2) = n(n+ (- 2)(n+ 3). Celle-ci peut seulement étre considérée commeolenmement
=1 2x3 2x 3x 4

de la formule précédente.
Digression

Ce genre de méthode géométrique indienne, qui f&gi adilisée par les grecs, les arabes et les shdans les temps
anciens, donne plusieurs idées.

« Comment obtenir la formule des carrég:+ 22 + + _+ nz:%@nﬂ), a partir de la formule sur la somme

des nombres triangulaires ?

Cette formule des carrés est bien connue, notammaenilarayana et de Nilakantha, mais je n'ai pasvé&ode
démonstration qu'’ils auraient pu faire de cetterigle. En voici une, qui était tout a fait & leurtge :

En prenant un carré desurn, on constate aussitdt qlig; + T, = n?, comme sur la figure pour
n=4. On en déduit que :

P42+ S+ an’=T+ G+ ) G+ T (5 T+ (Lot T)
(n-1) n(n+1)+ n(n+ 1) (n+ 2)
6

F2M+Tp+ T+ + T )+ T=2 6

_n(n+1)(2n+1)
- 6

« Comment obtenir la formule des carrés par une cogitn géométrique ?
Nous la donnons ici sous forme de puzzle en tioigdsions, proche de la démonstration précédeniéldieantha.

On dispose de plaques dont la base est carréeusts de méme épaisseur un. Plus précisémentsonpdaques de 1
sur 1 (des cubes) de couleur jaune, six plaque? slgr 2 de couleur rouge, six plaques de 3 sde gouleur verte, et six
plaques de 4 sur 4 de couleur bleue. En disposalitipusement ces 24 plaques, construire un pastangulaire sans qu'il
n'y ait aucun trou, de fagon que I'ensemble degg$a¢a surface extérieure) n'ait pas plus de deoleurs présentes. Au
cas ol vous n'y arrivez pas, on peut vous prégjserce pavé a pour dimension&sé X9,

On aura intérét a reconnaitre la formule sur larserdes carrés, aveqn + 1) (2 +1) pourn = 4. Dans ces conditions,
commengons par construire un pavé @82 X 3 avec les six cubes dont nous disposons, en gréramme hauteur. Puis
enrobons-le au moyen des six plaques de c6té 2 eanmdigué sur le dessin.



=

2
Tournons ce pavé de fagon qu'il ait pour hautewstZnrobons-le en utilisant les six plaques dé 8610On constate que
deux couleurs sont présentes sur les faces du pave.

3

Puis tournons ce pavé afin que sa hauteur softeyrebons-le comme précédemment avec les six @sadel 4 sur 4. On
obtient bien le pavé de cotéx 8 X 9, avec deux couleurs présentes, verte et bleue.

On pourrait d'ailleurs continuer avec des plaquas grandes, ce qui redémontre la formule surtanse des carrés*
2+3F+ ..

¢ La méthode de Bhargava

Nouveau rebondissement au sujet de la formuleassoinme des nombres triangulai%#(k’fl) _n(n+1)(n+2) dans
ka2 6

les années 1980, grace au mathématicien canadiegidé indienne M. Bhargava. A I'age de 7 anstauize une nouvelle
démonstration géométrique de la formule. La some® mbmbres en ligne : 1 + 2 + k= k (k + 1) / 2 peut étre
représentée par des étages de billes qui formenpuramide a base triangulaire. En haut se tromechille, a I'étage au-
dessous 3 =1 + 2 =X3 / 2 billes, puis au-dessous 6 = 1 + 2 + 343/ 2 hilles, etc. Cette somme de nombres
triangulaires est d’ailleurs appelée nombre tétigéd. Il s'agit de prouver que le nombre tétragaeiS, vautn (n + 1) (0 +
2)/6.

\l, M. Bhargava fait trois lectures de cette somme,rstde trois fleches du dessin. Vu de
1 haut, on obtient, étage par étage: 1 + (L + 2+ +3)+ ...+ (1 +2+ 3 +..") . De
12 méme en regardant a partir de la gauche. Maisgamdant & partir du cdté droit, on a
123
1234 nN+2h-1)+30-2)+..mXx1
12345
LN Ainsi3§,=1+1X2/2 +2X3/2+... m(n+1)/2

+1+X2/2 +2X3/2+ ... Mn(n+l) /2
M+20-1)+360-2)+...mXx1

Le terme dans la colonikg a partir d&k = 1) s’écritk (k + 1) +k(n—k+ 1) =k (n+ 2). D'ou :
35=1+2+3+..0)(N+2)=n(n+1) O+ 2)/2. Cestlaformule cherchée.

3.2. Factorisation d’entiers
Méme dans ce domaine vont réapparaitre les suitematiques.

A l'origine, Narayana s’était rendu compte qu’ummre impairN s'écrit toujours comme une différence de deuxésarr
ce qui permet une factorisatiorNt = a> —b? = (a + b)(a —b). Il prend comme exempl = 1161. Pour cela il commence par

calculerag = [+/N ] = 34. On a alors, = a,> —N = 34 — 1161 = —5. |l prend ensuitg = a, + 1 = 35, avec; = (@, + 1 —N
=ro+ 23+ 1 =-5+69 =64 =8BFinalement 35— 1161 = 8 1161 = 38— & = (35 + 8)(35 — 8) = 48 27.

Mais cela n’est pas toujours aussi simple. En rgglgérale, le calcul ne s’arréte pas dgdl convient de continuer en
essayand, =ay + 2,az =y + 3, etc. On avait vu que =ry+ Uy avecup = 2a + 1. On constate que I'on a ensuitg= rqg + Ug
+ 2, puisrz3 =rg + Uy + (Ug + 2) + (g + 4), etc. D'ou I'apparition d’'une suite arithniggte de raison 2. On continue jusqu’a
I'obtention d’'un carré, soitp.; = b? avecry+ Uy + (Up + 2) + (o + 4) + ... + (ip + 2p). Comme on a aussip.y = @+ p+
1)%, on trouve la factorisatioN = (go +p + 1 +b)(ag +p + 1 — b).

G.G. Joseph [J0S2016] prend comme exerpte1001, mais avec une certaine ambiguité. On rigoaaitrop si c’est
bel et bien un exemple di & Narayana, ou une otaipn de sa méthode utilisée pdur= 1161. Dans le premier cas,



Narayana aurait découvert la méthode dite de Fe2B@ans avant lui. Dans le deuxiéme cas, il niatad qu’entrevoir ce
qui serait plus tard la méthode de factorisatiofrelenat.

TraitonsN = 1001. On trouve, = 31,r, = a2 — N = —40 etu, = 2a, + 1 = 63. Puis en ajoutant les termes successifa d
suite arithmétique, on constate que — 40 + 63 + 68 + 69 + ... + 89 = 1024 = 320n en déduit que 1001 = (45 + 32)(45 —
32) = 77X 13. Nous expliquons tout cela plus précisément dansexe 2 la fin de ce documerpdge 32

4. La méthode de pulvérisation Kuttaka)

Il s’agit d’'un processus qui consiste a découpenleantités a calculer en morceaux de plus engglits, qui deviennent
calculables, puis de calculer les quantités isiian les reconstituant. Ce procédé a été initidpyabhata | (années 500) et
Baskhara | (600-680), pionniers de ce qui est léogérdite classique des mathématiques indienneskBhea écrivant des
commentaires sur I'oeuvre d’Aryabhata 1, app@ld@bhatiya

Cette méthode est appliquée pour résoudre en edésréquations de la forraex — b y = ¢ aveca, b, ¢ entiers positifs,
eta/b fraction irréductible.

Prenons un exemple, avae 27,b = 62 etc = 2, soit 27 — 62y = 2. Dans la colonne des « restes », on placéegiys
grand des deux nombres ) suivi de 27. Puiq orbait 27, ce qui donne comme quotient 2 et commte &sLe quotient 2
est placé dans la colonne (la « liane ») des quistiet le reste 8 sous le 27 de la colonne désstdRuis on recommence en
faisant 27 / 8, etc. jusqu’a avoir un reste égal ®n met toujours et 0 pour les deux derniers éléments de la coloese
restes.

restes  quotients
avec en plus a la fin
c=2suivide 0

62 2
27 3
8 2
3 1
2 2
1 0

On vient d’obtenir la « liane »lde« pulvérisation ».

Puis on fait la remontée a partir du bas de lareli», en appliquant la régle sur les 3 élémemtessifan, n, p :
m-— mn+p

n —n

p

La liane se raccourcit d’un cran a chaque étapeuja la fin ou il reste deux nombres, qui soaty (ouy etx).

2 2 2 2 46
3 3 3 20 20
2 2 6 6
1 2 2

2 2

0

On a trouvéx = 46,y = 20, et I'on a bien 2X 46 - 62X 20 = 2. Ici (46, 20) est la plus petite solutiorsitiwe. Il existe
une infinité de solutions positivess 46 +kX 62,y = 20 +kX 27 (k> 0).

Autre exemple : 27 x—-44y=3

44 1 1 1 1 1 39x=39 ety=24, mais2¥K39—44X24=-3.
27 1 1 1 1 24 24

17 1 1 1 15 15

10 1 1 9 9

7 2 6 6

3 3 3

1 0

En fait, la méthode résoak — by = coua x — by = — cselon la parité de la taille des colonnes.

Remarques :



< Sil'on veut résoudre X7- 62 = 6, on trouvex = 138,y = 60. Ce n’est pas la plus petite solution positielle-ci étant
X=138-22X62=14,y=60- X27 =6.

¢ Sil'on veut résoudre 62— 274 = 6, on trouve aussi= 60,y = 138, mais alors 6260 - 138X 27 = -6. Il convient de
prendrex = - 60,y = -138, puix=- 60 + 3X 27 =21 ety = - 138 + 3X 62 = 48.

« Le cas le plus simple est celui o& 1. On est alors s(r d’obtenir la plus petite 8otupositive (ou négative) ici de
27x— 62y =1, soitx = 23 ety = 10. Mais pour 62— 2% = 1, il convient de prendre= -10 ety = -23, puisx = -10 + 27 = 17,
ety =-23 + 62 = 39.

« En fait, la liane de la pulvérisation, sauf sesxdderniers éléments, n'est autre que I'écrituré2R7 sous forme de
fractions continuées, jusqu’a I'avant-derniére rEgjuui est 23 /10, avec= 23 ety = 10, solution de 27— 62 =1 :

672:2+71:2+ 1 =2+ 1 =2+ 1
27 27 1 1 1
— 3+= 3+ 3+
8 8 1 1
3 2+3 2+
3 o 14+
2 2

Mais au lieu de calculer les réduites successinatescente, la méthode indienne pratique une rémont

Cette méthode est surtout utilisée pour trouver ambreN dont on connait le reste lorsqu’on le divise pamombre
donné, et aussi le reste lorsqu’on le divise padeuxieme nombre.

Par exemple, trouveM tel que, divisé par 27, cela donne un reste @iveté par 62, le reste soit 5, ce qui signifie :
N=2%+3etN=62 +5, dou 2%— 62 = 2. On a trouvé comme solutiarF 46,y = 20. D'ouN = 1245.

Cela correspond si I'on veut a :

N =3 [27]

N=5[62]

On est alors dans les conditions du théoreme ahigai donne aussl = 1245 [1674].

Ce type de probléme devient méme populaire, jusque tbs basses castes de la société indienne. Cpainegemple
cette devinette mathématique connue dans desesllpguvres de la région du Tamil Nadu (le pays e Inde du Sud) :

Un marchand d’oeufs itinérant se bat avec un vagade long d’'un chemin. Dans la bagarre tous sagfosont brisés.
Devant le conseil du village, le marchand demargéfmration. Les membres du conseil lui demandenbmond’'oeufs ont
été cassés. Il répond :

« Si je les comptais deux par deux, il en resteuait Si je les comptais trois par trois, il en msit deux. Si je les
comptais quatre par quatre, il en resterait trdss.je les comptais cing par cing, il en resteraitie. Si je les comptais sept
par sept, il n'en resterait pas®»

5. Arithmeétique de l'infini

Au 14e siecle, Madhava crée I'Ecole de Mathématiqeted’Astronomie du Kerala. Au 15¢ siecle, Nilatke est son
principal successeur. L'Ecole est florissante pahdalus de deux siécles. Tout en reprenant lesatwawde leurs
prédécesseurs, les mathématiciens de I'école dal&ent comme originalité de s’étre intéresséssmmmations infinies, en
commencgant par la série géométrique.

5.1. Série géomeétrique

La formule devenue classique T +r2+r3+ ... =1 pour 0 <r < 1 est démontrée géométriquement grace au dessin
1-r
suivant :
c On construit le trapéze rectan@&BCavec une base de
1 _rI longueur 1, et des cotés latéraux de longueurrl @&n en
H B déduit le triangleODC. Les trianglesHBC et ODC étant
1 homothétiques, on en déduit q@® / HB = OC/ HC, soit
T OoD=1/(1-).
O 1 A D

8 Le nombre cherchB est impair. Il doit aussi vérified = 2 [3], N = 3 [4], N = 4 [5] ,N = 0 [7]. L'application du théoréme chinois
donneN = 119 [420] qui est aussi un nombre impair. Omveocomme solutions 119, puis 539, etc. Dans léegtadu village concerné, la
solution acceptable est 119.



Maintenant plagcong’ sur [OD] tel queAA = AB = r, puis
tracons le segment verticah'B’] et vérifions queA'B’ = r
L’homothétie de centr® et de rapport transforme le triangle
DOC en DAB. De plus DA] de longueur 1 devient AR] de
longueurr. La méme homothétie transforme le trianBlaB en
DA'B’, d'ou A'B'/ AB=r, etA'B' = r2. Puis on répéte la méme
construction aved' A” = r2, ce qui entrainé&” B” = r* (en bleu
sur le dessin), etc. Finalement, en passant eniteli

OA+AA + AA"+ ... =1+r+r2+r¥+...=0D=1/(1-).

D’autre part, avec un nombre fini de termes, om®imule : 1 4 +r2+ ... +r"= (1 —r™Y / (1 =r). Les mathématiciens
du Kerala présentent le calcul de cette formuledacon suivante :

S=1+r+r’+.. +r"
1-r)S= 1—r+r@-=r)+r¥1=r)+..+r" (1 -r) = 1 —r"* aprés simplifications.

5.2. Approximation de sommes

Connaissant les formules sur les sommes de nombeesssifs, de leurs carrés et de leurs cubes, d¢isématiciens
indiens en déduisent que paugrand :
n2
1+2+ 3+ ..+ nz?

3
P+22+3+ ...+n2:%

4
LB+22+F+ ...+n3=%

Et ils généralisent
p+1
1P +2P+3P+  4+nP=

p+1

5.3. Approximation du nombre pi

En Europe, on doit a Wallis (1655), Gregory (16712jbniz (1674) des formules d’approximation du toenr,
notamment :
1

5

I
3 7
Pour établir cette formule, leur idée consiste @dper I'angle de 45° empetits angles
égauxdd dans le cercle de rayon unité, avec I'siel’ égal adg, TT' = d(tary) etAT = tarf
T' (voir dessin). En projetarit sur OT) enK, les triangleTKT et OAT sont smblables[ T’ /

TK=0T/OA dou:

TT'=TKXOT.

Les trianglesOMM’ et OTK sont homothétique§K / MM’ = OT / OM, et en assimilant
la cordeMM’ a I'arc, TK = OT db. Finalement :
TT'=0T?d9 = (1 +AT?) d¢, d(tarp) = (1 + taris) do.
_ d(tang@) _ dt
f=——_= 2
1+tarfd 1+t

en posant = tarv.

Par sommation de cég entre 0 ei/4, on obtient/4, et cela revient a sommer ldsentre O et 1 :
1 £t 11

= @ttt -ttt = =+ — - =SS -

01+t? IO( M= 3 5 b 3 5

4

Vg J~l dt

® Ces formules de sommation avaient aussi étééesupar Ibn Al-Haytham, aussi appelé Alhazen (9689) qui vécut & Bagdad, &
Bassorah, puis au Caire. Ses calculs sur les somlengsissance I'ont méme amené a trouver la forpole les puissances quatriémes.
4 3

=, w_n
" 5 2

Il est possible que ses travaux dans ce domaineiaapirés les savants indiens.
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On a trouvé la formule cherchée, celle-ci étant ces particulier de I'expansion de la foncticatan:

3 5 7
atant=1-L+L Y4 ou H:tane—tan36+ targ taﬁ9+
5 7 5 7

Un ou deux siécles auparavant, Madhava et Nilakentinvent aussi cette formule, en s’y prenant autrgmAu lieu de

découper l'angle en petits angles égaux, ils désoufe segment ol se trouvent les tangentes enesegmde méme
longueur, ce qui aboutit a une méthode complétediéétente.

La méthode de Madhava-Nilakantha

B Prenons I'angle/4 dans le cercle trigonométrique, avdg = 1. DécouponsAB] en

n segments de méme longueur. Prenons un moficBaul/n. Les triangleOAT et TKT
T sont semblables :

T TK/TT =1/0T, TK=1/( OT).

Les triangleOMM’ et OTK sont homothétiques :
MM /TK = 1 /0T, MM’ =TK/OT.

O A .
Finalement p,\,._ 1 2:} 1k , et
n OT n l+(7)2
n
n-.
KL Z —Z(l ( ) + (= ) - )6+...) avec une double sommati
4 nj 01+( )2 nico n
= @/n)@

+(@/n) (- @/n¥+ @/nf- @/nf+ ..)
+@/n) @-(2/nf¥+ @2/nY-2/nf+..)

+@/n) @-((h=-)/nf+ ("= /nf- (-1 /nf+ ..)

=1-@/n) @+ 2+ .4+ - 1P AN @+ 2+ 4 - Yy @AhT )G B o+ e )N+
ou l'on a fait une sommation en colonnes

=1- 1.1 4+ celagracealaformul% P@ P2 P8 +.n+H pir)—
3 5 7 p+1

En s’apercevant que la sommation p,el 1 1+ _versZLest trés lente, Madhava et Nilakantha vont ajode
35 7 4

termes correcteurs pour accélérer la convergence.

Ajout de termes correcteurs

Prenons la formule jusqu’a un rang- 1 et ajoutons un terme correctif (*E{n), pour s’approcher plus vite d&4 :
a1

LS S Dl 1'F ()

4 3 5 7 h-1

Mais comment choisiF(n) ?

Ecrivons la formule jusqu’au rang:

- 1
LR R v .€ 1)1+( Y™ME q+1)
4 3 5 7 - 1 h+ 1

On veut que la différence entre les développemantsangn — 1 et au rang soit la plus proche de 0 possible. Or cette
différence est :

_1\n+l _ 1
D™ (F(+D+F(n) 72“1)

1

ce qui invite a choisirg (n) =
4n

On a alors :F(n+1)+ F(n) - r 1t 1 1 _ 1 _ 1
2n+1 4(n+1) 4 2+ 1 Hr D@ 1) 8n’
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L'erreur est de I'ordre de d7.

Madhava et Nilakantha sont méme allés plus loirgrenant :

F(n) = 1 _ n . Onconstate alors par le calcul que I'erreudesttordre deis.
2 8n
s+l 4n°+1l
n
s ont fait mieux encore, avec
1
1+? n’+1
F(n) = 5 = m .
4n+> A FoN
n

En utilisant seulememt= 21 termes, ils trouve avec 13 décimales exact8s.

Sans terme correcteur, Nikalantha choisit aéissiz/3 au lieu der/4 dans la formule initialement trouvée, ce quin®

ﬂ:\/l_Z(l—i + 1 _ 1 +..) ou il suffit de 21 termes pour avairavec 11 décimales.
3x3 Fx5 Fx7

On attribue aussi a Nilakantha d’autres formulesyme :

3, 1 1 .1 1
4 2x3x4 X566 & K8 881

B (_1)n+l
=3+ % n(n+1)(2n+1)

T _
4

5.4. Premieres dérivations de fonctions trigonoméimues

La encore, Madhava et Nilakantha utilisent une wadthgéométrique. Voici comment ils s’y prennentrpiouver ce
que I'on appelle de nos jours les dérivées du stualsl cosinus.

Dans le cercle de rayon unité, I'dP®’ correspond & un petit angl@. A partir del
milieu de la cord€®P’ assimilée a I'arc, on construit le triangle regiarOHI, ainsi que
le triangle rectanglé®P’Q (voir dessin). Ces deux triangles ont leurs coespectifs

P perpendiculaires. lls sont semblablesQ&t / OH = PP’ / OP, d'ou QP’ = OH X PP’
Or OH = cod® etQP’ = d(sing).

P Finalementd(sind) = co® dé.

De mémegd(cod) = - QP = - HI X PP’, etd(co¥) = - sirg dé.

O H Par un procédé de doubles sommations, comme praceéel®, Madhava et
At Nilakantha trouvent aussi le développement en siériginus et du cosinus :

Sing =60 —6°16 +6°/120 — ... etcab=1-0%2 +6*24 — ...

r4 Voici des indications sur leur démonstratith.

W Commencons par prendre un anglet une petite variatiodd de part et d’autre de

d Y y avecA- A= AA+ = df/2. Les triangle®DHA et A+KA- étant semblables, on en déduit
que :

9 A- K/ A- A+ =HA/ OA, soit avedOA=1 :

(x- —x+)/df =y ou encore

- cos@ +do/2) — cosg —doI2) = — sirg do.

—+

T4
T
T

On a aussi+ K/ A- A+= OH, soit (y+ —y-) /dé =y ou encore
sin@ + do/2) — sinf —do/2) = co® db.

10 & calcul approché defait I'objet de recherches intenses dans toutesildlisations anciennes Notamment, Archiméde éigele)
utilise un polygone a 96 c6tés pour obtenir 'emeatbnt 223/71 % < 22/7 avec 3 décimales assurées derriere lalgirgin Chine, Zu
Chongzhi (5e siecle) prend = 22/7 et 355/113 avec 7 décimales assurées (B5%4t la 4€ réduite dg. En Inde, deés le 6¢& siecle,
Aryabhatiya obtient avec 4 décimales. Dans le monde musulman, en 2M&&shi arrive a 17 décimales.

1 Cette démonstration est reprise du document [KA5]19
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Maintenant découpons I'angieen n petits angles égaudd = 6 / n (pour bien

———
voir, on a prisn = 4 sur le dessin).
X=X = (%0 =Xn0) + (Koot —%n.2) + .+ o —X0)
=—@/n) Vo1t Yn2t Ynst ... +y1) d’'aprés les formules précédentes en
assimilanty; associé a I'anglé, =i dd et ley associé a I'anglé, + d6/2.
/ Y. Lorsqu'a son tour I'anglé est petit, on ax, =1 et y =id /n en assimilant la

\ =
o5

corde et I'arc. Avex, = co%), cela donne :
cosf=1- B> n® ) 2+ 3 .+ - 1)
=1- (6% /n*)n(n-1)/2
=1-6%/2

X4 X3 X Xl

Recommencgons avec le sinus :
Y= Un=YnD ¥ Wna=Ynd + ... +6o—Y) + V1
avecdyn =Yn—Yn1= (0/1) %,

AYn1 = Yn1=Yn2= @ 11) X1

AY2 =Y, =Y1=(@01n) %
Ay1=y1=01n) %

Passons aux difféences secondes :
Ayo=Ay1 = 011) (o =%) == 0/ 1)’ ys 0 Ay, ~y1 = = 0/n)’y,
Ay, = y1—=@1n)°y,

Ay =4y, = (ang Xz —X2) == ©/n)*y, ou Z’Zys =AY, - @ 1)y,
AY3= Y1 =@ /) y1—@/n) Yo = y1— @ /n)" (Y +Yo)

AYa=4Y3= (011) (4 =X) == (1 1)*ys OU Ay, =dys = (0 /1) ys
AYa= Y= @/ 1+ y) =@ /) ys=y1—©0/n) (Y +Yy2+Y3)

et ainsi de suite par substitutions progressiviesl&ment :

sSinf =y, =4y, + Ay, + ... +A4y,
=Ny1—@/n)* (o + G +Y) + G +Y2 +Ya) + (i + Yo+ o +Yn1)

Lorsqued est petit, aveg, =id/n

sind=0-@/n?>@/n+@/n+20/n)+...+@/n+20/n+30/n+..+0—-10/n)
=9-@/N)°QL+@L+2)+(1+2+3)+...+(1+2+3#.(-1)

On retrouve la somme des nombres triangulaires :

sind=0-@/n)*n(n+1)(+2)/6

sinf =6-6°/6

Les mathématiciens indiens n'en sont pas restéApées I'approximationy, =i@/n, les calculs sont repris avec
y, =if/n-(i8/n)®/6, ce qui va donner :
cosf=1-6° | 2+6* | 2¢puissind=0-6° 16+6° 112(

Et I'on pourrait encore continuer, ce qui donndégeloppement en série de puissances du sinusocesthus.

Par leur ingéniosité stupéfiante, Madhava et Niidka, ainsi que d’autres membres de I'Ecole de naaiques et
d’'astronomie du Kerala, apparaissent comme desigg@&ars du calcul infinitésimal, bien avant leunsnelogues européens
comme Leibniz, Barrow, Newton ... au I7¢é siécle.

Y a-t-il eu pour autant transmission des connaissamle I'lnde vers I'Europe ? Il n’existe aucuneywe absolue dans
un sens ou dans I' autre. Ce qui va en faveur tratsmission, c’est la grande activité commerdjaliese développe a cette
époque entre la céte de Malabar et 'Europe, ajos la présence importante de missionnaires jésaiteKerala. Des
documents venant d’'Inde se retrouvent en ltalieeevisites de Gregory et de Mersenne dans cegmygent avoir joué un
role. On peut méme imaginer que Gregory s’en egiiié@ pour sa formule, et que Fermat n’a pas traowgseul le cad =
61 dans ce qui deviendra I'équation de Pell. i’ d’'une éventualité que certains historiemdns estiment plausibf8.

125 font remarquer que de leur coté des expertspé@ns ne se sont pas génés pour faire état denfsmions de I'ouest vers l'est,
sans voir que cela ait pu se passer en sens invgide Joseph cite B. L. Van der Waerden qui, dassannées 1980, proclame que la
trigonométrie d’Ayabhata a été empruntée aux Gretgjue le travail de Bhaskara Il sur les équatidiephantiennes provient d’'un
manuscrit grec inconnu (dans un artielell’equation in the mathematics of the Greeks btians paru a I'origine en russe dans la revue
Uspekhi Mat. Nauk31., 1976, puis traduit en anglais). Mais Van dé&erden conclut que « dans I'histoire des scietezsnventions
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D’autres arguments vont en défaveur de cette tressgn. D’'abord les ouvrages des mathématicien§Ed®le du
Kerala sont écrits dans une langue loclder{alayalan), ce qui a fortement ralenti la diffusion de leidées. Mais surtout
les méthodes indiennes de calcul infinitésimal swttement différentes de celles qui vont étre snese oeuvre par les
européens. A force de jongler avec des sommatierseohmations de sommations, les savants indieasmblent pas avoir
vu le lien entre la tangente a une courbe et lav@&r ni celui entre les aires et le calcul intégpaurtant déja entrevu par
Archimede. Notamment ils n’ont pas fait le lienrerieur fameuse formule

P4 oPy P P R , . S .
1"+2"+3+.4n" 1 et aire située sous une courbe d'allure parajp@li(ou encore l'intégrale de la fonction
nP*t p+1

Xp).13

Cela peut expliquer une certaine stagnation desématiques indiennes apres cette période florisgpritga jusqu’au
début du 17e siecle. Pour couronner le tout, d® 57847, la colonisation britannique ne va pasnger les choses.

6. Equation de Pelx’ —dy* =1

L'intérét pour ce genre d’équation en Europe conuaesn 1667 lorsque Fermat défie ses collégues matfeens au
sujet de cette équation notamment per61 etd = 109

« J'attends la solution de ces questions. Si ellstfaurnie ni par I’Angleterre ni par la Gaule Bége ou Celtique, elle
le sera par la Gaule de Narbonne.

Plusieurs mathématiciens participent acballenge notamment Frénicle de Bessy (la Gaule CeltiqueduBcker et
Wallis (les Anglais)®. Ces trois confreres de Fermat trouvent des méshddaésolution, des démonstrations partielles, et
apportent de nombreux résultats.

Brouncker va jusqu’a donner la réponse pour unréascomplexeqd = 313, en précisant qu'il lui a fallu « une heore
deux » pour y arriver, peut-étre pour se moquéd¥atenat qui n'a rien fait :

X =32 188 120 829 134 849~ 1 819 380 158 564 160

Il faudra attendre les travaux d’Euler (1707-178Rjis de Lagrange (1736-1813) pour avoir les dématishs
complétes, via l'utilisation des fractions contiegéMais au 7¢é siécle, 1000 ans avant Fermat, Biguptea avait posé les
jalons essentiels d’'une méthode de résolution,i suivl2é sicéle par Bhaskara Il qui donne une métHégerement
différente de I'approche aujourd’hui classique learfractions continuées, et qui reste de nos jonnseu plus performante.

Bhaskara Il et peut-étre aussi Brahmagupta traitetsnmment I'exempla = 61 posé par Fermat, surtout pour montrer
I'efficacité de leur méthode expérimentale dansces qu’'on aurait pu croire complexe, alors que Bemoit plutot la
complexité du probléme.

indépendantes sont exceptionnelles : la régle géneést la dépendance. » Cela devrait inviterua g modestie quelques intellectuels
indiens actuels affirmant que I'Inde est le « batcdes mathématiques », voire « de 'humanitémyla pas de berceau !

1% Si les mathématiciens indiens ont été des piosnéer matiere de calcul infinitésimal, ils ont étévis par une armada de
mathématiciens et physiciens en Europe au 17ési@eux-ci ont littéralement explosé le calculnitésimal. Il y eut d’abord Cavalieri, un
jésuite italien (tiens-tiens !) en 1620, et le faiscRoberval, celui de la balance. Puis Torricélfigeli (un autre jésuite italien), Fermat et
Descartes, Wallis, Barrow, Huygens, Leibniz et NewtDans cette liste, on notera le mélange entrthénaatiques et physique, et
notamment la mécanique. Ce lien entre physiqueatiématiques semble avoir manqué aux mathématicidiess.

1 précisons que le nombdeest un entier positif qui ne doit pas étre uné&aarfait. Les solutions,(y) doivent étre des nombres entiers
positifs.

Bien avant notre ére, ce type d’équation transparainde, avec 'exemple X 408 + 1 = 577 ou chez Archiméde qui écrit 1351 / 780
>./3 (ce qui correspond a>878C¢ +1 = 135%). Plus tard vers les années 200, Diophante temitsi ce genre d’équation, mais en

s'intéressant aux solutions rationnelles. On ddieémat d’avoir relancé le méme probléme, maisrgiers. Précisons que le nomiatee
doit pas étre un carré parfait dans le traitemertdjuation.

15 Ce défi est mal pris par Wallis qui écrit & unléglie anglais lui aussi défié par Fermat : « Votes noble correspondant a pris plaisir
a provoquer en champ clos non pas un ou deux matléems du commun, mais et '’Angleterre touteeeti et la Belgique et le reste de la
Gaule sauf la Narbonnaise... »

Autre anecdote : lorsque Fermat diffuse son probjéies mathématiciens anglais en recoivent d’albioel version tronquée, aprés
passage par le biais d'intermédiaires. lls cromun Fermat leur demande une solution utilisant desnbres rationnels, et trouvent ce
probléme sans intérét, puisqu’il a une réponse tiemue. En effet, pouat 2+ 1 =y?, il suffit de posey = 1 +p/q, ce qui donn& = 2p q/
dd-p)ety=@dd+p)/ddf-p).
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6.1. La méthode de compositiofsamasa bhavanede Brahmagupta

Prenons I'équation® — dy? = n, et si elle admet une solutioa, b), notons &, b ; n) le triplet correspondant, tel qaé—
db? =n. Brahmagupta a découvert comment compasenésa bhavanaleux de ses triplets :

Sil'ona@b;n)et@, b’; n) alors on a aussa@’ + bl'd, ab'+ ba’; nn’)

Cela signifie que si I'on a une solutica b) de I'équationd —dy? = n et une solutiona(, b') de I'équation —dy* =,
alors @a + bb'd, ab'+ ba) est une solution de I'équatiod —dy* = nn'.

Pour le vérifier, il suffit de faire le calctf.

Cela va nous aider pour traiter I'équation la plapadrtante x® —dy? = 1, et trouver d’autres solutions que la solution
évidente (1, 0) sans intérét. Prenons un exempiglsi:

x*-37%=1

On trouve aussit6t une solutiom b) = (2, 1).

En composant (2, 1 ; 1) avec lui-méme, comme isBemhmagupta, on trouve (7, 4 ; 1), d’oll la sant{7, 4) avec 7—
3% 42 = 1. Puis on compose ce résultat avec (2, 1etl)on obtient (26, 15; 1), d’oll la solution (265). On peut continuer
ainsi indéfiniment” C’est ainsi que Brahmagupta trouva que I'équatiimetait une infinité de solutions, & partir denku
d’elles. On en sait un peu plus aujourd’hui : iaytoujours une plus petite solution positive, comf2e1) dans notre
exemple, et en prenant les puissan@€s on les obtient toutes. Il n’y en a pas d’autres.

Signalons que les Indiens de cette époque faiskiarg calculs de téte ou en tracant des diagransonedes tablettes
couvertes de poussiére de craie ou de sable. Yomment Brahmagupta ou plus tard Baskhara Il posi&egmtobléme et

présentaient les calculs :
Quel est le nombre dont le produit de son carrégrajouté a 1, est lui-méme un carré ?

Il s'agit de 113 + 1 =y?, * qui n’a pas de solution évidente. Ils choisissentl, mais 11 + 1 = 12 n'étant pas un carré,
ils prennent dont le carré est le plus proche de 12, 6it3. L’ «augmentation ¥ - 11x* est alors de -2, avec le triplet (
=1,y=3, -2). Puis ils composent ce triplet avec l@ime, ce qu'ils écrivent ainsi :

petit grand augmentation
-2

1 3
X
1 30 -2
Le produit en croix donne = 6, et le produit de la premiére colonne, mukiplpar 11, ajouté au produit de la deuxiéme
colonne donng = 20. L'augmentation est deX22 =4, etl'on a:

11X 62 + 4 = 26. En divisant par 4, on trouve X13% + 1 = 16, d’ou la solutiorx = 3,y = 10. Et I'on pourrait trouver
une deuxieme solution en composant (3, 10) avd©)3,

3 10 1
3 10 1 dox=199 ety=60.

16 0on peut le vérifier en utilisant une terminologlagpmoderne. Considérons I'anneau des nombresfdent& o = a + b\/a aveca et
b entiers, oud est un nombre positif qui n'est pas un carré tarffa conjugué de@ est@ =a-— u/E et I'on dispose des régles de
conjugaison classiquesi+ f=ag+fB afB=a B d=a

On appelle norme de , ou encore dea(b) le nombre entier positif ou négatif :

N(a) ou N(a,b)=aa=a" —db’.

Dans ce contexte le triplet de Brahmagupta n'eseajue 4, b ; N(a, b)). On obtient alors la formule :

N(a B)=N(a) N(B) aveca=a+bJ/detS=a+ by d

EneffetN(a f)=a BaB=aBaB=ad BB =N@a)N(p)-

OraB=(a+bJ/d)(a+ b/ d= aa+ bbd-( ab b/

Avec N(a)=net N(B)=n, on retrouve bien la formule de Brahmagupta, soit

(a& + bb'd, ab+ ba’; ni’) ou encorega + bb'd)? —d(ab+ ba)2=nn'.

" En appelantag, by) le premier couple solution, on obtient ensuitedeple &, by), puis @s, bs), etc. On constate grace aux formules
quea; <@ <ag< ..., etausdd <b,<bs<.... Les solutions sont donc toutes différentegen a bien une infinité. Autrement dit, en pdsan
a=a+bJ/d. avecN(g) = 1, on a aussi(a") = 1, ce qui donne une infinité de solutions, sidion avaita ¥ = a'¥, soit @ ** =1,

cela imposerait que—k' = 0 etk =K' puisque I'on ne prend pa@ =1..

18 Dans cette éccriture, il y a interversiondety par rapport a 'équatioxf —dy? = 1.
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Quitte a procéder par tatonnements, Brahmaguptasa @solu I'équation

x2-937=1

Aucune solution simple n'apparaissant, on chgisitl et le plus proche possible de 92, soit 10. On obtient alors le
triplet (10, 1 ; 8) avec £0- 92X 1% = 8. Puis composons ce triplet avec lui-méme,walgnne (192, 20, 64), soit 192 92
x 207 = 64. Divisons tout par 64, quitte & obtenir ursetion :

24% — 92X (5/2F = 1, ce qui donne le triplet (24, 5/2; 1).

Enfin composons ce triplet avec lui-méme, la fattva disparaitre (car 92 est divisible par 4);cet trouve le triplet
(1151, 120; 1), d’'ou la solution (1151, 120).

A partir de ces exemples, Brahmagupta est allélpinsil a montré que si I'on a une solution déqgitiations® —dy? = k,
aveck = — 1 ok = * 2 ouk = * 4, on peut en déduire une solution prr dy* = 1.

* Cas ol I'on connait une solutioa, p) dex? —dy? = —1. En composang(b ; -1) avec lui-méme, on trouve le triplet
(a® +b?d, 2ab; 1) et le coupleal + b?d, 2ab) est une solution o€ —dy? = 1.

Exemple :x? — 57 = 1. Comme I'équation’ — 5/ = —1 admet la solution évidente (2, 1), on en dddisolution (9, 4)
pourx® — 572 = 1.

* Cas oU I'on connait une solutiom b) dex? —dy? = + 2. En composang(b, * 2) avec lui-méme, on obtiers’(+ d
b? 2ab; 4), soit 62 +d ) — (2ab)> = 4. Maisa® +d P =a?— db?+2d ¥ = +2 + 2d I, a2 + d b est un multiple de 2.
On peut diviser par 4 les deux membres de I'égpliéeédente, ce qui donne

2 2
(ﬂ)Z -d(ab?=1, et la solution Ldbz ab) pourx* — dy? = 1. Cette solution correspond @& %2 pour
2 2
a=a+b/d.

Exemples:

1)x*-98°=1
On constate que I'équatiaf — 987 = 2 admet la solution évidente. (10, 1). On enuiéten prenanta %/2) que
((100+98)/2, 20/2), soit (99, 10) est solution xfe- 987 = 1.

2)x?-83°2=1
On constate que I'équatiorf — 837 = — 2 admet la solution évidente. (9, 1). On eduité(en prenanta %/2) que
((81+83)/2, 18/2), soit (82, 9) est solution ge— 837 = 1.

* Cas oll 'on connait une solutioa, b) dex? —dy? = + 4.

Siaetb étaient pairs, on diviserait par 4 et I'on autaie solution de? —dy? = 1. Ce cas est sans intérét. On verra aussi
plus bas, en appliquant la méthode de Bhaskhatmu cours des calcutsetb sont toujours premiers entre eux : ils ne
peuvent pas étre pairs tous les deux. On distiagpre deux cas.

- Premier cas a etb n’étant pas tous les deux pairs, supposons quseamentl n’est pas un carré parfait, mais n’est
pas un multiple de 4. Montrons que cela imposedysmt impair.

Sid était pair, ave@® —db? = +4, alorsa’ serait un nombre pair, atle serait aussi. Dot serait multiple de 44b? = a2
F 4 serait multiple de 4. Comnaen’est pas multiple de 4, 2 doit divisgret par suitd. Alorsa etb seraient pairs tous les

deux, ce qui est contraire a notre hypothese.

Dans ce contextd doit &tre impair. En effet, & était pairdb? serait multiple de 4 e = db® + 4 serait multiple de 4
serait pair. Mais etb ne sont pas tous les deux pairs en méme temps.tDoa peut étre gu’impair.

Maintenant, aveg=a+bJ/d, formons o®=(a+b/d)®= &+3datf+ (@3 &b dB)/ ¢ et I'on obtient le triplet
(a®+3dat?, 382 b+ db;+ 64), soit

(@®+3dab’)?- d(3& b+ dif)?=+64. On constate que :

a®+3da’ =  #+3dB)= 4 - db+4 dD)= @4+4 dh=4 @1 db

Avecd etb impairs comme on I'a vidb? est impair, etlb?+ 1 est pair. Ainsia® + 3ab? est divisible par 8,

(&% +3ak?)/8 est un entier.
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De méme,3a’b+ di’ = H3&+ df)= 3 &- 3 db+ 4 dB)= e+ 4 4 dbyF 4 6 3 dk avec ici aussiz3+db? pair,
donc (3a%b+ diF*)/8 est un entier.

En divisant I'égalité précédemment trouvée parilGéste :
3

(a +2dab2)2_d(3a2kg bgfizzil

Si c’est +1, on a la solutio(a® + 3dat?) /8, (3& b+ B d)/8)pourx’ —dy” = 1.

Si c’est — 1, on compose la solution précédente alle-méme, ce qui correspond?®/64, pour avoir? —dy? = 1.

Exemple :x? - 6% =1

Brahmagupta peut-étre, ou seulement Bhaskara ltptdsremarquérent que I'on avait le triplet (39:-8), soit 38— 61
X 52 =_4. Avec 39 et 5 tous deux impairs (et 61 natsitile par 4), on a alors, grace au résultat phéct:

(a® +3dal?) /8= 29718, ef(3a’b+ b*d) /8 = 3805. Il reste & composer (29728, 3805 ; —1§ &vieméme, ce qui donne :

29728 + 61X 3805 = 1 766 319 049,
2X29718% 3805 = 226 153 980

C'est le couple solution pouf — 6y* = 1. On vient de trouver la solution la plus metinais formée de grands nombres,
en seulement quelques étapes de calcul. C'est ussmmple de I'efficacité de la méthode, sous ré&sgne I'on air trouvé
par ratonnements le triplet (39, 5, -4).

- Deuxiéme casa etb n’étant pas tous deux paisn’est pas un carré parfait mais est un multipleldee qui impose
que a soit pair eb impair, comme on va le vérifier.

En effet, ave@® —db? = *+ 4, etd = 4d', a® = db?+ 4 =a® = 4d'b%+ 4, a% est multiple de 4, et est pair, et par suiteest
impair.

Partons du tripleta( b ; * 4). En divisant par 4, on obtient le triplefZ, b/2, £ 1), oua/2 est entier, maib/2 ne I'est
pas. Mais la formule de composition fonctionne eac€omposons le triplet avec lui-méme, ce qui déofi@® + db?)/4,
ab/2 ; 1). Aveca/2 entier eta?4 entiers, on a ausdb?/4 entier puisque 4 divise. On a trouvé la solution entiéreaf(+
db?)/4, ab/2). C'est justement ce qu'a fait Brahmagupta paaiterx® — 927 = 1, comme on I'a vu ci-dessus.

A ce stade, si I'on est capable de trouver unetisolalex? —dy? =navecn = + 1 ou * 2 ou * 4, on est assuré d'avoir
une solution de® —dy? = 1, et ensuite d’en trouver une infinité.

Mais cela peut demander beaucoup de tatonneménBraBmagupta a vraiment trouvé la solution (3%yéjfiantx® —
61y?> = — 4, cela lui a ensuite permis de résoudre 63 = 1. Mais prenons par exempté— 137 = 1. On commence
toujours par prendre la valeur la plus simpleydsoitb = 1. Puis en choisissaattel que 42 —d | soit le plus petit possible,
on trouvea = 4, et I'on a le triplet (4, 1 ; 3) qui ne noust @'aucun secours. |l faudrait de nombreux tatorer@s pour
arriver au triplet (18, 5; —1) qui nous permettdg conclure. Pour avoir une méthode généralesi@ution, un nouveau
procédé était requis, et c'est ce que découvsalant indien Bhaskara Il vers 1150, avec la métbbdkravala

6.2. La méthode circulaire ¢hakravalg de Bhaskara I

6.2.1. L’algorithme chakravala

La méthode circulaire est un algorithme qui perdiebtenir la plus petite solution dé —d y? = 1. A I'étape 0, on part
du triplet (1, 0, 1), solution évidente mais sargriét. Puis I'algorithme calcule a chaque étapsetdplets &, b;, k) jusqu’a
ce que I'on retombe sur une valeurkdégale a 1, ce qui permet d’avoir la premiére soiution évidente de I'équation. En
continuant de méme, on aurait un retour périodipik a 1, avec d’autres solutions de plus en plus g=udé I'équation.
D’ou la dénomination « cyclique » (ou circulairéyiduée a cette méthode

En fait, on va avoir besoin a chaque étape de lealdunombres my et le triplet &, by, k) . A I'étape 0, on prend, tel
quemy? soit le plus proche d&possible, et le triplet (1, 0, 1). Mais pour mi@omprendre la méthode de Bhaskara I, nous
préférons commencer a I'étapé®l.

Prenonam, tel que son carré soit le plus prochedgmssible, ce qui permet d’obtenir le triplet,( 1, k;) aveck, = m;® —
d. Ainsia; = my etb; = 1. Pourquoi avoir fait cela ? Il s’agit de conmoer par prendrb; le plus petit possible, puisque I'on

19| est entendu que le résultat de I'étape 1 peutiéuire de celui de I'étape O en appliquant ¢gerde passage d'une étape a la
suivante que nous expliciterons dans ce qui saitr Pétape 0, on a le triplet (1, 0, 1)re§ peut étre pris quelconque, ce qui nous permet de
choisirmy tel quemy? soit le plus prés de possible, d’oim; = m, puisque la seule contrainte sorest quamy? soit le plus prés de.
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recherche la premiére solution, et cela étant d&athtenir une valeuk; la plus petite possible. Avec un peu de chance on
peut ainsi trouver la premiére solution. Par exempburd = 3, on trouve aussitot (2, 1, 1). Et si I'on tonsek; = -1 ou

2 ou % 4, on pourra utiliser le raccourci de Brahmaguptar pmuver la solution. Mais on ne le fera pas deunoment, afin

de bien voir le caractéere cyclique de la méthdukravala

Comment passer d’'une étape a la suivante ?

Etant arrivé a I'étapg nous commencgons par prendngtel quea,; + b, my soit un multiple dek,-_l.20 Et parmi lesm
positifs trouvés, tous espaceés dg |, nous choisissons celui tel qmg soit le plus proche de& possible. Ce choix étant fait,
on compose le triplesy,, b;4, k.1) trouvé a I'étape précédente, avec le tripigt €, nf —d), ce qui donne :

(aam+byd, aq +bm; kg (mz —d))

Mais grace au choix d®, on sait déja qua.; + b, m est divisible pak;;. Mieux encore, on constate alors guem +
b1 d etm? —d sont eux aussi divisibles plr. En divisant les deux membres de I'équationkpg; on obtient la solution
entiére :

EFURLFUR UL PO

K- | k-1 | K-

En résumé, I'algorithme fait jouer les relationsrdeurrence :

Avecmy tel quea.; + by mj=0 [k.1] etm? le plus proche de,

a = am+ t?-ld, b = g1t p-lrin, K =ﬁ17_( liés para’ - b?d = k
|kj—l| |kj—l| lﬁ-l

aveca eth; premiers entre eux, ainsi gbeetk;

6.2.2. Exemples d’'application de I'algorithme
°ed=19

Etape 1 m; =4et(4, 1, -3)

Etape 2 m tel que 4 4m, = 0 [3], soitm, = 2 [3], etmy? le plus proche de 19, sait,= 5.

Puis on compose (4, 1, -3) et (5, 1, 6), d’'oll 39;3X 6) et on divise les deux membres de I'équationFa etb
divisés par 3, dt par 3), d’oti (13, 3, -2)

Etape 3 my tel que 13 + 3ng = 0 [2], soitm, = 1 [2], etmg? e plus proche de 19, sait;= 5.

On compose (13, 3, -2) et (5, 1, 6), d’'ou (122,-28% 6) et on divise par2d'oti (61, 14, -3)

Etape 4 m, tel que 61 + 14n, = 0 [3], soitm, = 1 [3], etm,? le plus proche de 19, sait, = 4.

On compose (61, 14, -3) et (4, 1, -3), d'ou (51107,13X -3) et on divise par23 d'ou (170, 39, 1)

Remarquons que la suite d@ ést 1, -3, -2, -3, 1, ou 'on est parti de 1&adpe 0.
*d=103

Etape 1 m; =10et(10, 1, -3)

Etape 2 m, = -10 [3] etm,? le plus proche de 103, saoib= 11

Composons (10, 1, -3) et (11, 1, 18), d'oli (213,-3X 18) et on divise par’3d’ol (71, 7, -6)
Etape 3 my tel que 71 + = 0 [6], ms = 1 [6] etmy? le plus proche de 103, soik= 7.

On compose (71, 7, -6) et (7, 1, -54), d'ou (1211B), 6% 54) et on divise par26d’ou (203, 20, 9)
Etape 4 m, tel que 203 + 20y, = 0 [9], my = 2 [9], etm,? le plus proche de 103, sait,;= 11

On compose (203, 20, 9) et (11, 1, 18), d’ou (4223, 9X 18) et on divise par’dd’oul (477, 47, 2)

On pourrait continuer au-dela dg, mais profitons déy, = 2. On sait alors que le résultat final egt /2 = 227 528 +
22 419V103. C’est ainsi que procéda Narayana (14¢é siécleyioil annota leSiddhanta Siromade Bhaskara II.

La suite desk) est 1, -3, -6, 9, 2, 9, -6, -3, 1 en allant juada fin du premier cycle.
°d=97

Etape 1 m; =10et(10, 1, 3)

2 0n montrera qua; etb; sont toujours premiers entre eux, et 'on en dégiuek; est aussi premier avec(eta). Dans ces conditions,
avecays + b.a m=0 k4], my=-bataq [kal, etl'on a bien une infinité de valeurs o une seule (voire deux) étant telle que son carré
soit le plus proche de possible.
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Etape 2 m, tel que 10 +4m, = 0 [3],m, = 2 [3] etmy? le plus proche de 97, soit,= 11

Composons (10, 1, 3) et (11, 1, 24), d’ou (207,32124) et on divise par3d’oul (69, 7, 8)

Etape 3 my tel que 69 + = 0, m; = 5 [8] etmy? le plus proche de 97, soit,= 132

On compose (69, 7, 8) et (13, 1, 72), d'ol (1588, B . 72) et on divise paf,&'ol (197, 20, 9)

Etape 4 m, tel que 197 + 28, = 0 [9], m, =5 [9] etm,? le plus proche de 97, sait, = 5.

On compose (197, 20, 9) et (5, 1, -72), d'ou (222K, 9% -72) et on divise par29d’ou (325, 33, -8)
Etape 5 ms tel que 325 + 38 = 0 [8], ms = 3 [8], etms? le plus proche de 97, soit;= 11

On compose (325, 33, -8) et (11, 1, 24), d’ou (6BBB, -8% 24) et on divise par®3d’oul (847, 86, -3)
Etape 6 mg tel que 847 + 88 = 0 [3], ms = 1 [3] etm¢? le plus proche de 97, soii; = 10.

On compose (847, 86, -3) et (10, 1, 3), d’'ou (164TD7, -3% 3) et on divise par®3d’ot (5604, 569, -1)

A ce stade, en appliqguant la méthode de Brahmagipth que 'a aussi fait Narayana sur cet exempfearrive au
résultat final :

a1,= 62 809 633 + 6 377 35297
Lasuitedeskest:1,3,8,9,-8,-3,-1,-3,-8,9,8, 3, 1.

e d=13

-étape 1 m; = 4 et le triplet (4, 1, 3). Puis, en appliqua# formules, on trouve :

-étape 2 m, = 2, et le triplet (7, 2 ; -3)

-étape 3 my = 4, et le triplet (18, 5 ; -1)

-étape 4 m, = 4, et le triplet (137, 38 ; -3)

-étape 5 ms = 2, et le triplet (256, 71 ; 3)

-étape 6 mg = 4, et le triplet (649,180 ; 1), d’ou la soluti@ b) = (649, 180).

Vérifions le caractére cyclique de la méthode @i continue sur les six étapes suivantes, oroue le méme cycle
pour lesk : 3, =3, -1, -3, 3, 1, ce qui donne une deuxiéhéion (g, b) = (842 401, 133 640).

«d=106

On trouve comme succession #ga partir du rang O :
1,-6,7,9,-9,-7,6,-1, 6,-7,-9, 9, 7, -&tTon aboutit a la solution :
a=32080051b =3 115 890.

Remarque : On constate que I'on a toujauss= - my [ky]. Nous verrons que cela se généralise a un raalgapgue.
Cette formule facilite les calculs, et aussi la désti@ation des formules a un rang quelconque.

6.2.3. Démonstrations

Faisons un raisonnement par récurrence pour déemdes formules encadrées ci-dessus. Les formules\saies a
I'étape 1. Supposons qu’elles soient vraies jusgo’aertain rang, et montrons qu’elles restent vraies au rafd..

* m,, existe. En effet, en prenant les nomhrels queg;+ mb; = 0 K], mb; = — & [k,

=- g b,-’1 [k], car avedy, premier aved;, l'inverse deby; existe (c’est une conséquence de l'algorithme dila).
Parmi l'infinité desm obtenus, on choisity., positif etm,,* Ie plus proche dé possible. On a non seulement my; b
=0 [k], mais aussi :

® My = —my k]
Formonsy —bymy= &M *h.d_a,+b.,n m= - ba(mf-d __ Bakk, =byk
[ | I | ki | IKj |

J
au signe pres
= 0(11
Combinons ce résultat avagr m., b; = 0 k], par soustraction :
by (M1 + my) = 0 K], et comme; est premier avek (ou inversible moduld), m,; +m =0 [K].

® by, est un entier naturel : c’est la conséquence imatédie ce qui précéde, puisgye m,, by = 0 [k], la division de
g+ myq by park; tombe juste.

® a.; est un entier naturel :

2L On pourrait aussi prendng = 5, aveans® — 97 = -72. On obtient alors le triplet (128, 48, En continuant, on trouve, = 4 [9] puis
my = 13. En composant (128, 13, -9) avec (13, 1,d®prrive a (2925, 297, -¥ 72) et apres division, on retrouve (325, 33, -8jnme par
I'autre méthode.
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amu+hd=—am+ pd K
S Aamthad gt pam Al f- ¥ ek

= j [k]
[T Ko T
=a;4k =0 [k]
a. :Mest bien un entier.
j+1 |kJ I

® ki, est un entier (positif ou négatif) :

m12+1_d: nf_ d[ I,(]: l‘k—lzo [ j@

2
_ M —d

K. est bien un entier.

j+l
ki

al,, —b?,d= k., : ce résultat est aussitot obtenu en composars, () et (1y.., 1, M —d)

® a.,, eth;,, sont premiers entre eux :
Formonsa by,y — by a,; = 3 (3 B M)~ b(ama+ by ja-bd kK
k; | L L

Gréce a Bézout, cela prouve qug etb;,; sont premiers entre eux.

=41

. . > . . . . .
® by, etk;, sont premiers entre eux : avafz:+1 - bJ+1d = lgﬂ, si b+, etk;,, n'étaient pas premiers entre eux, ils auraient

un diviseur commun autre que 1 qui divisee@u’i2 et par suitey,q, ce qui contredit le fait qua., etb;,; sont premiers entre
eux.

6.2.4. Efficacité de la méthode, grace a la majorian |k;| </d

Au fil des étapes, les valeuasetb, augmentent, tandis que lég testent majorés, plus prrécisémégit<y/d . C’est un
bon indicateur de I'efficacité de la méthode.

Montrons quek| <J/d par récurrenc& C'est vrai au départ. Supposons que cela soiuraang et montrons que cela
reste vrai au rang + 1. On sait quen., est a prendre parmi des nombres espacdg|.dedrmi ces nombres, il en existe un,
notéA qui est positif et inférieurda, le suivantA + | étant supérieur a/a En faisant cela nous utilisons I'hypothése de
récurrence, car si I'on avdit> JH on ne serait pas sdr de trouver un tel nordbre

0 A Vd A+k

Dans ces conditions, aveq;lz le plus proche dd possiblem,, est soitA soitA + kj|. Pour simplifier nous noterons
pourm,, etk pour k. On distingue deux cas :

. premier cas m = A, cela signifie quel — A? est inférieur a4+ k) —d, ce qui s'écrit :
2A%+ XA+ K2 —20> 0, ouA? + KA +K/2 —d > 0.

Considérons la fonctioffX) = X? + kX + k%2 —d représentée par une parabole tournée vers leliégtiationf(X) = 0 a
pour discriminant -k + 4d qui est positif puisqué® < d par hypothése de récurrence. Elle admet deuxisofutiont une
seule est positive, soit

X = (-k++4d-K)/2=-k/2++/ d- K / 4 (elle est bien positive car le produit des raciesd/2 —d qui est négatif

puisquek? < d). f(X) étant négatif entre les racines et positif aitlef{A) positif équivaut 3 > X, oum > X, M > X2,
d—m? <d—xy

<d —(-k/ 2+~ d- K [ 4)?
<kvd-K /4

On sait quék.y = (Mu1” —d) / K, | k.| = @ —n) / k avec nos notations.

kool <Jd-K2 74 <~/d

22 Cette démonstration est reprise du docuriiéikipediasur la méthodehakravala
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. deuxiéme casm = A +k, ce qui signifie queA+ K)? —d est inférieur & — A, soit :
A2 +KA+IK22 —d < 0, etA < x5, OUA + Kk <Xy +K,

m<x, +Kk

m<k/2+Jd-K /4

n? —d < ky/'d- k? /4 comme dans le premier cas, d’dgi{| <v/d - k?/4<+/d dans ce cas aussi.

Lesk; restent donc dans un domaine borné, sans quercelge que I'on va retomber sur la valeur 1, celle I'on avait
au rang 0. Mais on est slr que I'on aura a un mokgen £ k. En prouvant qué, = * k.4, et ainsi de suite en reculant
d’'un c6té et en avancant de l'autre, on seraitrasgue I'on arrive bien a 1 (ou — 1), et par la reéncasion, on saurait que
le cycle a I'allure d’un palindrome.

Exemple :d = 313. La suitek) est :

111 -85316-913 -13 % -16 -3 §-11-1-11 8§ -3 -16 5 -13 13 6 16 3 -8 111
el el

- - —

Remarque : dans I'exempdie= 313 précédent, on constate dgie - k; = 13. Connaissamt; = 19 001 ps = 1074, ef; =
43 398,b; = 2453, la composition de ces deux triplets dogé , -13 X 13) et I'on constate qué et B sont divisibles par
13, ce qui donne apres division le triplet (126 868, 7 170 685, -1). C’est alors quasiment fini.

6.2.5. Simplification des calculs

1) Calcul desm; etk; indépendamment desy; etb,
2
Le fait d'avoirm,, = —my [k] et | = Mu-d 3 partir deng = 1 etky = 1, permet de calculer la suite deg €t desk)
J+
j
sans avoir besoin des suitea) ¢t (b).Par la méme occasion, on peut calculer la sgjtedgfinie pamy + m .1 = ¢y K.
Cela va nous servir dans ce qui suit.

2) Relation de récurrence du second ordre pour leg et lesb

A partir deag = 1,8, =my, by = 0,b; = 1, on a les relations de récurrence :

A2 =G @ T3
bjv2 = gjro by T by
avec le signe + & Xk, <0 et— sk Xk >0

Démonstration:
aj+2 = (aj+1 r’q+2 + bj+1d )/|k1+1| = (aj+1 (mj+2 + r’q+1) - aj+1 mj+1 + bj+1d )/|k1+1|
= @t Gjez [Kieal— @1 Myt + 0ad ) Kra| =41 Gz + X @VECX = —8g Mg + 01 ) K|

sl KIX = = fol By Mo + K| By = =My @My + B ) + @ + Bme)d = -3y m® +.3, by
=8 (Mu" —d) = -g K k

X = —signek.1 k) g

Finalementy,, = 841 G2 — Signeki.1 k) ;.

On ferait de méme poty,..

Exemple: d = 13

On commence par calculer les suites, (k), () grace au 1°.
étape 0 my=4,ky =1 (mais poug; on doit prendren, = 1)
étapelm =4,k;=3,0, =5

étape2m =2 ,k,=-3,0,=2

étape3mz=4 ky=-1,03=2

étaped my=4 ,k,=-3,0,=8

étape 5ms=2 ,ks=3,05=2

étape 6mg=4 ks=1,0s=2

Puis on passe aux suite ét @) grace au 2°
étape 0 ap=1,bp=0

étapela; =4,b;=1
étape2a,=2X4-1=7h,=2X1-0=2

étape 323 =2X7+4=18 h;3=2X2+1=5

étape 4 a,=8X18—-7=137h,=8X5-2=38

étape 5a; =2 X137 -18=256h;=2X%X38-5=71
étape 6 ag =2 X256 + 137 = 649h; =2 X 71 + 38 = 180
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3) Raccourci pour les calculs si I'on tombe a un d@in rang sur ki, = Tk

Remarquons-le d’abord sur 'exemple précédemmentélarea = 313 : on constate qlg = - k; = 13. Connaissard

=19 001,bs = 1074, eta; = 43 398 b, = 2453, la composition de ces deux triplets do@e , -13 x 13) et I'on constate
queA etB sont divisibles par 13, ce qui donne aprés dimiggatriplet (126 862 368, 7 170 685, -1).

Démonstration:

Supposons que I'on ait, a une certaine éfape
a? —bf d =k etay,” —bj,” d = kg aveck il = K.

Par composition, on trouve le triplet :
(A=aay; +bbus d B=a by + by g, *k?)

On sait qQu&,; — Mg bj+1 =0 [kj+1]a ouay; = Mg bj+1 [kj+1] ou [k1]

Alors, modulok; :

A =g My by + b by d =byyy (8 myq +1d) = 0 [k] car k| divisea my,; + b; d pour donnesy,;.
B =@ by + 0y Mg b =l (@ + by myq) = 0 [k] car k| divisea; + by my,, pour donneby,;.

En divisant les deux membres de I'équationkaon trouve A/ k|, B/ ki, % 1).
4) Raccourci si I'on tombe surkj,, = k;

La relation de récurrence sur leslonne :

ki ki1 = Ma® —d etk Kyp = mu,” —d . Aveck,, = k;, on obtientm,, = m,.
Composons les triplegy b;, k) et (g2, b2, k), ce qui donne le triplet :
(A=a &, +b by d, B=a by + by ap, k)

Utilisonsau, = M, b,z [Kio] ou encorelf]. En se ramenant modulkp
A =g au, + bybj d =g my, b, + by by, d = b (8 mys + by d) = by, (8 My + 1y d) = 0 [k] grace a la formule s, ;.

B=3 Dy + b 8jp =8 byo + DMz by [K]
= by, (& + by my,) = by (8 + by myy) = 0 k] grace a la formule su,;.

En divisant I'équation pak,-2 (et doncA et B par kj),on obtient le triplet correspondant a la solutjgrimitive de
I'équation de Pell.

Exemple: d = 207

étapel m=14,k=-11,a=14,b=1
étape 2 m=8,k=13,a=29,b=2
étape 3m=18k=9,a=72,b=5
étape 4 m=18,k=13,a=259,b=18

On est dans les conditions &= k,. En composant (29, 2, 13) et (259, 18, 13) puisligisant par 13 on trouve la
solution (1151, 80, 1), ce qui correspond a I'étapke la méthodehakravala

Cela étant dit, il arrive souvent que I'on ait l@session des trois valeurk;; — 1,k ., aveck;,, = k;, et dans ce cas le fait
de tomber sur -1 permet d’appliquer la méthode @dBagupta sans avoir a cherckex

6.2.6. Caractére cyclique et palindromique de la ntBode

Nous savons déja que| k +/d . Cela étant, on en déduit, gracé,; =m.,*—d, que
2 _
M = KKy +d.
Avec —d < k ki1 < d, on a alors 0 7 < 2d. Finalement, sachant que est positif, 0 <m < v/2d . Les termes des

suites K) et (m) sont bornées, ainsi que ceux de la double smitk)( ou nous profitons du fait que I'on peut calcués (n,
k) indépendammant des valeursaletb;.

Voyons cela sur I'exemple dk= 61, avec cette évolution de la suitg K) a partir deify, ko) :

3) (8! 1)1 (8! 3)! (71 '4)! (91 '5)! (81 1)1 (61 59» @')v (7! '3)1 (81 '1)1 (81 '3)1 (8! 1)1 (71 49»! 6)! (6! '5)! (91 '4)! (71 3)1 (8, 1)1 (81

Comme la suiteng, k) ne peut prendre qur'un nombre fini de valeure, wh forcément repasser la ou elle est déja passée
et elle présente cette forme, avec un premier reogm, k) = (m, k), j >i:
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Mais le passage d’un terme au suivant est bijedtifpasse en effet du termms.g, ki.1) a

(m;, k;) en faisant :
2
m’,, . 2
Kk, = 1 huis m=-m, (K] avecm” le plus proche dé.
j+1
0 Dans ces conditions, le dessin précédent n'estvallable, my ayant deux antécédents. La
seule possibilité est le retour a 0. Il existe omhreT ou pour la premiére foisrg, kr) = (my,

ko).

La suite n, k) est périodique, sa plus petite période éBan®n obtient toutes les solutions de I'équationPadl en
prenant fnr, 1) avedk > 0.

D’autre part, commeny = my, on a aussinf, kg) = (Mg, k7). En avancant d’un cran a partir dey(ko), on a (n, k;) avec

rrb:-ml[k]]etklznfk;d.

En reculant dun cran a partir dem{ kr), on a (.. kri) avec k”:m?_d:nf_d:kl et
S Kk K

My =-m [kl =-m[ §= Dol [ k) = (Mry, kr.).

Pour les mémes raisonsmy( kp) = (Mr-p, kr2), (My, kg) = (Mrg, Kpg), oo Mz, k) = (M, k), ? et cela jusqu'a la
rencontre des termes qui avancent et de ceux cuiier&. On a bien un palindrome de longu€ur 1, entre les étapes 0Tet
pour la suiteK) et un palindrome entre les étapes T @iu entre 0 €T + 1) pour la suiten().

Exemple: d = 13

étapem k
0 4 1
1 4 3
2 2 -3
3 4 -1
4 4 -3
5 2 3
6 4 1
7 4 3
8 2 -3

6.2.7. De I'inde a I'Europe

A leur époque, les mathématiciens indiens ontafiegint tout une étude expérimentale, mais ils anivig la méthode de
composition qu’Euler appellera plus tard le « tié@oe élégantissime », et ils connaissaient I'algoré d’Euclide qui leur
permettait d’étre assurés que igsexistent dans la méthode cyclique. Un millier diées plus tard, au 17¢ siecle, plusieurs
mathématiciens européens reprennent le problérns, [$mpulsion de Fermat en 1657. lls ne donnerst plas de preuve
que leurs prédécesseurs indiens. Ces mathémat&ampellent notamment Frénicle de Bessy, Wallis, Begar, voire Pell,
et Euler par la suite qui fera une démonstratiatigike.

6.3. Méthode anglaise et méthode indienne

Selon les sources, J. Wallis se voit attribuer deéthodes, la premiére étant originale, tandisagugue I'on appelle la
« méthode anglaise », ou le nom de Wallis est assoeelui de W. Brounckéf,est proche de celle des Indiens.

% Prouvons-le en faisant un raisonnement par réecereen supposant qig; = k; etmr; = m., & un rang, montrons qu'il en est de
méme au rang suivant :

me—d_m"-d_

k.
ke_| k; i

M ==m el ==l = m,

Les égalités se propagent en descente d’'un cétérabntée de l'autre.

Kroja =

24 |es mauvaises langues affirment que J. Wallisitattsibué sa propre contribution & W. Brounckar ce dernier était président de la
Royal Societgn 1660.
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6.3.1. Une méthode de \Allis

La méthode qui suit est attribuée a J. Wallis BAR2003]. A partir de I'équatiornk® - d y? =1, il s'agit de déterminer

le nombrec dont le carré est juste au-dessusldet I'on posa:2 —d =k. Exceptionnellement, &= 1, on a le tripletq, 1, 1),
et c’'est fini. Sinon, multiplions? —d = k par un nombre positih au carré, soit

(cm)? —dn? = knf, ce qui entraindn? < (cm)2.

Lorsquem augmente & partir de 1, I'écart entre les deux bnesnde I'inégalité augmente (c'ést?). Il est alors sdr qu'a
un certain moment, on tombera pour la premiere sais dnf < (cm-— 1)2, ou encored n? < (cm-1)2-1. Deux cas sont
possibles :

dn? = (c m—1)2 —1, et c’est fini, avec la solutiorii— 1,m)

oudn? <(cm-1)*-1.

Dans ce deuxiéme cas, on continue d’augmenfasqu’a ce que I'on tombe sur :

dnf < (cm- 2)2 —1. La encore deux cas se présentent, et si cepasdini, on continue d’augmenterjusqu’a tomber
surdn? < (c m—3)2 —1. Et ainsi de suite, otn augmente pas a pas, tandis qu’une deuxiéme wvariabgmente de temps a
autre, comme ici pour= 3. On finira par tomber sur :

dnm? =(cm- J*-1 aveci =J, soit la solution¢m—J, m) qui est la solution primitive.

Le nombre d’'étapes de calcul estniefinal, avecY = m. Cette méthode exhaustive ne peut marcher quessillgion
primitve est formée de petits nombres. Elle estibeap plus longue que la méthode Brahmagupta-Bhasikd®ar contre
I'algorithme sur ordinateur est particulieremenmhgle, et si I'on est patient —si I'on daigne attendne seconde ou deux
pour avoir le résultat, on pourrra retrouver laisoh pourd = 61.

double d =51

int main()

{ double mi,c;
c=1,;

while(c*c<d) c++; /* calcul de ¢ */

if (c*c-d==1) { printf("\n\n *** 9%3.f 1 ***" c); getchar();return 0;}

i=1; m=0;

for(;;)

{ m++; /* m augmente au coup par coup */

printf(" (%1.f %1.f)", m,i){* affichage des valeurs de m et i, ce qui estlfatiti*/
if ((c*m-i)*(c*m-i)-d*m*m==1) break;
if ((c*m-i)*(c*m-i)-d*m*m>1) i++; /* dans ce cas i augmente de 1 */

printf("\n\n *** 9%3.f %3.f ***", c*m-i, m); getchar();return 0;

}

Prenons un exemplel:= 51.

c=8, k=13, et 5t < &n?

A partir de quand a-t-on 52 S (8m—-1f—17?

Pourm=1, on n'a pas 5 7%, mais poum = 2, on a bien 5% 4< 15° — 1, mais pas =.
Quand a-t-on 5% < (8m—2f—17? Désm= 3, 51X 3°< 22°— 1, mais pas =.

Quand a-t-on 5 < (8m—-3f—17? Désm= 4, 51X 4°< 29 — 1, mais pas =.

Quand a-t-on 51 < (8m—4¥—17? Désn=5, 51X 5°< 36° — 1, mais pas =.

Quand a-t-on 51 £ (8m—-5f—17? Désn=6, 51X 6°< 43 — 1, mais pas =.

Quand a-t-on 51 < (8m—-6Y—17? Désn=7, 51X 72°< 50°— 1, et méme 5% 72 = 5(F — 1.
On a trouvé la solution (50, 7).

6.3.2. La méthode anglaise (Wallis-Brouncker)

D’aprés [EDW1991], la méthode anglaise s’appararite méthode indienne, sauf qu’au lieu de prenddont le carré
est le plus proche dk elle prendn dont le carré est le plus procheddmais inférieur a lui. On constate alors que ldésuts
intermédiaires sont les mémes dans les deux cas,seulement quelques étapes supplémentairesgpméthode anglaise.
Aprés avoir démontré cela, H.M. Edwards en dédu& gour démontrer la méthode indienne, il suffitdéenontrer la
méthode anglaise qui est un peu plus simple danpragcipes. Et cette démonstration est faite emaioes dans son livre.
Nous allons en donner quelques indications, en camant par un exemple comparatif.

Prenonsd = 61.

A I'étape 2 du calcul pour la méthode indienne Bétape 3 pour la méthode anglaise, les deux naéthaonnentn =7
etk =-4.
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A I'étape suivante, les deux méthodes divergent :
a I'étape 3, la méthode indienne dome 9,K = -5,
a I'étape 4, la méthode anglaise donme= 5 etk’ = 9.

Mais continuons la méthode anglaise : a I'étapsdl&,donnem” = 4 etk” = - 5. On retrouvek” = K.

Finalement, & I'étape 4 pour la méthode indienha,l€tape 6 pour la méthode indienne, les dewndotm™ = M’ = 6
etk” = K' =5.

Autrement dit, par moments, la méthode anglaiseefadeux étapes ce que la méthode indienne faiherétape. Il reste
a le démontrer, ce que nous allons faire dansdegh est < 0, le cak > 0 étant du méme style, et nous gardons les mémes
notations que pour notre exemplle 61.

Constatons d’abord que dans les deux méthodesajoats :

m,, = - m; [K], la démonstration étant la méme pour la méthamfgaise que celle que nous avons faite précédamme

Partons d’une situation ou les deux méthodes amtrfeet leurk (<0) identiques. Mais a I'étape suivante, elles se
séparent, avec la situation suivante potetM :

Vd Cela signifie quel —m'2 > M2 —d
i —o—— 2
m' M=m'-k aveck':Ld>o carm?—d<0.
e~ k
k=0

Encore faut-il quen’ existe, c’est-a-diren > 0. Mais on a vu que dans la
méthode indiennek= K| < +/d , doncm' = M +k>M - /d > (M? —d)/(M +

Jd)>o.

M?-d=(m-K?- d= M>-2 knt+ k- «
=kk'-2km+ K= K k-2 m+ K
Aveck<0etM?—d >0,k —2m' +k<0

A I'étape suivante de la méthode anglaise, ondggit quem” = - m' [K’], soitm” =- m’' + K, oum” =- m' + 2K, etc.,
pourvu que son carré soit inférieud.2D’abord essayongy- + k' :

(-m+k)?>-d= m?-2km+ K- d
=kk'- 2km+ k% = K(k-2 m+ K
On en déduit que :
(-m' +k)?-d
K’
Prenons maintenantrs + 2K’ :
(-m' +2k)? - d= m?- 4 kni+ 4 K- d
=Kkk'- 4km+ 4Kk®? = K(k 4 m+ 4 K)
Ork—2m"+ &' =2k—-2n"+ K) + kK >0 (cark >0)
et k—=dm' + 4k =2k-2n"+ k') —k >0 (cark<0)
Finalement(-m' + 2k")? - d> 0.
Cela prouve quen” = - m' + K. Plus généralement on aurél = - m' + |K'| quek’ soit positif ou négatif.

=k-2m'*+ k'<0 d'ot (-m+ k)2 - d<0

Mais a-t-onm” > 0 ? On sait que

M2—d=(m -K?*-d<m?-d (toujours avek < 0)
m?—2km+ kK -d<m?-d

m?d<knm - K /2

m2-d<k(m - k/2)

K=(m%*d)/k> (- k/2)>m, dotm”> 0.

' n2 2
D'autre part, on a vu queem*+ k)" —d_ (m+ K)”- d
k' k
Or par la méthode anglaise aprés deux étaies (Cm+K)° - d et par la méthode indienne aprés une étape :
K

n2
K = (M+K)"—d ponck’ = K.
k

Cela ne suffit pas. Encore faut-il que les tripkttutions A, B, K) pour la méthode indienne et’( b”, k") pour la
méthode anglaise soient les mémes. MontrondteB, ce qui entrainera’ = A.



25

Avec g'= amj'-( bd et b'= atkbm,
b,,:a'+b'm": a+ b(- ni+ I(): art be (& bht- ‘W )
k' k' -kk'
:ak'+b(d— m?+ K rf‘): ak- b kk k m: a (bk P
—kk' -kk' -k
On a aussiB = a+iM = a+ drkm R:b"

Pour que I'étude de la méthode indienne puissasemer a celle de la méthode anglaise, encore eurvique les
étapes supplémentaires de cette derniere ne dopagnine valeur dé égale a 1. C'est justement le cas puisquie m” =
k' avecm' et m” > 0. Les deux méthodes tomberont dondenl dans la partie commune de leurs calculs.

A ce stade, nous n’avons pas pour autant démongdagméthode anglaise aboutit aussi & un cycle angetour dé&
en 1. Une démontration est donnée en exercice ghaaiEs>

Tous les commentateurs européens de la méthodaismgliies années 1800 a nos jours, affirment cquawgeurs ne
connaissaient pas la méthode indienne. Sans aycaoee. Les commentateurs indiens pourraient, eansidérer comme
plausible qu'elle ait inspiré Brouncker, puisque s@itement de I'équation de Pell est proche dedthodechakravala®®

Les Anglais et les Indiens ont au moins quelqueselen commun : ils ont fait essentiellement undeexpérimentale.
C’est seulement un siécle aprés Wallis que Lagraiig@6-1813) donnera une démonstration compléteytbisant

I'expansion de\/a en fractions continuées, comme on va le voir csdes.

6.4. Résolution compléte de I'équation de Pell

Voici comment trouver les solutions de I'équatioa Bell, comme on peut le lire dans les manuelsitdfaétique
d’aujourd’hui. Précisons que la démonstration esea longue, par exemple le chapiteetions continuéesompte 35 pages
dans un livre de référence [NIV1991]. Rappelons ltgaiture d’un nombreA sous forme de fractions continuées consiste a
pratiquer la récurrence suivante, & partixgle \/d :

% =06l 1%, X=0 L %, v X =K+ %o o

Faisons maintenant cela poyd , comme par exemp@ :

N
1+
1
1+— =
1
1+— =
1+ 1
6+...
ce que l'on écrit plus simplement/13 =[3,1,1,1,1,6,... On démontre alors que pour un nombre comyfue(d > 0

non carré), I'expansion en fractions continuéepésbdique a partir d’'un certain rang. Par exenpgler /13, la période est

1111 60n démontre aussi que cette période se termirjeuis par le nombre 2, comme par exemple powfl3 ol X, =
3. Et cette période, si on lui enleve son dernggme, a la forme d'un palindrome comme par exmpﬂarp\/l—B ou
J19=1[4,2,1,3,1,2,€avec la période 213128

% Cette démonstration n’est pas particulieremeniriense. En fait, il ne semble pas plus simple deatérer la validité de la méthode
anglaise que celle de la méthode indienne. La odétlanglaise a surtout le mérite de donner unmaltee de signes + et — pour la suite
(K), ce qui implique que la période obtenue est tmsjgaire. Précisons que pour la méthode indiemme,démontration de son caractére
cyclique a été faite par K. Ayyangar [AYY1930],@i’'une autre se trouve dans l'article \dékipédiaconsacré a la méthodaakravala
Mais elles ne sont pas trés convaincantes, disemgecne les ai pas biern comprises.

% Mais Brouncker innove par rapport a la formule dadkava (puis de Gregory et Leibniz) d’approximatitent/4, en remarquant
que:

12

52

2
2+

2+

formule plus tard démontrée par Euler.
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En tronquant les fractions a partir du début, otieob ce que I'on appelle les réduites/ k, qui sont des nombres
rationnels. Par exemple, poyd 3, on trouve :

&:3:;’

Ko 1

ﬁ:3+}_é

k 1 1

&:3+i=1

o el 2
1

g:3+ 1 :E‘

CHMPRE S
1+
1

Cela étant connu, on en déduit le théoréeme donwaites les solutions de I'équation de Pell, a paiirsa premiéere
solution non évidente, appelée solution primitimeisqu’elle engendre toutes les autres.

Toutes les solutions positives de I'équatigh—d y? = +1 (d positif et non carré) se trouvent parmi les réghlit, / k,
de I'expansion da/a en fractions continuées, en prenanth, ety = k.
AppelonsT la période de I'expansion déd .

® SiT est un nombre pair, I'équatiox? — d yz =-1 n'a pas de solution, et toutes les solutionsée d y2 =1 sont de
la formex = h,r.1, y = Kks1.1 @vecn entier positif.

* SiT est un nombre impair, I'équatiogf — d y?* = -1 a toutes ses solutions de la fomwehnr.1, y = kyr.gavecn entier
impair positif, et toutes celles d& — d y? =1 sont de la forme& = h,r.4, y = kq7.1 avecn entier pair positif.

Si (%1, y1) est la plus petite solution positive g8 -d y? =1, alors toutes les solutions sont données parygx avecn

entier positif, etx, + y,</d = (% + yv/ "

6.5. Comparaison des méthodes

Toutes les méthodes utilisent les réduites deidmagtcontinuées de fagon explicite ou implicite. ©w que la méthode
indienne était un petit raccourci par rapport enéthode anglaise. Celle-ci utilise desinférieur &d et le plus prés possible.
La méthode classique d’aujourd’hui utilise de métee parties entiéres pour avoir I'expansionJ@e. On trouve aussi un
palindrome dans toutes les méthodes. Mais le me&deattul et la démonstration de ces méthodes smmiérement
différents. C'est seulement en 1930 que K. Ayyajgaiy1930] ose affirmer qu'il est le premier a apparla preuve de la
méthodechakravala contrairement aux bobards affirmant jusque-lamétme aprés- que c'est Lagrange qui avait prouvé
cette méthode.

Dans ce qui suit, nous donnons quelques exempiteparant la méthode par expansioneen fractions continuées et
la méthodesamasa bhavanachakravalade Brahmagupta - Bhaskara Il - Naraydna

en=31

Fractions continuées

\31=105,1,1,3,5,3,1, 1, 10période 8

réduites : 5/1, 6/1, 11/2, 39/7, 206/37, 657/18R/855,1520/273 16063/2885

Méthode chakravala

k:1,5,-3,2, -3,5,1 période 6. Pas dexl— 31y? = -1 n'a pas de solution.

6/1, 11/2, 39/7, 206/37, 657/11820/273. En continuant on a la solution suivante :
4 620 799/829 920.

Méthode samasa bhavana - chakravala
6/1, 11/2, 39/7 avek = 2, d’'ou la solution primitivd520/273

e n=29
Fractions continuées

VJ29=1[5,2,1,1, 2, 1Ppériode 5.
réduites : 5/1, 11/2, 16/3, 27/5, 70/13, 727/138u da solution primitived801/1720

27 On peut associer un quatriéme protagoniste, Jagg@danées 1000).
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Méthode chakravala
k:1,-4,-5,4,-1,4,5,-4,1 période 8.
5/1, 16/3, 27/5, 70/13, 727/135, 2251/418, 3775/9801/1820

Méthode samasa bhavana - chakravala
5/1, 16/3, 27/5 avek = 4, d’'ou la solution primitiv€801/1820

6.6. Quelques problemes utilisant I'équation de Plel
« Approximation d’une racine carrée

Avec a et b solutions positives de I'équation de Pell, oe?a-d ¥ = 1 ou (a+ by d)(a- b/ d) =1, ce qui entraine

a-byd>0 ou a> b/_d Cela permet d’écrire :

|E_\/H|:a_b\/a— 1 1 1 Le fait davoir |§_\/E|<i2indique que alb est
b 2b

< <
b b(a+b/d) K2B/d 2b?
nécessairement une réduite dans I’expansion/aeet qu'’il s’agit d’'une bonne approximaton d&d . Il est vraisemblable

que les premiers travaux sur I'équatiqh—d y* =1 aient été motivés par la volonté de calculer wamne carrée d'un

nombred. Mais rappelons que la méthode de Héron est phydle et efficace, en pratiquant la récurrenge = (1/2){,+ d
/ u,) a partir dayy =d/2.

Il est aussi possible que les pionniers en la meatgent voulu traiter une équation du second dagiéux inconnues
avec des solutions entiéres, le probléme du predeigré n'ayant plus de mystéere. Et cela d’autamé pue cette équation
présentait une infinité de solutions, a la difféerd’une équation comme? +d y2: kqui n'a qu'un nombre fini de

solutions?®

En fait 'équationx® — d y2 =1 intervient dans de nombreux problémes, comme gaaxous indiquons ci-dessous.

< On veut transformer un assemblage triangulaire idguks, au nombre dg ¥ 1 + 2 + ... + n, en un assemblage carré
ol ces mémes disques sont au nombre’de3nc’est possible, donner quelques solutions.

/o @ ® 0 00 00

n etm doivent vérifiem (n + 1) /2 =n?

nP+n-17%=0

(n+1/2f-1/4-27%=0

WA+ 1P -1/4-2P=0

(@2n+1F-8nf=1, soitX?-~ 8Y?=1 avecX = 2n +1 etY =m.

X%~ 8Y? =1 a pour solution primitive (3, 1). Par compiositles suivantes sont (17, 6), (99, 35) ...
On en déduit les couples, (M) : (1, 1) sans intérét, puis (8, 6) et (49, 35).

» Trouver un nombre triangulaire qui est le doublarmautre nombre triangulaire.

e, o ate st

« Trouver les deux nombres triangulaires les plugtétls qu’en leur ajoutant 1 on obtienne un cafPéis déterminer
comment en trouver une infinité d'autres.

On constate aussitdt qiie + 1 = Z et queTs + 1 = 4. Il s'agit des deux plus petits nombres triangefiayant cette
propriété. Plus généralement on veut aVgit 1 =n?. Par un calcul analogue & ceux qui précédentrrirea I'équationx?
—8Y?=—7 aveX = 2n + 1 etY = m. Les deux solutions particuliéres trouvées préegdent correspondentse (5, 2) et’
= (11, 4). Or la solution primitive d& — 8Y2 = 1 estg = (3, 1). En composant = (5, 2) avegg® (k > 0), on trouve une

2 gj Iéquationx® —d y? = 1 est parfaitement connue, le cas plus généraf e d y* = k est plus problématique. Il peut y avoir une
inifnité de solutions, ou aucune. Par exemple,usmpnx® — 3y? = 2 n'a aucune solution (en effet en passant nwo@uklle devienk? = 2
[3], qui n'a pas de solution). De méme I'équatidr-d y* = — 1 aved = 3 [4] n'a pas de solution (en passant modulkéduation devient
X% +y? = 3 [4] qui n'est jamais vérifiée pourety allant de 0 & 3).
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premiére infinité de solutions, la premiére ét&it, (11), soin = 15 etm = 11. En composant = (11, 4) avegs, on trouve
une deuxiéme infinité de solutions, la premiéreiioh étant (65, 23), soit= 32 etm= 232

Cet exemple est instructif. En effet si 'on veusaédrex? — d¥? = K (K # 1), et que I'on connait une solution
particuliérex ainsi que la solution primitivg deX? — d¥? = 1, on est assuré d'avoir une infinité de sohgide la formey*,
mais on n’est pas assuré de les avoir toutes, cdiarenple précédent le montre.

Autre remarque : la plus petite solution Xfe— 82 = — 7 est (1, 1) op = 1 + J§( elle était sans intérét dans notre

probléme). En faisani on retrouvex = (11, 4). Mais d’ou vient’ = (11, 4) ? Il s'agit de}f3 = (1 —/8)@3 +/8 ).

 Les maisons d’une rue portent des numéros suceespirtir de 1. Une personne qui habite dans aeitevous invite
chez lui, mais sans donner I'adresse exacte. Itipeggseulement que la somme des numéros qui prédedeuméro de sa
propre maison est égale a celle des numéros gsliileent. Trouver I'adresse sachant que le nombserdenéros de la rue

est compris entre 50 et 500.

Appelonsn le nombre de numéros de la ruep Eadresse cherchée. On doit avoir :
1+2+..+p=-1)=p+1)+pP+2)+..4n
(p-Dp_n(n+1)_ p(pr)
2 2 2
pP-p=nf+n- - p
2p?=n?+n

1, 1
2p% = (n+=)° -=
LR UL

8p?=(2n+1P-1

(2n+1-8p? =1, soit X?— &%= 1 avecX= & 1Y= |

La solution primitive esK = 3,Y = 1, mais le résultat poaretp est sans intérét.

En composant cette solution avec elle-méme, ové&¥u= 17,Y = 6, d’'oln = 8,p = 6, qui ne convient pas.
La solution suivante e3t=99,Y = 35, d'otin = 49,p = 35 qui ne convient pas.

La suivante esX = 577,Y = 204, soin = 288,p = 204. L’adresse est au numéro 504.

« Triangles rectangles presque isocéles a cotésrents cétés de I'angle droit mesurent a et a H’iypoténuse vaut
b. Trouver (a, b).

L'application du théoréme de Pythagore conduia®i22a + 1 =b?
2@° +a+ 1) =P
2
2(a+=)" +-)=b
(«( 2) 4)
%((Za +1f +1)=b’

(2a+1P +1= 2% ou X?- ¥?=-1avecX= 2+ 1Y= |

On a la solution évident¢=1,Y =1, d'otia= 0,b = 1 sans intérét.

En composant (1, 1 ; -1) avec lui-méme, on trodye2(; 1). Puis en composant (1, 1 ; -1) avec (31 on arrive a (7,
5;-1) d'ou la premiére solutiam= 3,b = 5.

En composant (3, 2 ; 1) avec (7, 5, -1), on a281;1) d'ou la deuxieéme soluti@~ 20,b = 5.

« Trouvern et p tels que &£ = C,, """

n(n-1)...(n- p+ 1)= (n-1..(~ p- 1

p! (p+1)!
Aprés simplification, _(n-p(n- p-1)
p+1

29 Ce faisant, on n’a pas pour autant prouvé qujilaxpas d’autres solutions.

%0 Si I'on cherchait la solution suivante, on deveibir X = 8 X 204 + 3X 577 etn dépasserait largement 500.
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n?-3np-2n+ ¢+ p=0
n’-(@3p+2)n+ p’+ p=0

_3p+2,_ (Bp+2f o
5 ) 2 p°-p

5p° + 8p+ 4
4
(2n-3p- 2 = 5( + L p+2)

(n

1
=(@2n-3p-2yf =
2(2n-3p ¥

16, 20
- )
25 25

(2n-3p-2¢ :% ((5p+ 4% + 4)

(2n-3p-2¢ = 5((p+g)2

(5p+4Y -5(n-3p- 2f=-4

Clestde laformé®-5Y*=-4avecX =5+ 4 etY=2n—3p - 2.

Onza le triplet (1, 1 ; -4), qui ne donne rien pp@tn. On trouve aussi (9, 4 ; 1) ol (9, 4) est la sofuprimitive dex? —
5y =1.

Par composition, on obtient (29, 13 ; -4), ce cqunintk la premiére solutign=>5 etn = 15.

Puis composons (9, 4 ; 1) et (29, 13 ; -4), cedguine (521, 233 ; -4), mais aucune valeup ééen ne convient.
Composons encore (9, 4 ; 1) et (521, 233 ; -4), (0849, 4181, ; -4), et la deuxiéme solutign= 1869 eh = 4895.
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Annexe 1 : Programme donnant les solutions primitigs de I'équation de Pell, et résultats
pour d de 50 a 209

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

void resultat(double a, double b);
double N(double a, double b);
double d;

double m;

int main()
{ double a,b,c,newa,newb; int i

for(d=50.:d<100.;d++)

a=1;b=1,
while(N(a,b)<0.)a++;
if (-N(a-1,b)<N(a,b)) a=a-1.;
if (a*a==d) continue;
m=N(a,b);
c=a;
if(fabs(m)==4. || fabs(m)==2. || fabs(m)==1.)
{resultat(a,b);}
else
{
i=1;
for(;;)
{i++;
:-C;
while(c<sqrt(d)) c+=fabs(m);
if(d-(c-fabs(m))*(c-fabs(m))<c*c-d)c=c-fabs(m);
newa=(a*c+d*b)/fabs(m);
newb=(a+c*b)/fabs(m);
a=newa;b=newb;
m=N(a,b);
if(fabs(m)==4. || fabs(m)==2 || fabs(m)==1)break;
if (i>50) break;

resultat(a,b);

getchar();return O;

}

double N(double a, double b)
{return(a*a-d*b*b);

}

void resultat(double a, double b)
{ double X,Y,XX,YY,XXX,YYY;
printf("\n %3.f : ",d);
if (fabs(m)==2)
{ X=(a*a+d*b*b)/2.;
Y=a*b;
printf(" X=%3.0lf Y=%3.0If",X,Y);

else if (m==-1)
{ X=a*a+d*b*b;
Y=2.*a*b;
printf(" X=%3.0If Y=%3.0If",X,Y);

else if (m==1.)

X=a; Y=b;
printf(" X=%3.0lf Y=%3.0If",X,Y);

}
else if (fabs(m)==4)
{if ((int)d%4!=0)
{

X=(a*a+d*b*b)/2.;Y=a*b;
XX=(a*X+b*Y*d)/4;YY=(b*X+a*Y)/4,

if (N(XX,YY)==1)

printf(" X=%3.0If Y=%3.0If",XX,YY);
else if (N(XX,YY)==-1)
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XXX=XXAXXAYYFYY*; YYY=25XXRYY;
printf(" X=9%3.0lf  Y=%3.0lf" XXX, ¥Y);

}
else

{
X=(a*a+d*b*b)/4.; Y=a*b/2.;
printf(" X=%3.0If Y=%3.0If",X,Y);

Remarquons que les calculs ne sont pas faits eergntiais emlouble a savoir les nombres (a virgule) les plus grands
utilisables par le langage C. Mais ceux-ci peuveleua tour étre débordés, par exemple pbar2017, ou I'on n’arrive pas
au résultat. Pour aller plus loin, il conviendrdittiliser I'arithmétique de haute précision. Omuvera ci-dessous des

résultats du programme.

50 : X= 99 Y= 14 g8 @ X= 19 ¥= 2

51 : X=5@ Y= 7 91 ¢ X=1574 ¥=1565

52 : X=649 Y= 90 92 : X=1151 ¥=128

53 : X=66249 Y=9100 93 © X=12151 ¥al2od

54 : X=485 Y= 66 94 : X=2143295 ¥=221064
55 : X=89 Y=12 9% @ A= 39 Y= 4

5 : X=15 ¥= 2 96 : X=49 ¥= 5

57 & X=151 ‘¥=20 07 = X=62809633 ¥=6377352
58 : X=19663 Y=2574 98 : X= 99 Y= 18

59 : X=53@ Y=69 989 : X= 1@ Y= 1

60 : X=31 Y= 4 181 @ X=2a1 Y= 20

61 : X=1766319049 Y=226153980 182 @ X=1@&1 ¥= 10

62 : X=63 Y= 8 183 @ X=2275%28 Y¥=22419
63 5 X= 8 ¥= 1 a4 : Xe 51 ¥ 5

65 : X=129 Y= 16 95 : =41 Y= 4

66 : X=65 Y= 8 186 @ X=32080051 ¥=3115890
67 : X=48842 Y=5967 187 : X=962 ¥= 93

68 : X=33 VY= 4 188 ;1 X=1351 ¥=1318

69 : X=7775 ¥=936 199 @ X=158070671986249 Yel5140424455108
70 : X=251 Y= 30 118 : X= 2 Y= 2

71 : X=3480 Y=413 111 ; X=295 ¥= 28

72.: %=171 ¥= 2 112 @ X=127 ¥= 12

73 @ X=2281249 Y=267000 113 @ X=1284353 ¥=113296
74 1 X=3699 Y=430 114 @ Xs1025 Ye 96

75: X=26 Y= 3 115 ¢ X=1176 ¥=185

76 : X=57799 Y=6630 116 @  X=9381 ¥=010

77 ¢ X=351 Y= 40 117 ¢ X=649 ¥= 68

78 : X=53 Y¥= 6 118 : X=386917 Y¥=28254
79 : X=80 Y= 9 119 : X=128 ¥= 11

80 : X= 9 Y= 1 128 : X¥= 11 Y= 1

82 : X=163 Y= 18 122 : X=243 ¥e= 22

83 : X=82 Y= 9 123 : X=132 ¥= 11

84 : X=55 Y= 6 124 @ X=4620799 Y=414960
85 : X=285769 Y=38996 125 @ Xe=938249 Y=B3204
86 : X=10485 Y=1122 126 : X=449 V- 48

87 : X=28 Y= 3 127 @ X=4730624 ¥=419775
88 : X=197 Y=21 128 ¢ X=577 ¥=1751

89 : X=500001 Y=53000 129 ;  X=16855 ¥=1484




32

130 : X=6499  Y=570 178 : X=339 Y= 26
131 : X=106106 Y=927 171 @ X=170 V= 13

132 1 X=23 Y= 2 172 : X=24248647 Y-1848942
123 : X=2588599 Y¥=224460 173 :  X=2499849 Y=190060
134 : X=145925 Y-12606 174 : X=1451 Y=110

135 : X=244 Y= 21 175 : X=2024  Y¥=153

136 : X=35 V¥= 3 176 : X=199 V= 15

137 : X=6083673  Y=519712 177 : X=62423  Y=4692

138 : X=47 Y= 4 178 : X=1601 Y=120

139 : X=77563250 Y=6578829 179 : X=41992168 Y=313191

188 @ X=161 Y= 12
181 @ X=2469645423824185900 Y=183567298683461950
182 © X= 27 ¥= 2
183 @ X=4B7 Y= 36
184 @ X=24335 Y=1794
185 @ X=5249 Y¥=680
186 @ X=7581  Y=558
187 : X=1682 Y=123
188 @ X=4687 Y=336
189 : X= 55 Y= 4
198 @ X=52021 ¥=3774

148 : X=71 Y= 6

141 ¢ X=95 Y= 8

142 @ X=143 Y= 12

143 @ X=12 Y= 1

145 : X=289 Y= 24

146 : X=145 Y= 12

147 ¢ X=97 ¥= 8

148 ¢ X=73 Y= B

149 : X=2580174144% Y=2113761920
158 : X=49 Y= 4

151 : X=1728148040 Y¥=140634593 191 : X=8904900 Y=650783

152 : X=37 Y= 3 192 « ¥= 87 Y= 7

153 @ X=2177 Y¥=176 193 : X=5224323426849  Y=448036604840
154 @ X=21295 Y=1716 194 : X=195 Y= 14

155 1 X=249 Y= 20 195 : X=14 ¥= 1

156 : X=1235 Y= 2 197 @ X=393 Y= 28

157 : X=46698728731849 ¥Y=3726964292228 198 = X=197 Y= 14

158 : X=7743 Y¥=616 199 : X=16266196520  Y=1153030099
159 : X=1324 ¥=185 200 @ X= 99 Y= 7

168 : X=721 Y= 57 201 @ X=515895 Y=36332

161 : X=11775 Y=028 202 - X=19731763  Y=1388322

162 : X=196@1 Y=1548 283 1 X=57 Y= 4

163 : X=04080026 ¥=5019135 284 @ X=4999 Y¥=350

164 : X=20849 Y=160 2085 : X=39689  Y=2772

165 : X=1879 Y= 84 206 : X=59535  Y¥=4148

166 : X=1700002565 Y=132015642 207 : X=1151 Y= 8@

167 : X=168 VY= 13 208 : X=649 Y= 45

168 : X=13 Y= 1 209 : X=46551 Y=3220

Annexe 2 : Factorisation de Narayana-Fermat

Considérons un nombiéimpair. Il peut toujours s’écrird = p gavecp >q > 0, qu'il soit premier ou non. Les facteurs
p etq sont impairs. Par exemple 15 263 = 15X 1, et 13 =13X1, 9 =9 X 1. On en déduit, puisqye* q sont pairs :

N :(¥)2—(%4)2:A2— g2 avecA>B > 0 etA’ > N.

Tout nombre impair s’écrit comme différence de deaxés. On peut donc le factorisét = (A + B)(A — B. Il reste &
déterminerA et B. Pour cela, on essaye les valeurs successivesndimibreA a partir de la plus petite, jusqu’a ce que l'on
tombe sud? — N qui soit un carré, soB?.

Supposons en plus qiene soit pas un carré (sinon la factorisation ég thite). Alors+/N est un nombre a virgule.
Prenons le nombre égal au nombre entier juste au-desssug e soita = [\/N] +1. Ce nombre est le plus petit nombre

parmi les nombreA & essayer. Puis formons le nombre positif a?— N. Si I'on tombe sur un carré, stit =a?— N, etN =
2 2 o
a” —b?, c’est fini.

Par exemple, prenomé= 5523,\/N = 97,..., d'ota = 98. Alorsr =a>~N=81 =%, d'oUA=98 etB = 9.
N = (98 + 9) (98 — 9) = 10%89.

De méme avec 'exemple de Narayama= 1161. On trouve = 35 efr = 3% —-N =64 = &, d’oll
N=35%_-8&=(35+8)(35-8)=4%27.%

Mais le nombrern’est pas toujours un carré, loin s’en faut. Alorsrecommence avec le nomlare 1 en prenant, =
(a+ 1F —N. Si c’est un carré, c'est gagné, sinon on reconemeneas = (a + 2 — N, et ainsi de suite tant qu’on I'on n'a
pas un carré. On est siir que le procédé finit'paréser, puisquéN s’écrit toujoursA? — B2

Par exemple, pold = 7169, on a:

a=85 r, =56

a+1=86 r,=227

a+2=87 ry=400=26 dol 7169 = 87— 2F = 107X 67.

%1 En fait, Narayana ne prend pas le plus petit eatii-dessus de/ﬁ, mais le plus grand enties au-dessous, d’cé, = 34 eta,> —N
=-5.0n en déduit qued+ 1¥ —N=-5+ 2 + 1 = 64 = § et la factorisationa + 1 +b)(a, + 1 —b) = (35 + 8)(35 — 8).
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On vérifie facilement que dg ar, 'augmentation est d&, = 2a + 1, que de, ar; 'augmentation est dea2+ 3 =u, + 2,
que der; ar, 'augmentation est dea2+ 5 =ug + 4, et ainsi de suite. En appelamt- 2 le nombre total des étapes de calcul,
jusqu’a I'obtention d’un carré, on a

Fmez =F1 + Ug + (U + 2) + Qg + 4) + ... + (o + 2m) =b? et aussim, = @+ m+ 1F —N, d’ou
N=@+m+1f-b?

Reprenons I'exemple attribué (peut-&tre) & Narayaha 1001. On commence par= 32 etr; = 23% Et avecuy = 2a +
1 =65, on arrive &,= 23 + 65 + 67 + 69 + 71 + ... + 89 = 1024 2.32est bien ce que donne le programme :

N = 1881

a= 32 w»= 23

a= 33 »= B8

a= 34 w»= 155

a= 35 »= 224

a= 36 r= 295

a= 37 w»= 368

a= 38 r»r= 443

a= 39 »= LZA

a= 4@ »= 599

a= 41 »= GBA

a= 42 p= 763

a= 43 pr= 848

a= 44 p= 735

a= 45 »= 1824 h= 32
1881 = 77 x 13 nombre de pas = 14

Le programme découle de ce qui précede.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
double N;

int main()
{ double a,r,b,bb,u0,F1,F2; int m,nbpas;
N=100895598169.;
a=(int)(sqrt(N)+1); r=a*a-N; printf("\n N = 36f \n a=%3.If r=%3.If",N, a,r)y* calcul de aetr=4—N*
b=sqrt(r); bb=(int)b;
if (bb*bb==r) [* cas particulier ou I'on tombe aussitot sur urnréa*/
{printf(" *** b= %3.0f",b);
Fl=a+b; F2=a-b;
printf("\n\n  %3.1f = %3.f x %3.f",K1,F2);

else
{m=0; u0b=2*a+1; nbpas = 1,
for(;;)

{ nbpas++;
r+=u0+2*my* évolution de r a chaque étape */
b=sqrt(r);
printf(" \n a=%3.f r= %3.f",a+m#), /* affichage a supprimer pour N grand */
bb=(int)b;

if (bb*bb==r) /* cas ou I'on tombe finalement sur un carré */
{ printf(" a= %3.f b=%3.08+m+1,b);
Fl=m+a+1+b; F2=m+a+1-b;
printf("\n\n  %3.If = %3.1k %3.If",N,F1,F2);
printf("  nombre de pa%ed",nbpas);
break;

m++; /* m augmente de 1 a chaque étape */

}

getchar();return O;

Reprenons les exemples traités par Fermat :

« N =10 235 789. Nous avons affiché ci-dessous lmjgre valeur da et la derniére, avec la factorisation finale au
bout de 26 étapes de calcul, telle qu’elle est derpar le programme :

N = 18235789
a=3280 »= 4211

a= 3225 h=486
18235789 = 3631 x 2819 nombre de pas = 26

32 0n peut aussi bien commencer aar 31 etro = - 40, ce qui donne a I'étape suivaate 32 etr; = - 40 + 63 = 23.
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¢ N=100 895598 169. Il y a 187 723 étapes de caloul arriver au résultat :
N = 1688825598169
a=317641 r= 2806712
a= 585363 bh=393860
188895598167 = 898423 x 112383 nombre de pas = 187723

Au cas, méme tres improblable, ou Fermat se sergiré de méthodes indiennes, il n’en reste pamsnque les
dimensions des nombres qu’il a factorisés sont sangmune mesure avec les exemples venus d’'Indepoft que les
raccourcis de calcul qu'il a di trouver restentagacmystérieux de nos jours (on pourra consultee dujetSavez-vous
factoriser a la mode de Fermat ? Blogdemaths, 201i4rois hypothéses sont évoquées)..



