| nter section de deux cercles.
L entille et croissant

Considérons deux cercl€set C', de centres respectifd et O, et de rayonRR etR avecR < R
Placons-les dans un repere orthonormé d’ori@navecO’ sur la demi-droiteOx. Posongd = OO'.
Lorsque les deux cercles se coupent, le petiteast découpé en deux parties, I'une en forme de
lentille, I'autre en forme de croissarfiglre 1). Nous allons nous intéresser aus afkest A’ de ces
deux surfaces.
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Figure 1: Lentille en vert et croissanénrouge

1) A quelle condition sur d les deux cercles sgeattils ?

Les cas extrémes sont ceux ou le ce@lest tangent intérieurement ou extérieurementeaale
C. On en déduit I'encadremeRt-R <d<R+ R (figure 2.

Figure 2: Lorsque les cercles se coupent, les cas linsibes les cas de tangenem bleuet en
rougepour le cercleC’. Quelques cas intermédiaires sont dessamésoir.

2) La droite passant par les deux points d’intersettites deux cercles est appelée axe radical.
Déterminer son équation, ce qui revient a cherdesrabscisses des points d’intersection ou encore
I'abscisse ¢du point d’'intersection | de I'axe radical et dade Ox (figure 1).

Les équations des deux cercles sont :
X2 + y2 — RZ
X2+ y?-2dx+ d?- R?=0



Par soustraction on obtient I'équationer2dx— d? + R?= R
D’ou I'équation de I'axe radical :

d?+ R - R?
X=—
2d
2 2 _ 2
ce qui est aussi I'abscisse du pdintd, :%

3) Quand a-t-ond=d, puisd<d,etd >d ?

2 2 2
d,-d =%. On en déduit que, = d lorsqued =+ R? - R? .
D'autre partd, > d lorsqued <+ R* — R? , plus précisément lorsque- R'< d<+ R - R, et

d, <d pourvR?- R? < d< R+ R.! Ces deux cas sont illustrés sufigaire 3

Figure 3: Les deux cas de figurA.gauched,; > d, a droited; <d.

4) Dans le cas particulier ou;&= d, calculer le rapport A’/ A de I'aire A’du cresant par rapport
a l'aire A'de la lentille, en prenant R £ et R = 0,62

Les pointsl et O’ sont confondus, et dans ce as VR*— R?. AppelonsP et P’ les points
d’intersection des deux cercles. La lentille estri@ de deux parts, un demi-disque a gauehay(is
palesur lafigure 4 & gauched’airez R?/ 2, une autre partief gris foncgqui est la différence entre
le secteur angulair®PP et le triangleOPP. Dans le triangle rectangl®OP avech = O'P =

VR? - d? , l'anglea = P’OP est tel que sie =h /R, eta = Arcsin h/ R). L’aire du secteur angulaire
est 1R? x 2a | (2r) = Rea, et celle du triangl©PP vauth d On en déduit I'aire de la lentille :

A=7rR?/2+R’a—-hd

L’aire du croissant e# = # R?—A. Le calcul donne, pol® / R= 0,6, A'/ A=0,5514.

! Accessoirement, on constate que, lorstjeeoit deR —R & R + R, d, décroit deR & +/R? - R? puis croit
de vVR? - R? aR, comme l'indique le tableau de variation, déduitsigne de la dérivéd; :
d|R-R* R RV ReR|

d1| R R

Ngw”

2 0On peut prendre plus généralemBht 0,6 R sans que cela ne chargje/ A. Car le fait de multiplier les
longueurs par un méme nombre multiplie les airedgpaarré de ce nombre, mais cela ne change papport
des aires.




Figure 4: Cas ot =d=+vR? - R? , avecA’ / A~ 0,55.

5) Calculer A et A’ lorsque ik d. En particulier combien vaut A’/ A lorsque d = &) prenant
R =06R?
2 2 _ 32
On est dans le cas ofR? - R? < d< Rt R. Rappelons qué, = Ol = d+2¥ La lentille

se partage en deux partiéigre 5 & gauche La partie de droite a une aire qui est la diffée entre
le secteur angulair®@PP et le triangleOPP. Dans le triangle rectangl@IP avech = IP = \/R? - df

eta = Arcsin 1/ R), l'aire est égale &?a — h d,. On fait de méme pour l'aire de gauche, différence
entre celle du secteur angula@®&PP et celle du triangl€’PP. Avec O'l =d—d; et = Arcsin (1 /

R), cette aire vauR?3—h (d — d,). Finalement :

R’a—hd +R?B—h(d— dy)
R%a +R’f—-hd etA =7 R?-A

A

Dans le cas particulier ali=RetR = 0,6 R, le calcul donn&\' / A~ 1,295.

Figure 5: A gaucheles deux partiegn vert palestvert fonce constituant la lentilleA droite le
cas particulier od =R,

6) Calculer A et A’ lorsque &> d. Dans le cas particulier d&®l = 0,6 Retd = R, calculerA’ / A.
On sait qued; > d pour R- R'< d<+ R - R . La encore la lentille est partagée en deux zones
(figure 6. Pour la partie droite, comme précédemment, b # = \/R* - d? , a = Arcsin b/ R), et

l'aire est égale &R?a —h d,. Mais pour la partie gauche, avec I'angléel ques = Arcsin (i / R),
I'aire du secteur angulaire devieRt (77— ) + h (d,—d). Finalement :

A= R%—hd +R2(7r- )+ h (dh — d)



= R%a +R*(m-pB)-hd etA =7 R?-A

Dans le cas oR = 0,6 Retd =R, le cercleC’ passe pa0, et I'on trouveA’' / A= 0,174.

Figure 6: Partage de la lentille en deux zones, lorstjued.
7) Avec R’ = 0,6 R, quelle est la valeur de d pogukelle A’/ A=17? Etlorsque A’/ A=1/37?

Il est évident que lorsquiaugmente, l'airé\ diminue, I'aireA’ augmente, dond’ / A augmente.

OnavuqueN/A=0,17 poud=R(= 0,6 R), A/ A=0,55 poud = VR*- R*=0,8R, etA' /| A=
1,29 poud =R.

Pour trouver quand’ / A= 1,d doit étre compris entré = 0,8R etR. L'équation erd ne peut étre
traitée que par un calcul approché, en faisantegample varied par petits intervalles réguliers
partir de 0,8&R. On trouve ainsil =~ 0,937R (figure 7 a gauche

Q-

D’autre part, pour avoiA’ / A= 1/ 3,d doit étre compris entre O et 0,8R. Un calcul approché
donned = 0,700R (figure 7 a droitg..
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Figure 7: A gauchela lentille et le croissant ont la méme aié / A=1.Adroite A/ A=1/3.




