Courbes a boucles convergeant vers un cercle

Ce probléme commence par I'étude d’'une similituidectl, et il aboutit & la formation d’'une suite
de courbes présentant des boucles de plus en @hasrauses mais qui s'estompent peu a peu pour
donner finalement un cercle.

Dans le plan complexe, avec son repére orthonorimégihe O, on considére la suite de points
Mo, M1, M, ..., M, ... avec Men O et M d’affixe 1. La régle de passage d’un point au aatyavec
n =1, obéit aux deux conditions : en matiere de l@ugs, MM, .1 =r M,.1M,,, avec r nombre réel >0
donné, et en matiére d'angleM {{M,, MM ,1) =t 1 avect angle donné compris entre 0 gt 2

1) On appelle yI'affixe du vecteuM M .1 . Montrer que pour 21 : v,=r e" v,... En déduire la
forme explicite deyen fonction de n, r et t.

On passe du vectet, M, au vecteuM M., en multipliant sa longueur paret en le tournant
de I'anget, ce qui signifie en complexes que I'on passe aliixe v,.; du premier vecteur a I'affixe,
du second en le multipliant par le nombre compléeenodule et d’argument, soitv, = r e" v,..
Cette relation de récurrence correspond a une géitenétrique de raisane' et de terme initialy
affixe deM M. On en déduit la forme explicitg = v, (r €")", avecv, = 1, ot v, =r"€"".

2) En prenant comme cas particulier dans cette qoesti -1 ett :%, placer les points de M

J2
é. M]_o.
Yy
@) 1 X
. . . . 1 i
Figure 1: Trajectoire des poinfd, pourr =—ett=—
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3) On suppose maintenant dans tout ce qui suit gaa & 1. Et I'on appelle z I'affixe du point
M,. En exprimant yen fonction de,zt z.1, en déduire que,z Vo + Vi + Vo + ... + V1.

Avecv, affixe deM M .1, On a aussi,+; —z, =V, pourn> 0, grace a Chasles. Ainsi :
Zyn—Zn1=Vha
Zn1—2Zn2 = V2

L—=71=V

21—y =\

En additionnant membre & membre, il se produitstfeplifications en cascade, et il reste :
Zo—20=Vp1+ Voot ... +V; +Vp, aveczy = 0, ou

! Comme d’habitude, les vecteurs sont marqués en gra



Za=Vot+ Vi + Vot ...+ V1.

4) Donner la forme explicite dg n fonction de n, r

A s . ; ; DR N (1= L »
Grace a la formule précédente= 1 +r €' + (r €)? + ... + (r €)™ =% puisquer €' est
-re

différent de 1, avec O k< 1.
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5) Montrer que le module du nombre compl@gel—it tend vers 0 lorsque n tend vers linfini.
-re

En notant P le point d'affixe p —1 =, interpréter géometriguement le comportement dsulée
-re

des points (M) a l'infini. Placer sur la figure commencée au I2°point P obtenu pour r = et
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D’aprées la formule précédentg, — | _t|
1-re'

soit en moduletzzn _

1-re"
a pris le quotient des modules. Avec 0 < 1, r" tend vers 0 poun infini, tandis que‘l—reit‘ reste

fixe. Donc avec son module qui tend vers 0, le nendmmplexez, —ﬁtend vers 0 ez, tend
-re

versp = . La suite des pointsl, tend verd.

1-ret

6) Pour tout n entier naturel, on notg Zaffixe du vecteuPM,. Calculer Z en fonction de n, r et
t. Puis établir une relation entre, 2t Z,;. En déduire que I'on passe de.Ma M, par une similitude
directe dont on précisera le centre, le rapportatgle.

1 re" )’ - - . o

T =—( ).t =-p(ré')". On reconnait la forme explicite d’une suite gévigée
1-re 1-re

de raisonr €' avec comme terme initidd, = —p. D’ol la relation de récurrencg, =re'Z ,, qui

s'écrit aussiz, - p=ré'(z_,— p.Cestde laformez, = az_, + ktaveca# 0. On passe dd,; aM,

par une similitude directe de rapp@jt$r et d’'angle ar@ =t, avec comme centre le point file La
suite des pointM, vient s’enrouler en spirale sur le poiht

Z)=2,-

7) Déterminer les coordonnées X et Y du point P pléeénent défini, en fonction de r et de t.

_ 1 _ 1 _1-rcosg+ir sin
p_1—r(cos +isin) Er cds-ir sin @ dog¥ ° din
_1-rcog +ir sih
1412 -2r co$

_ 1-rcog
C1+r2-2r cos
_ r sint
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8) Gardons r fixé entre 0 et 1. Lorsque I'angle tigade 0 & 2z le point P décrit une courbe C.

Mettre les équations paramétriques de C sous lméoX =2~ gt v = SN ot praciser les
b-2cost b-2cost

valeurs des constantes a et b. Puis montrer gtie ceurbe est symétrique par rapport a I'axe des x
et indiquer dans quel intervalle pour t on peutuiéd I'étude. Déterminer les points P obtenus pour
=0ett=m

En divisant par en haut et en baX,etY s'écrivent :

_ 1/r-cog

T @+r?)/r -2cos
_ sint
C@+r?)/r -2cos

doua=1/retb=(1+r%/r.

On a la les équations paramétriques de la coQrbécrite palP. Lorsque I'on changeen —t (ou
2z —t), X ne change pas (le cosinus étant une fonction)peiré est changé en ¥ a cause de la
fonction sinus impaire. La courb@ est symétrique par rapport a I'axe deset I'on peut réduire
l'intervalle d’étude a [Oz]. Pourt = 0, on trouve le poinA (1 / (1 —r), 0), et poutt =z on a le point
B(1/( +r),0).

9) Montrer que la courbe C est un cercle dont on [@&m@a le centre? et le rayon R.
Utilisant les résultats précédentsten0 etz, en prenant comme poift le milieu de AB], soit Q

(1 /(1 -r?, 0), le rayorR éventuel ne pouvant étre qué (1 —r?. Il s’agit de prouver qu&P = R,
c’est-a-dire@P” =r? /(1 —r?)?, ce qui signifie qué® sera bien sur un cercle.



1 _ l-rcos 1 _ (Er?)(tr cdsy 4r’+r2 do
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(1-r?)*(1+r?-2 cos ¥
r?((@+r®)cog -2 ¥+ (Fr? ¥ sit )
- (1-r?)’(@+r?-2 cos ¥
_r?((@+r?)%cost + (br?ysit - & (¥r *)cost r4 )
- (1-r?)’(@+r?-2 cos ¥
_r?2(@+r*+ 2 %(cost - sirtt + 2y 4 cos- r4 ost)
- (1-r?)*(@+r?-2 cos ¥
_r?((@+r*+4%cost + R?- & cas- r4® dos )
- (1-r?)*(1+r?-2 cos ¥
B r2((+r*+4 ?cost + R°— & cas- r4® dos)
C(L-r?)’@+r2-2 cos § (Br ‘+ B2 cod + r2>-r4 tosr 4 tcos )
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Le pointP se trouve bien sur le cerdlxde centreé? et de rayorR. Mais le décrit-il lorsqué décrit
[0, 27] ?

Xgp = X

yQP

:R2

Il suffit de constater qu#(t) est une fonction continue sur §). Avec X(0)= 1 /(1 —r) et X(n) =
1 /(1 +r), correspondant aux extrémit&setB du diametre du cercl doit nécessairement parcourir
tout I'intervalle [1 /(1 1), 1 /(1 +r)] (sans qu'on ait besoin de démontrer ¢ife est une fonction
strictement décroissante),et le pdthparcourt bien le demi-cercle sur [f], et par suite tout le cercle
sur [0, 2t (figure 2.

Figure 2: Cercle décrit par le poift, avec, pour quatre valeurs tkes trajectoires des poinié,
menant a leurs poinlimites respectifs



10) Déterminer les coordonnées xn et yn des pointsavpartir de leur affixe z

Reprenong,:
_1-r"e™ 1-r"(comt+i simt ) Fr" cost—ir" simt
"~ 1-re"  1-r(cog+isim)  Er cds-ir sin
_(@-r"comt—ir" simt )(&r cds+ir sin)
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1+r®-2r cos Hr’- 2 cds
n:rsint—r”simt+r“*1(simt cos— cay sin)r sinr” sin+r™ gint t)
1+r*-2r cos Hr®-2r cog

11) On garde r fixe. Pour chaque valeur de n, on abés la courbd’, décrite par le point M
lorsque t varie de 0 a2 Montrer que les courbeg, sont symétriques par rapport a I'axe des x.
Quelles sont les courbés, 'y etl%?

A cause des cosinus, le fait de changen 2r — t conservexn, et a cause des sinys est
transformé en son opposé. Les couriesont symétriques par rapport a I'axe gekes courbegy et
I'; sont respectivement réduites aux pofdtst (1,0).CommeM;M,=r, le pointM, décrit le cercle de
centre (1, 0) et de rayan

12) Prendre la courbd’; et montrer qu’elle coupe I'axe des x en trois p®iou deux points suivant
les valeurs de r.

Pourn = 3, faisongn = 0. Cette équation drs’écrit :

rsint—-r’sin3+r*sin2=0
sint—r’sin3+r®sin2=0

sint—r? (3 sint—4 sirft) + 2r® sint cost = 0

sint (1-3r+ 4r?sirft+ 2r¥cost) = 0

Lorsque sint = 0, on obtient deux points pous 0 ett = .

Reste 'équation  3r?+ 4r?sirft + 2r°cost = 0, ou 1+ r* — 4r?cost+ 2r®cost = 0,
4r?cogt—2r cost —1 —?=0, équation du second degré entcos

Le trindme 4r* X* — 2r® X —r? — 1 admet comme discriminant réddit- 4r? (1 +r?) =r®+ 4r* +

3S4r(r2+ 2,
A?=r% (" + 4r% + 4) =r* (" + 2F > 0, et par suite deux raciner#=—gl ou’ 2 !
r

PuisqueX doit étre un cosinus, cela impose que<X< 1.

Prenons la racing{+1) / () qui est > 0, elle doit vérifier{+1) / (2) <1, ¢ — 1f < 0, ce qui
n’est jamais possible avec 0 <r < 1. Prenonsréargcine — 1 / (9 qui est négative. Elle doit vérifier
-1/@)>-1,0ul/(®<1r>1/2.

Finalement, on trouve, outre les deux points cpopdant & = 0 ett = x, un troisieme point
d’intersection de la courbe avec I'axe des x, gouarccos(— 1/ (2)), lorsquer >1/ 2. Sinonil n'y a
gue deux points.



13) Faire un programme permettant de dessiner leshsir; pour diverses valeurs de r.

for(r=0.1;r<1.;r+=0.1)/* valeurs prises par r */
{ for(t=0.;t<2.*M_PI;t+=0.00001)/* tvade 0 a 2 */
{den=1.+r*r-2.*r*cos(}t, /* formules permettant de calculer xn et yn pou= 3 */
rn=pow(r,3);
xn=(1.-rn*cos(n*t)-r*cos(t)+r*rn*cos((t)*t))/den;
yn=(r*sin(t)-rn*sin(n*t)+r*rn*sin((n-1)t))/den;
putpixel(xorig+zoom*xn,yorig-zoom*yn,nd;j /* dessin de la courbe */

}
SDL_Flip(screen);pause();SDL_FillRect(scredul N, blanc);

}

Les résultats sont donnés sufigaure 3 Pourr supérieur a 0,5, la courbe présente une boucle, ave
un point double, comme cela était prévisible ageprésence de trois points d’intersection aveel'ax
desx. Pour le cas frontiene= 0,5, on constate que la courbe a un point de@uskement.
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Figure 3: Courbed3; pourr =0,2,r =0,4,r=0,5,r=0,6,r =0,8

14) Prendre une valeur assez élevée de r, par exemplé,8, et tracer par programme les
courbesls, I'4, I, ... €n constatant leur convergence progressiveleersrcle C.

On a prisr = 0,8. La courbd’; présente une boucle, la courieen compte deux, et quamd
augmente, il y a une boucle de plus a chaqueNtass ces boucles diminuent peu a peu en dimension.
Pourn = 11 environ, elles laissent place a des pointseleoussement, puis au-dela on obtient des
oscillations qui se font de plus en plus doucesy pdoutir quasiment, vers= 30, au cercle limit€

(figure 4.

On remarque qu’en prenant des valeurs supérieenegtlis proches de 1, les boucles sont de plus
en plus nombreuses avant de disparaitre.
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Figure 4: Les courbe§s, I's, I'e, I'11, T'og, Tog



