Un probleme d’Alhazen
Trajectoires lumineuses dans un cercle

Lorsque I'on parle de probléme d’Alhazeit s’agit de trajectoires lumineuses reliant winp a un
autre apres réflexion sur un miroir circulaire, aussi bien de rebonds d'une boule sur un billard
circulaire. Le probleme particulier que nous tnaitdci consiste a lancer un rayon lumineux (ou une
boule de billard) a partir d’'un poiri¥l situé a l'intérieur d'un cercle, en faisant entsogue la
trajectoire lumineuse repasse en ce méme point apfiexions sur le cercle. Quand on impose le
nombre de ces réflexions, le probléme peut avarsddutions ou pas. Nous allons étudier les cas les
plus simples selon le nombre de ces réflexiongge®iraitant sous forme d’exercice.

1) Quelles sont les trajectoires partant de M poavenir en M aprés un rebond ? Constater que
ces trajectoires sont encore valables si I'on anambre quelconque de rebonds, mais que dans ce
cas, la trajectoire va bien de M a M mais elle regapar M entretemps.

En appelanf le point de rebond, on aura une trajecttd&M si et seulement sMA) et (AM) sont
confondues, ce qui signifie que I'angle d'inciderest nul. La trajectoire est donc une partie du
diameétre du cercle passant par

A
On obtient ainsi les deux trajectoirddAM et MA'M (voir dessii.
Remarquons aussi qu’'aprés plusieurs rebond®# est A, la trajectoire va
toujours deM aM, quitte a repasser é&hentretemps.
AI

2) On ne s'intéresse plus désormais aux trajectoireuvées précédemment, qui acceptent un
nombre quelconque de rebonds. Autrement dit, og’inEresse qu’aux trajectoires partant de M
pour revenir en M sans repasser en M entretemps.

Faisons I'expérience suivante : Un rayon luminesklancé a partir d’'un poinf2 sur le cercle,
avec un angle d’'incidence a non nul. Il ne cesssedefléchir sur le cercle, en A, B, C, etc.

a) Montrer qu’en chaque point de rebond I'anglererie rayon incident et le rayon réfléchi est
égal a 2a. Faire un dessin en prenant un angletd. geuis en prenant l'intersection du rayofp4]
initial avec les rayons suivants, trouver les psilt qui correspondent aux trajectoires partant de M
pour revenir en M apres deux, ou trois, ou quagieands.

Le triangle OQA étant isocéle, I'angla en Q se
retrouve em. Et comme I'angle du rayon d’incidence
est égal a l'angle du rayon réfléchi, on a aussi le
anglesQAO et OAB égaux &a. A son tour, le triangle
OAB est isocele, I'anglea se retrouve erB, et le
processus se produit indéfiniment. Cela signifie kps
angles des rayons lumineux aux points de rebénds
B, C, etc. sont tous égaux a.2

Sur le dessin, avec un anglgetit, on constate que
B le rayon initial [2A] est coupé par le rayoB€] en un
point M,. Si I'on part de ce point, et que I'on fait deux
D

! Alhazen, également connu sous le nom d’Ibn El-Reayt, est un savant « irakien » des années 100@grép
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rebonds, on se retrouve en ce point. Continuomsprenant l'intersection de2f\] avec [CD], puis
avec PE], on trouve les pointll; etM, & partir desquels la trajectoire revient en cestp@pres trois
ou quatre rebonds.

b) Dans quels cas la trajectoire partant gerevient en® ? Traiter les cas avec deux, trois et
quatre rebonds. Que se passe-t-il si I'on part dhaint M situé sur un des segments de la trajeetoir
autre qu'un point de rebond ?

Dans ces cas exceptionnels, le polygone de sonfBfl<C..2 a tous ses sommets situés sur le
cercle, ainsi que tous ses angles égawa)all2s’agit d’'un polygone régulier. Notamment awdsux
rebonds e\ et B, on a le triangle équilatér@AB, et le point est un point de typ®l,, en position
limite sur le cercle. Avec trois rebonds&rB, C, le quadrilater@ABC est un carré.

C
B A Avec quatre rebonds ek B, C, D, on obtient deux
types de pentagone régulier, convexe ou étoilé.

D B

Lorsque I'on prend un polygone réguliendommetsr{> 3), la trajectoire issue de revient eri2
apres n — 1 rebonds, et c’est un point du tyde;. Prenons maintenant un poMtsitué sur une des
arétes, et pas en un sommet. On obtient alorsrajeetbire partant dM pour revenir eiM apresn
rebonds, et I'on obtient ainsi des points du tihe Autrement dit, une trajectoire exceptionnelleave
n— 1 rebonds donne naissance a une infinité dectojes avea rebonds.

3) Cas d'une trajectoire partant de M pour reveeir M apres deux rebonds.

a) Prendre un point M & une distance y du centreehele’ S'il existe une trajectoire partant de
M, se réfléchissant en un point A sur le cerclés pe réfléchissant a nouveau en B sur le cerder p
repasser finalement en M, montrer que cette trajeefprésente une symétrie que I'on précisera.

On sait que dans un cercle, toute tangente auecestl
perpendiculaire au rayon correspondant. Les réfiexenA
etB imposent que les anglB$AO et OAB soient égaux, ainsi
que les angle®\BO et OBM. Comme le triangl€DAB est
isocele, les angleSAB et ABO sont égaux. On obtient quatre
angles égauxvpir dessin.

B T A A son tour, le triangl®AB possede deux angles égaux en
A et B, il est isocele, et sa hautewlH]) qui est aussi la
médiatrice de AB] passe parO puisque ce point est
équidistant deA et B. On en déduit que QM) est
perpendiculaire aAB), et la trajectoirdlAB présente un axe
de symétrie qui esOM).

b) Donner au cercle un rayon unité, et prendre epére orthonormé d’origine O tel que le point
M ait pour coordonnées (0, y) avec>y0. Constater que les points A et B ont nécessainemne
ordonnée< 0. Sans perte de généralité, on supposera queite B a une abscisse positive, et I'on
considérera les trajectoires MAB et MBA comme éesimémes (elles sont les mémes au sens pres).
En appelant a I'angle (non orienté) entre I'axe aest OA, trouver une relation entre y et x = sin a

2 Grace aux symétries du cercle par rapport & tuhétre, la distanc®M =y est le seul paramétre qui
caractérise les trajectoires.



L'angle a est égal aux quatre angles des réflexion& en
et B. La droite AB) est nécessairement horizontale
(parallele & I'axe dex). Si elle était au-dessus de I'axe des
X, la droite QA) serait extérieure a I'anglMAB, alors
gu’elle doit étre la bissectrice de cet angle. hemtsA et
B ont nécessairement une ordongéde

Dans le triangle rectang@AH, on a

OH = sina etAH = cosa.

Puis, dans le triangle rectan@f#\H, on a
MH /AH =tan &, ou MO + OH) / AH =tan &.

Finalementy + sina) / cosa = tan 2. Sachant que taraZ 2 tana/ (1 — taf a), on trouve :
y+sina=2tana cosa/ (1 -tafia) =2 sina/ (1 —tafi a)

y=2sina/ (1 —tada) — sina= (2 sina— sina (1 —tada)) / (1 — taf a)
=sina (1 +tarfa) / (1 —tada) = sina/ (cog a— sirf a)

y= sina _ X (on a ausgi= sina )

1-2sifa 1= 2@ cosa

¢) Etudier la fonction y(x) et en déduire que ptamt point M a l'intérieur ou sur le cercle, il
existe une trajectoire unique.

L'angle a étant compris entre 0 et 90°, son sinus est énatel. Avecx dans [0 1]y n’existe pas
pour 2 = 1, soitx = 1/+/2. La dérivée esy = (1 + 2A)/(1 — 2&)? qui est toujours positive, et la

fonction est strictement croissante sur [OJEL/] et sur [1/\/5 ,1.Onay=1pour 2 +x—-1=0, et
cette équation a pour seule solution positivel/2, soita = 30°.

Strictement croissante et continue sur [0, 1/2qué 1/2 < 12 , la fonction réalise une bijection
de [0, 1/2] sur [0 1] Ainsi, lorsque décrit [0 1], ce qui signifie quM est a l'intérieur du cercle,
X = sina décrit [0, 1/2], et décrit [0, 30°]. Pour chaque poiltil existe donc une trajectoire unique,
et a la limite, quan est sur le cercle, la trajectoire est un triarégjeilatéral.

4) Cas d’'une trajectoire partant de M pour reveeir M aprés trois rebonds.

a) La trajectoire part d’'un point M, se réfléchib & puis en B puis en C pour revenir en M. Cette
trajectoire sera prise au sens prés: on considérque la trajectoire MCBAM est la méme que
MABCM? Montrer que si la trajectoire existe, elle possédeaxe de symétrie qui est (OB).

Les réflexions e\, B et C font que les rayon<JA), (OB), (OC)
sont les bissectrices des trois anglef\eB et C. Cela donne deux
angles égaux en chacun de ces trois points. Coramériangles

c 4", ! OAB_etOBC sont isoceles, les six angles obtenus sont éganix (
\ 'l dessin.

Les droites BA) et BC) sont symétriques par rapport@B), et
comme le cercle admet aus$)R) comme axe de symétrie, les
N\ points A et C sont symétriques par rapport @8). Comme les
B droites CM) et (AM) font des angles égaux avedQ) et (OA) qui

3 Rappelons que I'on suppose que la trajectWiABCM ne repasse pas &hentretemps, de facon a ne pas
tenir compte de la solution évidente qui consisteure trajectoire en aller-retour en ligne droiévant un
diameétre du cercle passant par



sont symétriques, les droite€ENl) et (AM) sont aussi symétriques par rapportGB) et elles se
coupent erM qui est aussi sur I'axe de symétrie. Ainsi laetctépire MABCM possede@B) comme
axe de symétrie.

b) On donne au cercle un rayon égal a 1, et I'oargt un point M tel que OM =y avec y entre 0 et
1. En privilégiant le triangle MAB, on appelle atigle OBA. Déterminer une relation entre y et a,
plus précisément y en fonction de a. Puis étudéedonction, et en déduire que dans ce contekte,
trouve une solution unique lorsque y est comprieeely3 et 1.

Dans le triangleVIAB, I'angle B vauta et I'angleA vaut &, d’ou I'angleM est égal a 180° —a3
Grace au triangle isocel@AB avec sa hauteuDH), on aAH = cosa, etAB = 2 cosa. Connaissant
maintenant le c6tAB du triangleMAB ainsi que ses angles, on en déduit I'égalité :

MB = AB car sin(180 -& = sin &, *
sinZa  sin3&
1+y _2cosa
sin2za sin&
2cosa sina
ty=———
sin&a
_2cosa sina- sind
sin3a
_2cosa sina- sina cos- sia COs
sin3a
_cosa sina— sim cosa
sin3a
_ sina
sin3&a

Ainsi, en partant d’'un angkesitué erB, on trouvey = sina/ sin 3.

Etudions cette fonction, en prenant I'anglentre 0 et 90°. Elle n'est pas définie lorsque3sirr
0, soit & =k x180°,a =k x60°, ce qui donne deux valeurs @ea = 0°,a = 60° pour lesquels la
fonction n’est pas définie. On constate que lorsmtend vers Oy équivaut &a/ 3a, y tend vers 1/3.
Lorsquea tend vers 60% tend vers I'infini.

Dérivons :y' = (sin 3a cosa — 3 cosa sina)/(sin 3)?, du
signe du numérateur
N =sin 3 cosa— 3 cos 8 sina
=sin & cosa— cos & sina—2 cos & sina
=sin &A— 2 cos & sina

1 = 2 sinacosa— 2 cos 8 sina
131 = 2 sina (cosa — cos &)
o ;R 56 qui est du signe de cas- cos &

Lorsquea est entre O et 30°, c@set cos & sont tous
deux positifs, mais cosa3est inférieur a coa, doncN est
positif.

Lorsquea est entre 30° et 90°, casest positif mais
cos & négatif, doncN est encore positif. Finalement la
dérivée est positive, et la fonction strictememtiggante sur

* On utilise ici la relation connue dans un trismBCaveca =BC,b=CA c=AB:
a/sinA=b/sinB=c/sinC.



chacun des deux intervalles.

Le nombrey a pour contrainte d’étre entre 0 et 1. On trouveyg= 1 pour simra = sin 3, soita =
3a [360] oua = 180 — & [360]. Aveca dans ]0, 90], la seule possibilité @st 45°. Maintenant on
peut conclure : sur lintervalle 0, 45°] la formti est continue et strictement croissante. Elléseta
une bijection de ]0, 45] sur ]1/3, 1].

Finalement, lorsque est compris entre 1/3 et 1, il existe un angléentre 0 et 45°) et une
trajectoire unique, tandis que pguentre 0 et 1/3 il n’existe aucune trajectoire.

Sur lafigure 1 sont tracées quelques trajectoires. On constaelegoas exceptionnel dd est
aligné ave® et C donne lieu a une trajectoire unique en forme idagte équilatéralg(= 30° et y =
1/2). Ce cas constitue la frontiére entre les ¢tajees convexes et concaves (avec un angle remman
M).

Figure 1: Quelques trajectoires avec le pdihsitué dans la zone bleue entre 1/3 et 1

c) Prendre le cas ou les droites (M A) et (M C)tsoonfondues, et indiquer la forme de la
trajectoire. Constater que le point M peut étre ldép sur [AB] sans rester aligné avec O et B. En
déduire qu'a la trajectoire unique trouvée jusqu'Eajoutent deux autres trajectoires pour des
valeurs de y a préciser.

Comme on I'a remarqué précédemment, poar30°,y = 1/2, la

C 1 A trajectoire devient un triangle équilatéral, adkcA, C alignés, e
sur OB). Comme on I'a déja vu au 1°, on constate qu'guiad@nt le

) point M sur [AC], la trajectoire reste ce méme triangle équildtéra
avec les trois rebonds &y B, C. Ces pointdV autres que celui situé
sur OB) sont tels qug > 1/2.

e

I en découle que lorsqud a sony supérieur a 1/2, deux

nouvelles trajectoires s’ajoutent a la trajectoineique trouvée
précédemment. On constate en effet que la trajectsi forme de
triangle équilatéral admet comme cercle inscritdecle de centr®
et de rayon 1/2.

A partir d’'un pointM avecy > 1/2, on peut toujours construire
deux triangles équilatéraux en menant des tangantesercle.




Conclusion : poury dans ]0, 1/3], il n’existe aucune trajectoire, pauy dans ]1/3, 1/2] il existe
une trajectoire, et poury dans ]1/2, 1] il existe trois trajectoires.

On trouvera sur ligure 2un exemple ou il existe trois trajectoires issiesl.

Figure 2: Les trois trajectoires possiblen(noir, rouge et bléwour le pointM avecy = 3/4
d) Faire le programme qui permet de visualiserttegectoires

Nous allons traiter le cas ou il existe trois tctperes § > 0,5). Pour cela on commence par se
donner le poinM de coordonnées (§) dans le repére orthonormé d’origi®ePour avoir la valeur de
'angle a correspondant ay de M, on prend la fonction donnamnt en fonction dea (dans le
programmeyy en fonction deaa) et quand on tombe sur kg de M, on enregistre l'anglea
correspondant.

y=0.75; /* on se donne le point M, iciy = 0,75 */
for(aa=0.0001; aa<M_PI/2.;aa+=0.0001)
{yy =sin(aa)/sin(3.*aa);
if (fabs(yy-y)<0.0001)
{ a=aaj* on cherche le a correspondantay */
break ;
}
}

Passons maintenant au tracé de la trajedidkxBCM

Commencgons paBJA], avecB(0, — 1). La droiteBA) fait un anglea avec la verticale@y), soit un
anglen/2 —a avec 'horizontale. Sa pente est done tanf/2 —a) = 1 / tana, et son équatioll = mX
— 1. Pour avoir le poirA, sur cette droite et sur le cercle, on résouy$tesne

Y=mX-1

X2+Y?%=1,

ce qui donne I'équation e: (n? + 1) X > — 2m X= 0, d’ou les coordonnées Ae

xa=2m/ (nf + 1),ya=m xa— 1.

Cela permet de traceBf, [MA] puis leurs symétrique8[], [MC].

xorig=400;yorig=300;z00m=290;

filldisc(xorig,yorig-zoom*y,8,black)/*M*/

circle(xorig,yorig,zoom,blacky* cercle */

m=1./tan(a);

xa=2.*m/(1.+m*m);ya=m*xa-1;
linewithwidth(xorig,yorig+zoom,xorig+zoom*xa,yorigpom*ya, 1,black);/*BA */
linewithwidth(xorig,yorig-zoom*y,xorig+zoom*xa,y@-zoom*ya, 1,black);/*MA*/



linewithwidth(xorig,yorig+zoom,xorig-zoom*xa,yorigopom*ya,1,black){*BC*/
linewithwidth(xorig,yorig-zoom*y,xorig-zoom*xa, y@g-zoom*ya,1,black){*MC*/

Passons enfin aux deux trajectoires en forme degie équilatéral (quand> 0,5).

Pour avoir le premier, menons a partidéa tangente au cercle de
centreO et de rayon 0,5. Elle fait un angbeavec la verticale § =
angleOMH sur le dessin ci-dessous, adé¢@oint de tangence (on a
pris la tangente du cété droit). On aginOH/OM =1/ (%), d'ou S
= Arcsin(1 / (3). La droite MA) fait un angle de 90 # avec
I'horizontale, mais I'angle orienté a partir dediizontale espy — n/2,
d’ou la pentande MA) : m= tanfl —x/2). L’équation deNIA) estY
= mX+y. Pour avoir les points d'intersectignet C de cette droite
avec le cercle, résolvons le systeme :

Y=mX+y

X?+Y?=1

d’oul 'équation enX : (m? + 1) X2+ 2m y X+ y* — 1 = 0. Le discriminant réduit est = n¥ —y? +
1, et les coordonnées des points d’intersectioh:son

o My NI

1+m?

Pour avoir le dernier poig du triangle, utilison$l qui est le milieu deA] :

xh=—-my/ (1 +mf), yn=m xh+y. Grace au triangle équilatéral, on a en vect@Bs- — 20H,
on en déduit les coordonnéesHi€X3, Y3) : X3 = — 2xh, Y3 = — 2yh. D’ou le programme :

, Y=mX+Yy, ce qui donne les pointgX1, Y1) etC(X2, Y2).

beta=asin(1./(2.*y)); m=tan(-M_PI/2.+beta);

deltaprime=m*m-y*y+1.;

X1=(-m*y+sqrt(deltaprime))/(1.+m*m); Y1=m*X1+y;
X2=(-m*y-sqrt(deltaprime))/(1.+m*m); Y2=m*X2+y;

X3=-m*y/(1.+m*m); Y3=m*X3+y; /* point H */

X3=-2.*X3;Y3=-2*Y3; /* point B */

linewithwidth(xorig+zoom*X1,yorig-zoom*Y 1,xorig+zan*X2,yorig-zoom*Y2,1,blue);
linewithwidth(xorig+zoom*X2,yorig-zoom*Y 2,xorig+zan*X3,yorig-zoom*Y 3,1,blue);
linewithwidth(xorig+zoom*X1,yorig-zoom*Y 1,xorig+zan*X3,yorig-zoom*Y 3,1,blue);

On fait de méme pour le deuxiéme triangle équigdtéu I'angles ne change pas, mais la pente de
la droite AC) est maintenarnn = tan@/2 — ). Le reste est inchangé par rapport au premengte.

C’est ainsi que I'on a obtenufigure 2



