Kaléidoscopes de triangles
en geometries euclidienne, sphérique et hyperboligu

Notre objectif est de partir d'un triangle et denstouire un pavage avec des copies de ce triangle
en pratiquant trois symétries autour des troiscaié triangle. Nous allons faire cela dans le plan
euclidien, puis sur la sphere, et enfin dans @ pigperbolique, en I'occurence dans le modéle du
disque de Poincaré. Ces pavages par symétriesappptées des kaléidoscopes, par analogie avec
I'instrument bien connu qui porte ce nom.

Dans le plan, prenons un triangle quelcon§B€E, et appelons 0, 1, 2 les réflexions d’aB&€3 CA
et AB. Maintennt composons ces trois réflexions d’axes concourants ni paralléles deux a deux.
Elles engendrent un groupe dont les transformast@wivent comme des mots a base des trois lettres
0, 1, 2. Comme le produit de deux réflexions de mé@mne est I'identitéd, on a 00 = 11 = 22 d, et
les mots réduits du groupe ne contiennent queetied 0, 1, 2 isolées, par exemple le mot 0102, ce
qui signifie que I'on fait d’abord la réflexion puis la réflexion 0, puis la réflexion 1 et enfim |
réflexion O (lecture de droite a gauche).

On sait que le produit de deux réflexions est ustation dont I'angle est le double de celui
séparant les deux axes de réflexion. On sait apssile produit de rotations est une rotation dont
I'angle est la somme des angles des rotationsxoepdionnellement une translation lorsque la somme
des angles des rotations vaut @n sait enfin que le produit d’'une rotation aire réflexion est une
réflexion glissée ou exceptionnellement un réflaxiout court.

Les transformations associées aux mots de longpaine sont donc des rotations, voire des
translations, tandis que celles associées aux d@isngueur impaire sont des réflexions glissées,
voire des réflexions.

1. Les deux méthodes de construction par numérotatn des triangles

Pour simplifier, nous allons nous placer dans s uclidien, ce qui est le cas le mieux connu,
mais ce que nous allons faire sera tout autanbleataur la sphere ou en géométrie hyperbolique.

Partons d’'un triangl&BC, puis prenons ses trois symétriques,
en notant 0 (ou 0°) celui symétrique par rappota @roite 8C)
notée aussi 0, 1 (ou 1’) celui par rapport a latdr@A) notée 1, et
2 (ou 2’) celui par rapport a la droitaH) notée 2. Recommengons
a partir de ses trois triangles 0, 1, 2 en pretens symétriques
par rapport a leurs cétés, et non pas par rappgréges initiaux 0,
1,2

Par exemple le triangle 2 (ou 2’) a pour symétriqukeux
nouveaux triangles que nous pouvons ne¥&'0’ (ou — 0’2’ en
lecture droite-gauche) eb2'1’ : ainsi —2'0’ indique que nous avons fait une réflexion autdu 2
(ou 2), soit @B), suivie d’'une réflexion du triangle 2 autour ditecQ’ qui est I'image de 0 par 2. On
trouve ainsi 6 nouveaux triangles qui s'écriverg@deux chiffres. Et I'on continue de cette fagem,
prenant les triangles symétriques par rapport & gee nous venons d’'obtenir. Les symétries se font
chaque fois par rapport aux cotés des nouveauxgtes, c’est pourquoi nous les notons avec des
«'», a la différence des réflexions 0,1,2 corrggant aux cétés du triangleBC initial. Cette
construction progressive est particulierement stndplaire manuellement, et I'on trouve 12 triangles
trois chiffres. On aurait aussi 21 nouveaux triaagh quatre chiffres qui sont les images de ceux a




trois chiffres, puis 36 a cing chiffres, etc. IFf#ua chaque étape de dessiner les nouveaux teamar
rapport aux trois cotés des précédents, en édm@redessiner ceux qui le sont déja.

Mais obtient-on les mémes triangles en n'utilisqué les trois réflexions 0, 1, 2, celles d’axes
(BO), (CA) et (AB) ? La réponse est oui.

Prenons par exemple le triangle2’0’1’. On a 2' = 2, et 0’ =»2022, d'ou—2'0'= 2 202 =—02
= «20. Autrement dit, faire 2’ puis 0’ revient a fai@epuis 2. Ensuite 1' qui est I'image de 1 par
—2'0" ou (—02) s’écrit 1’ =—20 1 02. Ainsi—»2'0'1'= —02 20 1 02 =»102 =«201. Finalement,
faire une succession de réflexions, lues de gaacihreite, autour des axes relatifs des trianglegén
revient a faire la méme succession de réflexiorais rde droite & gauche, autour des axes absolus,
ceux du triangle initial.

Un autre exemple est donné sur
la figure ci-contre & gaucheou
I'on constate que le triangle 012 est
le symétrique du triangle 12 par
rapport a I'axe 0.

On constate un élément de
régularité : le mot—(012f donne
un triangle qui se déduit du triangle
initial par translation figure ci-
contre a droitg, et il en est de
méme pour tous les mots avec une
permutation des trois chiffres 0, 1,
2 au carré.

Mais le chainage des triangles successifs qui eseut aux
six triangles translatés montre que I'on est IGavdir un début
de pavage lorsque I'on part d'un triangle quelcandigure ci-
contrg. Alors existe-r-il des triangles particuliers pettant
d’aboutir & un pavage du plan ?

2. Les contraintes pour obtenir un pavage

Pour répondre a cette question, considérons Baggles obtenus avec une alternance de 0’ et de 1’,
soit 0, puis 0’1", puis 0'1'0’, etc. On obtient arsuccession de triangles tournant autour du [»int
(figure 1). Avec un triangle quelconque, la chaine des gie&mn'a aucune raison de se refermer sur

lpansla programmation, les numéros des trianglesabtenus en construisant tous les mots de lamgye?, 3, etc., a
base des trois chiffres 0, 1, 2.

2 C'est une propriété classique de la conjugaisaegndtrs un poini et son imag®’ par la réflexiorD’(dans le triangle
2'0"). Cela revient a commencer par envoyeenM, par 2, afin d’étre dans le triangle initial, paigaire la réflexion autour
de 0, d'ouM’, et enfin & faire la réflexion autour de 2 powayerM’; enM’, d’'ou 0’ = —202.

3 Répétée deux fois une réflexion avec glissememelone translation.



elle-méme, interdisant tout pavage. On distinguexdms permettant a I'éventail des triangles de se
refermer autour de C :

Figure 1: A gauchesuccession de triangles autour de C a@Act CB, aveca droite I'exemple
d’'un angle égal a2/ 5.

« Si CA £ CB, l'angle C doit étre de la formen2Zk, aveck entier pair K = 2n) car les triangles
accolés vont par paires (les cotés extrémes deuehpaire étant alors de méme longueur). Cela
impose que I'angl€ soit de la former/n avecn > 1.

»8I CA=CB, I'angle C doit étre de la formen2n avecn entier (> 2).

Il doit aussi en étre de méme avec les deux aatrgles du triangle. Ces contraintes sur les angles
sont les mémes dans les trois types de géométiggpil s'agit toujours d’angles euclidiens. Mais
les résultats vont étre trés différents selonpe tye géomeétrie dans lequel on se place.

3. Kaléidoscopes dans le plan euclidien

Considérons d’abord un triangle équilatéral, aves angles de/3. On peut entourer chaque
sommet avec 6 triangles, sans trou ni superposttiarigure formée du triangle initial entouré dss
trois triangles symétriques forme un nouveau tieégyuilatéral. Par reproduction de cette figure, o
obtient un pavage du plan.

Prenons maintenant un triangle isocele non équdllat€omme on I'a vu, son sommet principal
doit avoir pour angle/Zm et ses deux autres angles valgntavecm > 2 etn > 24 Cela impose aussi
2zim + 2x/n =z, soit 1+ 1h = 1/2.

« Simest pairm=29 (q>1). On en déduit &/= 1/2 — 1/(8), eth =29/ (- 1),q — 1 divise 2 et
aussi 2—2(Q—1) =2,q- 1 divise 2, d'olg = 2 ouq = 3. Maisq = 3 redonne le triangle équilatéral. Il
resteq = 2. On trouve le triangle d’anglef, z/4 et /4.

« Simestimpairm=29+1@>0). Alors1h=1/2-1/(+1),n=2 (J+ 1)/ (H-1). Sig=1,
on trouven = 6 etm = 3, d’ou le triangle d’anglesi3, /6 etz/6. Siq > 1, 21— 1 est impaip 3, il ne
peut pas diviser 2, il diviseg2 1, et 21— 1 divise g+ 1 — (21— 1) = 2, ce qui n’est pas possible.

Prenons enfin un triangle quelconque, non isot&e .angles sont/m, z/n etz/p, avect/m + z/n +
rlp=m,0ulm+ 1h+ 1p=1avean n,p> 2. On peut supposar<n<p.

«» Sim= 2, on obtient I + 1/ = 1/2 ave > 2 etp > n. La seule possibilité est= 3 etp = 6. Le
triangle a pour angles2, n/3 etn/6.
»Sim>3,1-1Mm>2/3, et 1h+ 1p < 1/4 + 1/5 = 9/20 qui n'est jamais2/3.

4 0n ne peut pas prendre un tirangle iso@@€ avec un angle dexfim en A et deux angles des@q enB et enC avecq
impair. Car si I'on peut entourer le sommdetle m triangles méme aven impair puisqueAB = AC, on ne peut pas le faire
autour deB et C avecq impair carBA # BC. Le nombreq doit étre pair, et les angles Bret C doivent étre de la forme
27/(2n) = z/n.



En conclusion, il existe quattriangles susceptibl de paver le plan euclidien

« le triangle équilatéral

~ le demi-triangle équilatéralanglesz/2, /3 etz/6
« e triangle rectangle isocele

« le triangle isocéle dngles #/3, /6 etx/6.

De fait, ces triangles pavelat plan. On sait que le triangle équilatéral I¢, fef par suite le der-
triangle équilatéral ainsi que le triangle isoad'angle /3, I'un découpant le triare équilatéral en
deux, et lautre en trois, tout en respectant les symétriesrg@port aux cotés. Quant au trian
rectangle isocele, c’est un dendfré, et un carré pave aussi le [ Il existe exactement quatre tyg
de triangle pavant le plan par syméti (figure 2). Les pavages obtenus présentent une infiraxes
de symétrie, tous ceux obtenus en conjuguant usesyl@étries initiales 0, 1, 2 avec certaine
leurs composées, par exempB1202 comme on I'a vu précédemment.
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Figure 2 : Les quatr&aléidoscopes triangulaires du f.

Dans la littérature a ce sujen trouve souvent comme conditi sur les angles du trian : 1/m +
1/n + 1p = 1, avec trois angl z/m, z/n et z/p. Mais cette condition ne vaut que pour trois
kaléidoscopes, et pas pour le triangle isocele doringle es2z/3.

Le sousgroupe des rotation:

A partir du groupe engendpar les trois réflexions 0, 1, 2, considérons lessgroupeG formé de
transformations comptant urombre pair de réflexions. Le groufi& est costitué de rotations, et
exceptionnellement de translaify c’est-a-dire des isométries directes. Consitgles deux rotations
Ry = 12 etR; = 20. On obient alors la rotatiomR; telle queR, = Ry o R; = 1020200 = 160. Une
transformation des, ou I'on peit regrouper les réflexions deux par deux, destc la composée des
deux rotationd:, etR;. Le groype G est engendré p& etR;.

Prenons d’abord le cas desisrkaléidoscopes triangulaires précédents awég anglest/m, z/n et
rlpet lm+ 1h + 1p = 1.R, ed la rotation de centrA et d’angle 2/m, R, est b rotation de centr8
et d’angle 2/n, etR, = Ry 0 R; est alors la rotation de cent@et d'angle —2z/p. En accolant le



triangle initial ABC avec un de ses trois symétriques par 0, 1 ou dpbant trois quadrilatéres qui a
leur tour vont paver le plan sous I'effet de cdations.

» Dans le cas du triangle équilatéral, les troisdglateres possibles sont dans chaque cas un
losange d'anglest/3 et /3. On obtient un seul pavage par ces
losanges.

» Dans le cas du triangle rectangle isoceéle, las tpoadrilatéres sont dans un cas un carré, et dans
les deux autres cas un triangle rectangle iso€&k donne deux pavages différents.

. Dans le cas du demi-triangle équilatéral, lesstopiadrilatéres sont soit un quadrilatere avec
deux angles droits opposés et des angles/2let 2i/3, soit un triangle isocele d’angles3, #/3 et
2713, soit un triangle équilatéral.

Il reste le dernier kaléidoscope, dont 'angigé32au pointA ne permet pas d’accoler les triangles
deux a deux autour de lui. Mais on peut le fair@audeB et C, ce qui donne
le pavage ci-contre. On retrouve alors le pavagedea losanges que I'on
avait déja trouvé a partir du triangle équilatéRien de nouveau ne s’est
produit.

Finalement, lorsque I'on fait seulement jouer Isgmétries directes, on peut considérer que la
contrainte des trois anglesm, z/n et z/p du triangle avec i + 1h + 1jp = 1 est nécessaire (et
suffisante) pour avoir un pavage du plan.

4. Kaléidoscopes sur la sphere

On entre ici dans un autre univers, méme si 'amaidt ce qui se passe sur la Terre. Maintenant,
tout pavage compte un nombre fini de pavés. Le gbust chemin entre deux points de la sphére est
un arc de grand cercle. Ainsi, un grand cerclegsé 'intersection de la sphére et d'un plan passa
par le centre de la sphere, peut étre considéréneoumedroite de la sphére, et I'on n’a jamais deux
droites qui peuvent étre paralléles.

Passons aux isométries sur la sphére. Les réflexamistent, mais elles se font par rapport a des
grands cercles. Les kaléidoscopes sphériques s@domapport a trois grands cercles qui protest le



cbtés d'un triangle. Comme deux grands cerclegpant toujours, la composée de deux réflexions
est une rotation, et les rotations sont les sastasétries directes possibles.

Pour obtenir un kaléidoscope a base de triandlest inécessaire que la somme des angles des
triangles entourant chaque sommet soit égaler,atdit comme ce qui se passe en géométrie
euclidienne. Chacun des trois angles d’'un triaegtede la formezZm avecm > 2, car chaque angle
doit étre inférieur &. Mais un triangle sphérique est tel que la somensesd angles est supérieure a
Envisageons les cas possibles. Il y a deux fac@aggrd

* soit prendre la liste exhaustive des pavagegipartriangle% et dégager ceux qui présentent des
réflexions par rapport a leurs cétés.

* soit faire un calcul d’angles a partir des coiuttis qui leur sont imposées. On trouvera ainsi des

conditions nécessaires pour avoir un pavage kaéampmque, et nous constaterons que ces conditions
sont aussi suffisantes pour avoir un pavage. Cesglue nous allons faire dans ce qui suit.

4.1. Contraintes sur les angles

Envisageons trois cas suivant la forme du triangle.

4.1.1. Kaléidoscopes avec un triangle équilatéral

On doit avoir 3x2z/m >z, soitm < 6. On am = 3, 4 ou 5. Ces trois pavages existent, et itg so

donnés sur ldigure 3 On verra plus tard d'ou ils proviennent. Le nomrilgportent dans la
classification des pavages triangulaires est andigjué entre parenthéses.

Figure 3 : A gauchele pavage de la sphere par quatre triangles ééualax avec des angles de
2713 (pavageF,). Au centrele pavage avec 8 triangles équilatéraux d’angf@s qui est un cas
particullier Gg) d'un pavage plus général que nous verrons pluk fadroite le pavage par des
triangles équilatéraux d’angles/3 (pavageH.).

4.1.2. Kaléidoscopes avec un triangle isocele noqudatéral

Dans ce cas, un angle est égakérirt les deux autreszdn (cela pour les mémes raisons que dans
le cas euclidien). La condition s’écrit/tn + 2z/n >z ou 1M+ 1h > 1/2, avean> 2 etn > 1.

Pourn = 2, il existe déja une infinité de solutions @rites, aveen> 3, avec le triangle d’angles
72, 7l2 et Z/m (figure 4. Remarquons que poar= 4, on retrouve le pavage ddilgure 3 au centre

5 ¢f. www.pierreaudibert.fr/pavages/PAVAGESPHERE.pdf.



Figure 4: Pavage avec un triangle isocéle a deux ang@@s dit un angle dex®n, ici avecm = 20
et 40 triangles (pavage du ty@e.).

Pourn=3,o0na Ith>1/2-1/3, 1/m > 1/6, m < 6, d'ou m = 3, 4 oatdes trois triangles d’angles
« 213, /3, w/3

«m/2, /3, n/3

« 2n/5, /3, /3

On trouve les pavages defigure 5

Figure 5: A gauchde pavage avec 12 triangles d’angle32x/3, z/3 : la moitié des 8 sommets
est entourée de 3 angleget I'autre moitié de 6 angle#3 (pavage-,,'). Au centrele pavage de 24
triangles d’'anglee/2, #/3,7/3 (pavagd.,). A droite le pavage avec 60 triangles d’'angle2x/3,
7/3. Les 32 sommets sont entourés denfles 2/5 pour 12 d’entre eux et de 6 angi#8 pour les
autreg(pavageFsy).

Pourn = 4, on obtient 1/m > 1/4, m< 4, d’ou m = 3, ce ¢currespond au triangle d’angles/2,
7/4, 7l4, aboutissant au pavage ddidmire 6

"

Figure 6: vage avec 24 triangles d'angleg32x/4, /4. Les 14 sommets sont entourés de 8
anglesz/4 pour 6 d’entre eux et de 3 angleg#/3pour les 8 autres (pavageg,).

Pourn = 5, la condition devient &f > 3/10, soitm < 3, d'oum = 3, ce qui donne le triangle
d’angles /3, n/5, n/5, et le pavage de fegure 7.



Figure 7: Pavage avec 60 triangles d’'angle$32x/5, #/5. Les 32 sommets sont entourés de 3
angles 2/3 pour 20 d’entre eux et de &Aglest/5 pour les autres (pavagey).

Pourn = 6, la condition s’écrit i > 1/3, soitm < 3, aucune valeur d& ne convient. Il en est de
méme poun > 6.

4.1.3. Kaléidoscope avec un triangle quelconque nasocele

Les angles sont de la formém, z/n, z/p et I'on peut supposen<n < p etm> 2, avec comme
condition I+ 1h+ 1/p> 1.

Pourm = 2, la condition devient &/+ 1pp > 1/2 ave:n> 3. Pourn=3,ona > 1/6 oup <6
avecp > 3, soitp = 4 oup = 5. On trouve deux triangles d’angles

«m/2, /3, /4

«m/2, /3, /5

et les pavages associés suidare 8

Figure 8: A gauchepavage avec 48 triangles d'angté3, /3, /4. Les 28 sommets sont entourés
de 4 angle%/2 pour 12 d’entre eux, de 6 angle8 pour 6 d'entre eux et de 8 angldd pour les 6
restants (pavagés). A droite, pavage avec 120 triangles d’angté?, n/3, n/5. Les 62 sommetsont
entourés de 4 angle#$2 pour 30 s’entre eux, de 6 angté3 pour 20 d’entre eux, et de 10 angtés
pour les 12 restants (pavagg).

Pourm = 3, la condition s’écrit &+ 1p > 2/3 ave > 3. Poum = 4, on a g > 5/12,p < 3 alors
gue I'on doit avoip > 4. Rien ne convient. A fortiori, il en est de m&poumn > 4.

Pourm=> 4, la plus grande valeur possible dm ¥/ 1h + 1jp est 1/4 + 1/5 + 1/6 = 37/60 et
1/n + 1p n’est jamais supérieur a 1 +ridui est supérieur a 3/4.

Nous avons épuiseé tous les cas possibles. Remarquenpour chaque forme de triangle que nous
avons trouvée par le calcul, nous avons obtenuawage. Il reste a expliquer d’'ou ces pavages
proviennent. Cela tient & deux phénomenes, l'untdta au découpage possible d’'une sphére en

6 0n peut calculer le nombre de fadgsc’est-a-dire de triangles pavant la sphére, disarit la formule donnant l'airé
d’un triangle, soitA = somme des trois anglesr—Par exemple, poun= 2, n = 3,p = 5, cela donn& = 120. On peut aussi
connaitre le nombre d’arétEsdu pavage, trois par triangle, mais comptées €maxsoitE = 180 dans notre exemple. On en
déduit le nombr& de sommets par la formule d’Euler, 96it E + F = 2, ce qui donn¥ = 62 dans notre exemple.



tranches, et 'autre a I'existence de cing polyédéguliers en trois dimensions, que I'on appaie |
solides de Platon.

4.2. Découpage de la sphére en tranches

Le découpage en tranches, comme par exemple

suivant des méridiens de la Terre a intervallesiliég,

est une spécificité de la sphere, car elle donissaace a
des polygones a deux cétés. Il suffit ensuite depepla
sphere suivant €quateur pour obtenir des triangles
isométriques qui se déduisent les uns des autredgsa
réflexions autour de leurs cétés. De tels kaléidpss
sont en nombre infinicf. figure 4.

4.3. Projection des polyédres réguliers sur la sphe

Rappelons qu'il existe cing polyedres réguliers tdtraedre régulier, le cube, I'octaédre régulier,
l'icosaedre régulier et le dodécaéedre régulier.stiat inscrits dans une sphére. Si I'on projette le
arétes d'un tel polyedre a partir du centre deplaése qui est aussi le centre du polyedre, elles
deviennent des arcs de grands cercles. Chaquadfapelyedre, qui est un polygone régulier, peut
notamment étre découpée en triangles isométriqoeespondant au groupe diédral associé au
polygone. Par exemple, la face carrée d'un cube géne divisée en 8 triangles rectangles,
correspondant au groupe diédal’. A leur tour, les cotés de ces triangles sontgpésj sur la sphére
suivant des arcs de grands cerclegyre 10. Les plans de ces grands cercles sont des pkans d
réflexion pour les triangles des faces du polyédtecomme ils le sont aussi pour la sphere, ils le
restent pour les triangles qui pavent la calotteésgue surmontant la face concernée du polyebre. |
en est de méme pour chaque face.

Ainsi, la sphére se trouve pavée par des triangpdgriques tous isométriques. Et les plans
contenant les arcs de cercle délimitant chaquedgieasont des plans de réflexion pour le pavaga de
sphére. Comme on I'a vu dans le plan, un triangiéransformé en trois triangles voisins par lestr
réflexions autour de ses c6tés, circulaires danadeprésent. Ces trois réflexions engendrentddese
symétries du pavage final.

O

Figure 10: A gauchdes huit facettes sur une face du cube, assoaiégsoupe diédrdd, du carré,
a droiteleur projection sur la sphére.

Nous allons prendre tour a tour chacun des cingyedoés réguliers, et déterminer les
kaléidoscopes qui leur correspondent.

7 Un carré admet quatre rotationsl, (rotations dex/2, =, 3z/2 autour du centre) et quatre réflexions (autoes d
diagonales et des médiatrices des cotés) qui $edai invarant. Ces huit isométries, pour moitiealés et pour motié
indirectes, constituent ce que I'on appelle le geodiédraD,.



10

A partir du tétraedre régulier

/\

Chaque face du tétraédre est un
triangle équilatéral, ce qui donne le

pavage F, sur la sphere. Si l'on
découpe chaque triangle en 6 (selon
son groupe diédraDs) on trouve le
pavagd s On peut aussi se contenter
de le découper en 3, ce qui donne le
pavage .

A partir du cube

En découpant le cube

— suivant le groupe diédral de
ses faces carrées, on obtient
le pavageF;. On peut aussi
découper les faces suivant deux
diagonales, ce qui redonne le
pavagel,, déja obtenu a partir
du tétraedre. On peut enfin le

découper suivant une
diagonale, et l'on trouve le
pavage b'.

A partir de I'octaedre

X

A partir de I'icosaédre

Chaque face de I'octaeédre est un
A triangle isocéle, et sa projection
donne le pavag&g. En découpant
chaque face en six triangles, on
retrouve le pavage Fs. En
découpant chaque face en trois
triangles, on obtient le pavages.

Chaque face de l'icosaédre est un
triangle équilatéral, ce qui donne le

pavage Hy.. En découpant chaque
face en 6 triangles, on trouve le
pavage Fi,, En découpant chaque
face en 3, on trouve le pavagg'.
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A partir du dodécaédre

Les faces du dodécaedre sont des
pentagones réguliers. Un pentagone peut étre
découpé en 10 triangles, ce qui redonne le
pavage Fi, Si on le découpe en cing
triangles, on trouve le pavagey.

Remarquons que I'on obtient le méme paviage a partir de I'icosaédre et du dodécaédre, ainsi
gue le méme pavades a partir du cube et de I'octaédre. Cela est dfadque les deux polyedres
concernés dans chaque cas sont duaux.

Ainsi, en prenant les centres des faces du cuba ks joignant entre elles en

AN tenant compte des liens de voisinage entre les faceobtient 'octaédre régulier.
/ > Il en est de méme pour l'icosaédre et le dodécaédoause de leur construction,
7] les polyédres duaux présentent exactement les méymeétries. Lorsque I'on

découpe chaque face en prenant en compte les ssnditrgroupe diédral associé,
on obtient le méme pavage pour ces polyédres duaux.

On a ainsi retrouveé tous les kaléidoscopes a petirtriangles que I'on avait obtenus auparavant
par le calcul. Cela prouve que les triangles treupér le calcul donnent bien des pavages
kaléidoscopiques. Cela prouve aussi qu’il n’y a gaspavages kaléidoscopiques autres que ceux
provenant du découpage en tranches de la sphéte lauprojection des cing solides de Platon sur la
sphere.

5. Kaléidoscopes dans le disque de Poincaré

Dans ce nouveau conteXées plus courts chemins d’un point & un autre sestarcs de cercles
orthgonaux au cercle unit® qui est la frontiere a I'infini du disque de P@néD. Lesdroites sont
représentées par des arcs de cercles, voire deesteglorsqu’elles passent par le ce@réu disque.

Les triangles ont alors une akeinférieure ar, plus prrécisémerk = r — somme des trois angles, ce
gui impose que la somme des trois angles soitiifée az. Comme les angles conservent leur nature
euclidienne dans le disque de Poincaré, on va ¢rolevméme style de contraintes qu’'en géométrie
euclidienne, mais maintenant avec une infinité asibilités comme on va le constater. Précisons que
les réflexions ont en général des axes de formuelaire -il s’agit d’inversions, et elles sontsde
isométries indirectes, transformant les anglesarslopposés. Le produit de deux réflexions dant le
axes se coupent est une rotation, et quand lesnax&s coupent pas elle devient une translatione(vo
une rotation limite lorsque les axes se rencontidhnfini, c’est-a-dire supD). Rappelons aussi que
des triangles ayant les mémes angles ont aussile®es longueurs de cotés : des triangles semblables
sont isométriques, ce qui n'est pas le cas en gieneguclidienne. Pour passer aux kaléidoscopes,
distinguons comme précédemment trois cas seloatlaendes triangles.

5.1. Kaléidoscope de triangles équilatéraux

Un triangle équilatéral a ses trois c6tés de mémgueur et ses trois angles égaux. La contrainte
sur les angles pour pouvoir prétendre obteniraléitoscope est : 8 2z/m <z, soit m> 6. On verra
que cette condition est aussi suffisante. Il exdstec une infinité de kaléidoscopes a partir datries
équilatéraux. Quelques exemples de pavages somegiagur lafigure 11 avec notamment le cas
minimal oum = 7, ce qui correspond aussi a I'aire minimalé&, Ae= /7.

8 Pour plus de détails, consulter www.pierreaudifséekplor/disquedePoincaré.
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Figure 11: Pavage a base de triangles équilatéraux isoruégjqvec des angles cz/7 (m=7),
7/4 (m = 8), et der/8 (M = 16)de gauche a droi.

Pour les construire, on paftun triangle éuilatéral ABC centré erD, avec par exemple des anc
de z/4. Puis on fait trois réflegns autour des cotés, et ainsi de suite, par iéflexautour des cotés
des nouveaux triangles, comme I'avait fait en géométrie euclidienntiglure 12). Pour vérifier que
I'on obtient bien un pavage dlisque, il convient de motrer que tout trianghldemu a un éventail de
huit triangles (avec I'angle de€4) qui se referme autour de chacun de ses doomnets. Prenons par
exemple un triarlg portant le numérA qui est un nombre constitué dehiffres 0’, 1’, 2, ce numéro
se terminant par exemple par 3iI'on prend le sommet opposé au coté 2’, censera pour cotés (
et 1', et les 8 triangles qui I'entourent scA, A0, A0'l’, A0’'1'0’, AO’'1'0'1’, AO'10'10,
A0'1’0'1’0'1’, et A0'1’0’1’'0'1’ 0’ (avecA0’1'0'1’0’'1’'0'1” = A puisque (0’1’ = Id, 0’1’ étant une
rotation d'angler/2).

Figure 12: A gauche numérotation depremierstriangles du kaléidosco. En lecture gauche-
droite, ils correspondent aux réflexions successir lescotés dedriangles. En lecture dro-
gauche, ils correspondent aux réflexionr rapport aux trois axes formams| coté«du triangleABC
initial. A droite les axes des réflexions initiaux autour du triamgletral (Cen rougs, 1 en bleuet 2en
vert) ainsi que leurs images par composition. lls dééntiles triangles du pavage, dans I'oirouge
bley, vert pour les isométries direc, etrouge vert, bleupour les isométries indirect

5.2. Kaléidoscope deriangles isocéles (non équilatéraux)

Les trois angles doivent étde la forme 2/m, z/n, z/n avecm > 2 etn > 2, & ils doivent vérifer la
condition Z/m+ 2z/n <z, soitl/m+ 1h < 1/2.

» Pourm = 3, on obtient Ir< 1/6, soitn > 6. On a déja une infinité de casalte A du triangle est
minimale poum = 7, soitA = z/21.

« Pourm = 4, le triangle dsrectangle isocéle, et I'on obtientnl£¢ 1/4, st n > 4. Encore une
infinité de possibilités. L’airé du triangle est minimale pour= 5, soitA = z/10.

« Pourm=5, on a I < 3/10, n > 3, d’'ou une infinité de cas, avec I'aikedu triangle minimale
pourn = 4, soitA = z/10.

« Pourm=6, on a i < 1/3,n > 3, avec l'airéA du triangle minimale pour = 4, soitA = z/6.

» Pourm = 7 et au-dela, onduve toujoursn > 2, et I'aireA minimale est obtaie poum = 3, SoitA
= — 21l3 — Zi/m=z/3 — 2z/m, et cette aire, qui vaut/21 pourm = 7, augmentéorsquem augmente.



13

Pour chaque valeur ae> 3, on trouve une infinité de pavages. L'aire mialendu triangle isocéle
estz/21, lorsque le triangle a pour angles saif72z/3 etz/3, ou /3, #/7 etxl/7. Sur lafigure 13 on
trouvera deux des pavages pour 4 (angle der/2).

Figure 13: avages par des triéhgklesrectangles isocedesdmux angles égauxtéb (d'airex/10)
a gaucheetz/6 (d'airex/6) a droite

5.3. Kaléidoscopes de triangles non isocéles

Les trois angles sont de la formém, z/n et z/p, avecm > 2, m < n < p, et ils obéissent a la
contraintez/m+z/in + z/p <z, ou I+ 1h+ 1lp < 1.

« Prenons d’aborth = 2, le triangle est rectangle. La condition stéefn + z/p < z/2, soit 1h + 1
< 1/2. Sin=3,0n a g <1/6,p> 7, et l'aireA du triangle est minimale popr= 7, soitA = z/42. Si
n=4,1p<1/4,p>5, et l'aire est minimale poyr= 5, soitA = z/20. Plus généralement, dées aue
4, il suffit de prendr@>n+ 1 pour avoir I + 1p < 1/2.

» Prenons maintenamt > 3. Avecm < n < p, la plus grande valeur demi# 1h + 1/ est obtenue
pourm=3,n=4etp =5, soit 1/3 + ¥ + 1/5 = 47/60, et elle est irgfére a 1. Tous les triangles avec
m>3,n>m+ 1,p>m+ 2 conviennent.

Sur lafigure 14 sont donnés quelques pavages par des trianglesgées ou par des triangles
quelconques.

Figure 14: En hauta gauchepavages par des triangles rectangtes=(2) pourn = 3 etp = 7,
d’aire minimaler/42, etau centreeta droite pourn = 4 etp = 5, avec des triangles d’'aif#20, ces
deux pavages étant identiques (ils sont formésridagles isométriques ayant les mémes angles),
méme s'ils paraissent différen&n bas pavages par des triangles quelconques pouiB,n = 4 etp
=5etp=9, puispoum=4,n=5p=6etp=8.




