La géode, polyedre proche de la sphere

Sous sa forme la plus classique, la géode est lygdre convexe inscrit dans une sphere, et dont
les faces sont des triangles qui ressemblent dridegles équilatéraux isométriques. Plus le nombre
de faces triangulaires est grand, plus la géodendsle a la sphere dans laquelle elle s’inscriisMa
ces triangles ne sont ni équilatéraux ni isomégsquleurs cdtés n'ont pas exactement la méme
longueur, leurs angles ne sont pas exactementéeses) et le degré de leurs sommets —nombre de
triangles accrochés a eux, n'est pas partout égsix& Sauf dans trois cas simples mais peu
intéressants, ceux ou I'on a les trois polyedrgsliérs qui ont comme faces des triangles équdatér
isométriques, a savoir le tétraédre avec ses 4 floetaédre avec ses 8 faces, et I'icosaédre se®c
20 face$ (figure 1). Au-dela de 20, les faces ne peuvent plus étréaipement des triangles
équilatéraux isométriques.

Figure 1: L'icosaédre régulier, vu sous deux angles diifés.

Pour construire une géode, la méthode la plus sirophsiste a partir de I'icosaedre régulier, le
polyedre qui a le plus de faces triangulaires igdmées et equilatérales, puis a découper chagqee fa
en un nombre quelconque de triangles équilatérsamétriques. Pour cela, on coupe chaque cété du
triangle ena intervalles, et a partir de ces graduations, omenées paralléles aux cotés
correspondantsfigure 2. Cela donnea® petits triangles équilatéraux isométriques. Onelippce
nombrea’ la densité de la géode. Puis on projette radialeres sommets de ces triangles sur la
sphére, et cela pour les 20 faces de l'icosaedrgucaboutit a la géode. Lors de cette projectlies,
triangles sont légéerement déformés, ils ne sorst folus isométriques ni équilatéraux.

1 Sj tel était le cas, le polyédre dual aurait dese$ toutes hexagonales, et 'on démontre queestla
impossible.

2 Pour construire un icosaédre dans la sphére wnit@lace un sommet au pdle nord (0, 0, 1), puitubn
accroche une coupole de cing triangles équilatérawec cing sommets formant un pentatgone régdiéias un
plan a l'altitude 1 {/5, et tous sur un cercle de rayon J5/ On fait de méme au pdle sud en prenant un

pentagone régulier a laltitude -1/3, ce pentagone étant tourné @é par rapport a l'autre. D’ou le

programme :
r=2./sqrt(5.);
x[0]=0.;y[0]=0.;2[0]=1.;
x[11]=0.;y[11]=0.;z[11]=-1.;
for(k=0;k<5;k++) {x[k+1]=r*cos(k*2.*M_PI/5.);y[k+1Er*sin(k*2.*M_PI/5.);z[k+1]=0.5*r;}
for(k=0;k<5;k++){ x[k+6]=r*cos(k*2.*M_PI/5.+M_PI/5);y[k+6]=r*sin(k*2.*M_PI/5.+M_P1/5.);z[k+6]=-0.5*r}



/\

Figure 2: Une face de l'icosaédre découpée en petitsgiiéan équilatéraux isométriques, avec ici
a=4.

C’est ainsi qu'a été construite la Géode de la @#é Sciences et de I'Industrie de la Villette a
Paris, ave@ = 10, d’ou 100 triangles par face, et un totaR@80 faces miroirs. Sur lggure 3 est
représentée une géode paur 4, avec ses 320 triangles. Le choix des coulfairsessortir les 20
faces de l'icosaedre sous-jacent. Mais méme aveccdeleurs aléatoires, le partage de la géode
suivant les faces de I'icosaedre apparaitraiendukiut ses 12 sommets sont reconnaissablesonils s
tous de dggré 5 (ils ont 5 triangles autour d’etaf)dis que tous les autres sommets de la géode son
de degré 6.

Figure 3: Géode obtenue poar= 4.

Aussi a-t-on été amené a compliquer la construates petits triangles pour masquer la présence
de licosaédre. Reprenons une face triangulaBE€ de I'icosaedre, et découupons ses cotés €
intervalles réguliersa etb étant des nombres entiers. En appefanB’, C’ les points des cotés ayant
aintervalles a leur gauche et leur droite, tracons les segmem§a]}, [BB’], [CC’]. Puis a partir des
autres graduations dB({], tracons des paralléles 4], et faisons de méme sur les deux autres cotés
(figure 4 a gauche Les segments régulierement espacés suivant tliogstions donnent un
découpage en triangles équilatéraux isométriqguesc aeulement des morceaux de ces mémes
triangles aux abords des cotésAdC.

Maintenant, accolons au triangd8C un deuxiéme triangle équilatréraCD, celui-ci étant censé
représenter une autre face de l'icosaédre, et géosice triangle comme on l'avait fait pdBC. On
constate alors que les morceaux des borduresgeejdi de part et d’autre pour donner des triangles
équilatéraux figure 4 a droit¢. En ne regardant que la division en trianglescide AC] de
l'icosaédre n'est plus visible, et c’est l'intérd¢ cette méthode par rapport a la précédente au I'o
avait en faitb = 0. Mais sur l'icosaedre en trois dimensions,feEEesABC et ACD sont dans deux

% Si I'on prend les triangles sphériques obtenusppajection des faces planes de la géode sur lareph
circonscrite, leurs angles sont soit tous troisuggar/3, soit pour 20 d’entre eux deux angles valgBtet le
troisieme z/5.



plans différents, avec un angle non plat entres édidong de AC]. Les triangles de la géode empiétant
sur cette bordure ne vont plus étre équilatéraumxphas.
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Figure 4: A gauche découpage d’'une fad®BC de l'icosaédre suivant les trois directiodsA),
(BB), (CC), ici aveca = 4 etb = 2. On obtient des petits triangles équilatéigométriques, avec des
morceaux de ces mémes triangles le long des bardudroite aprés avoir accolé le trianghCD au
triangle ABC, ici aveca = 3 etb = 1, les morceaux de triangles de part et d’adgréA\C] se couplent
pour former des triangles équilatéraux complets.

Le nombre de petits triangles équilatéraux sitwgsuse face de l'icosaédre est la denBitde la
géode. On démontre que cette densitdesta’ + ab + b%. Connaissant le nombre de fades20 de
l'icosaedre, le nombre de faces de la géod€ edtD = 20D. Sachant que chaque face triangulaire de
la géode a trois arétes, cela fait un total dee8étes, mais celles-ci sont comptées deux fois)
nombre d’arétes de la géole= 3F / 2 = 30D.

Connaissant la formule d’Euler liakt A et le nombre de somme&sd’un polyédre, soif + S—A
= 2, on en déduit le nombre de sommets de la g8edA& —F + 2 = 30D — 20D + 2 = 10D + 2.
Connaissant aussi le nombre de somreetd.2 de I'icosaedre, ces sommets étant les seultegré 5
sur la géode, la nombre de somm&tsle degré 6 de la géode &t=10D +2-12=10D -10 =

10 © - 1).

A ce stade, nous avons admis que le découpag@eglés équilatéraux defigiure 4était valide,
et nous avons aussi admis la formule donmant a® + ab + b?. Dans ce qui suit, nous faisons les
démonstrations correspondantes, sous forme d’'eeerci

Démonstrations

Considérons un triangle équilatédBCde sens direct, dont un c6té mesaireb, a etb étant deux
nombres entiers avec> b> 0 eta> 0. Poson& =a / (a + b) et sur chaque coté plagons les pokits
B’, C' tels queBA’ =k BC, CB’ =k CA etAC’ =k AB (avec en gras les vecteurs). Les droife&’),
(BB"), (CC") se coupent eh J, K, comme indiqué sur figure 5 On appellés le centre de gravité de
ABC

A
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Figure 5: Le trianglelJK équilatéral, obtenu & partir du triangle équildt&BC, avec icia = 3 etb



1) Montrer quelJK est un triangle équilatéral de cerfBe

Le triangle équilatérahBC étant un polygone régulier a trois sommets, latimt R de centres et
d'angle 2/3 le laisse globalement invariant, notammeXB][— [BC], et commeC’ et A’ sont dans
les mémes proportions sur ces segments, on a@ussiA’. De méme\’ — B’ etB’ — C'.

On en déduit queA'] — [BB'] — [CC’] — [AA']. Le point d'intersection de JAA'] et [BB'] est
trarnsformé en point d’intersection dBH] et [CC’], soit J, et de mémel — K etK — |. Les
segmentsGl], [GJ], [GK] ont méme longueur et font entre eux un angled8.2e trianglelJK est
un triangle équilatéral de sens direcGetst aussi son centre de gravité.

2) Montrer quel est le barycentre des points pondéfésf), (B, b°), (C, ab). En déduire qué et
K sont aussi des barycentres&#®, C avec des poids que I'on précisera.

Le barycentre deB( b?), (C, ab) est aussi celui d&(b), (C, a), Or le pointA’ vérifie BA’ = k BC,
soit @+b) BA’ =aBC, (a+hb) BA’ =a(BA' + AC),bA'B +c A'C =0, etA’ est le barycentre de
(B, b), (C, a). Grace a la régle du barycentre partiel, le bemre de A, &), (B, b?), (C, ab) est aussi
celui de &, a+ b) et (A, &). Il est sur AA’). Pour les mémes raisor, est le barycentre d€(b) et
(A, a), ou de C, ab) et (A, &), et le barycentre deA( &), (B, b?), (C, ab) est sur BB’). Etant a
l'intersection de AA’) et BB), il s’agit du pointl.

Par permutation circulaire, le poihest le barycentre dé\(ab), (B, &), (C, b?), etK celui de
(A, b9, (B, ab), (C, &).

3) On se place maintenant dans le plan complexe avespkre d'origings et d’axes paralléles a
[BC) et [GA), ou BC] a pour longueua + b comme précédemment. Déterminer les affixeset Z
del, J, K. On poser® = a’+ a b+ b? et I'on utilisera le nombrede module 1 et d’argument/3.

Une hauteur d&BC a pour longueura(+ b)\/§/ 2, et commes est situé aux 2/3 de la hauteur a

partir deA, on en déduit que I'affixe d& estz, =i (a + b)\/§/ 3. CommeB et C se déduisent d& par
rotations de centr& et d’angle 2/3, on obtient les affixes dgetC :

zs=ij(a+b)/3/3 etz =ij?(a+b)y/3/3.

Utilisons le fait qud, J, K sont des barycentres connusii®, C:

(a*+b° j+ab )

z=a22A+b2 z+ abgzi(a+b)\/§
D 3D

Z|:abZA+§ 3+ 6 ézi(a+b)\/§(ab+a2j+ b® %)
D 3D
2

4) Déterminer la longueur d’un coté t, et en déduire I'aire du trianglé@K.

Le vecteuldJ a pour affixe :
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5) Montrer que le rapport de I'aire @BC par celle déJK vautD / (a— b)%

L'aire deABCest AB?\/3 /4= (a+ b)’/3/ 4. Le rapport demandé est :
(a+b)’D_ (a+h*D _ D
(@°-b%)? (a-b*a+r h? (a h?

6) On considére le poir® a b unités deB sur BC], soit BP = (b / (a + b)) BC. Calculer les
coordonnées des vected8’ etJP. En déduire queBJ) est paralléle 34A’).

On connait les coordonnéesAl€0, (a+ b)\@ /3).
Celles deA’ sont :
Xp=Xg+ta= —@+h)/2+a=(@-b)/2
Yn =Ye=—@+h)/3/6
o dedUInA (a=-h)/2
nen dedd (—(a+b)\/§/6—(a+ bn3/3=- (a+ b)/_:a/g

A son tour, le poinP a pour coordonnées= Xg + b, yp= ys, Soit
(b—a)/2

P
~(a+h)\/3/6

Onsaitquey=2'=i

(a* b)\/—(a b+a? j+b?j%. On en déduit que
;= (a+b)\3 (& - B3/ (6D)= (a+ b (a- B/ (2D
y;= (a+b}/3(ab- & /2- B /2)/(3D)=-(a+ B(a ¥V3/(6D

On en déduit
(b-a)/2-(a+ B*(a- B/ (2D = (a B D+ (& W)/ (2 D=—abgb
(a+bq3 (-D+(a-b? _-ab/3(a+
b?</3/ (6 D)= = >

JP
~(a+b)y/3/6+ (a+ b)(a— b




On constate quéP = %bAA’ , (JP) est parallele a&A).

Figure 6: Formation de triangles équilatéraux par unelegrile droites paralléles dans trois
directions.

7) Comme ave®, prenons le poin® ab unités sur CA] a partir deC et R ab unités sur AB]
(voir figure 6 ci-dessyson a aussiKQ) paralllele aBB’) et (R) parallele aCC’). A partir de chaque
graduation unité suB[C], menons des paralleles A4'), et faisons de méme en menant des paralléles
a BB’) a partir des graduations s@A4], ainsi que des paralléles @¢’) a partir des graduations sur
[AB]. Ces trois directions de droites font entre elles angles de 60°, et elles se recoupent a
intervalles réguliers. Elles coupent notammentciigs du triangléJK, en le découpant en triangles
équilatéraux. Il en est de méme a I'extérieur dangle IJK. Ainsi le triangleABC est découpé en
triangles équilatéraux avec éventuellement des eaopc de triangles équilatéraux pres de la bordure
du triangleABC. Montrer qu'il y aD surfaces de petits triangles équilatéraux datrsaiegle ABC.

EntreP etA’, il y aa —b intervalles. Chaque coté d#K est découpé suivaat- b intervalles. Le
nombre de petits triangles daABC est égal a 1 + 3 + 5 + ..., cette somme devanpodera —b
termes. On sait que la somme de ces hombres ingsigale au carré du nombre de ces hombres,
soit 1+ 3+5 +... =g—h)%

On a vu que l'aire dABC divisée par celle dBJK valait D / (a — b)% L’aire de ABC divisée par

celle d'un petit triangle équilatéral est do?cDT(a— b)2=D=a*+ ab+ I¥. Il y aD surfaces de
a_

petits triangles équilatéraux dans le triangRC.

Par exemple pour = 4 etb = 0 comme sur le dessin ci-contre, on est danade
particulier ou le triangl&BC est découpé intégralement en petits triangles. €eux
sont au nombre dB = a’ + ab + b’ = 16. Et dans le cas des figures précédentes
aveca =3 etbh =1, on trouveD = 13.

Ajoutons enfin un deuxiéme triangle équilaték@D comme sur ldigure 4 a droite Il se déduit de
ABC par symétrie centrale autour du milieu &C], et la grille des trois directions da#d3C se
prolonge dan®\CD, exactement identique. Et cela peut se poursaiviefini. Le pavage du plan par
des triangles isométriques awkBC donne un pavage par des petits triangles équalaéd fois plus
nombreux.

Quelgues remarques complémentaires
» L'’icosaédre présente 60 rotations qui le laisséobalement invariant, ainsi que 60 isométries

négatives (obtenues si I'on veut par compositioa Kgations avec la symétrie centrale autour du
centre de l'icosaedre). Cela fait 120 symétriesr farosaedre. Ces symétries ne sont pas en général



conservées par la géode, sauf dans deux cas fiarcgelui otb est nul, comme sur fégure 3 ou
lorsquea = b (figure 7). Lorsquea est différent ddv aveca etb non nuls, des symétries sont perdues,
et les deux géodes obtenues en échangestttsont différentes.

Figure 7: Découpage d’'une face de I'icosaedre dans legcas=b, icia=b = 2.

* Si lI'on prend la géode duale de celle formée dangles, on obtient un pavage par des
hexagones (qui correspondent & ce qu’'étaient lesnsts de degré 6) ainsi que 12 pentagones
correspondant aux sommets de degré 5.

» La notion de géode est associée a l'idée d'avoinambre de triangles aussi grand qu'on le
désire pour approcher la sphére, quitte a perdiatlgqu’ils soient équilatéraux ou isométriquesai/
si le pavage d’'une sphére par des triangles égalatét isométriques admet au plus les 20 triangles
associés a l'icosaedre, il existe aussi un pavagka gphere avec 60 triangles tous isométriques et
seulement isocéles, mais assez proches de triadmgldatéraux, celui de figure 8 Il est construit a
partir d'un dodécaedre régulier, en découpant ahdace pentagonale en cing triangles isométriques.
Mais on ne fait que retrouver la géode obtenuertir pie I'icosaédre régulier en faisant 1 etb = 1.

Figure 8: Pavage de la sphere par des triangles sphéray@ed deux angles égauxzé et le
troisieme a /5.



