Théoreme d’Escher et théoreme de Napoléon

Pavages par hexagones

Parmi ses oeuvres multiples, M. C. Escher s'egiréissé a un pavage du plan par un type
particulier d’hexagone. C’est ce que J. F. Rigbgppelé lethéoreme d’Escherdans son article
intitulé Napoleon, Escher and Tesselatidneu il fait notamment le lien entre le théoréme de
Napoléon et celui d’'Escher. C'est cette idée quesralons développer ici. Précisons que M. C.
Escher ne prétend pas avoir inventé ce genre adome qu'il a trouvé dans un article de F. Haag
publié en 1923. Et en 1918, K. Reinhardt a mon#mésdsa thése qu'il existe trois types d’hexagones
susceptibles de paver le plan, I'hexagone de ty@tai® justement celui étudié par Escher.

1. L’hexagone d’Escher

D’abord voici comment construire un tel hexagomenetant les points par des numeéros. Prenons
un triangle équilatérad24 orienté dans le sens direct (on parcdf4 dans le sens contraire des
aiguilles d’une montre), de centf@. Puis prenons un poirit quelconque. A partir de ce point,
construisons le triangl&23isocele er? et tel que I'angle orient@4, 23) = —24/3, puis le triangl&45
isocele ert et tel que I'angle orient@8, 45) = —27/3. On constate alors que le triangl&l est aussi
isocele en0, avec I'angle %0, 51) = —2¢/3, comme on va le prouver ci-dessous. On obtierdi a
I'hexagone012345qui a ses cbtés successifs égaux en longueuraddexx, ainsi que des angles de
—21/3 en0, 2 et4 ? (figure 1).
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Figure 1: Hexagon@12345

1.1. Démonstration de la propriété

Placons-nous dans le plan complexe, en introduisantepére orthonormé direct d’origiri
centre du triangle équilatéral, et tel que le sotr@rde ce triangle ait pour coordonnées (1, 0) ou pour
affixe 1. Donnons-nous le poirt quelconque, puis constuisons la ligne bri¢@84507 avec les
longueurs égaleb2 = 23, 34 = 45, 50 = 07, avec entre eux des angles de 120°. Il s’agitrdever que
cette ligne brisée se referme sur elle-méme, éelite que le point n’est autre que le poirt

! DansMathematical Magaziné4, 1991, article disponible sur Internet.

2 Inversement, en partant d’un hexag6i@345caractérisé par ses cotés successifs égaux dienxd(l2 =
23, etc.) faisant entre eux des angles det/3,2on peut déduire, en faisant le calcul, queringle 024 est
équilatéral.



On passe du poirit au point3 par une rotation de centleet d’angle —2/3, ce qui revient a faire

tourner le vecteu?1 de — /3 pour arriver au vecte®l, soit en complexesz —z, = a (z —z) avec
a=e '™ =j? ouencorg; =a z + (1 —a) z. En faisant de méme avec les rotations de ceiee8,

on a les égalités :

a’|z=az+(1- 33
a|z=az+(1- 33
llz=az+(1- 93

En multipliant chague équation par les nombres, Bh2aen remontant, leur addition donne aprés
simplifications en cascade :

z=a’z+(1- 9(& 3+ az+ @
Avecicia’®= 1 eta’z +az+ g=j>+j*+ 1=j°+j + 1= 0, on trouvey = z et la boucle est
bouclée.

1.2. Conditions pour avoir un hexagone simple

Encore convient-il, pour pouvoir construire ult@rement un pavage, que I'hexagone soit simple,
c’est-a-dire que ses cdtés ne se recoupent paserRes le triangle équilatét@R4, en choisissant
maintenant un repére d’origir® centre du triangle, avec le polhtle coordonnées (0, 1) ou d'affixe
i (figure 1 big.

Figure 1 bis: L’hexagone avec son nouveau repére.

Nous allons faire varier le poift(x, y), pointde départ de I’hexagone comme auparavant, sur des
horizontales a ordonndeconstante, et en faisant varierOn pourra supposerpositif ou nul, pour
des raisons de symétrie par rapporOd)(la méme forme d’hexagone étant obtenue pooggatif.
On distingue plusieurs cas.

* y> 1. Le pointD est situé sur une demi-horizontale au-dessus it pfigure 2.
Sans entrer dans les détails, on distingue deuxficase 2. Pour les petites valeurs deles

segments2] et [34] se coupent. Pour les grandes valeurs, delles au-dela du point H (figure 2
a droite), les segment8]] et [34] se coupent. On n'a jamais un polygone simple.
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Figure 2 Cas ou I'ordonnég du pointl est supérieure a 1.

* —0,5<y<1. Le pointl a son ordonnée comprise entre celled dede0. Pourx = 0, on a bien
un hexagone simple, mais lorsquaugmente, on arrive a un cas limite ou le poimrhbe
sur [34] (figure 3. Au-dela on n'aura plus d’hexagone simple.

Figure 3: A gaucheun hexagone simpl@,droitele cas limite au-dela duquel on n’a plus de
polygone simple.

Cherchons ce cas limite. Le vecteldr a pour coordonnées,(y — 1). En appelant I'affixe du
point1, on az; =j?z+ (1 - 2, avec le point 2 de coordonnéef( 2, — 1/2) ou d'affixez, = i j2.et

le point4 d'affixe i, le vecteudt3 a pour affixej?z+ (1 -9 ij*> —i =j?z+i (°—j - 1) =j°z+ 2i %,
_lx+ﬁ y+3
ce qui fait pour les coordonnées du vectgi 2
YEN!
-——X-—y-1
2 2

Exprimons que les vecteudd et 43 sont colinéaires, en prenant le déterminant desdomnées.
Le calcul aboutit & I'équation d’un cercle + y? +4/3 x+ y—2=0. Ce cercle a pour centre le point

0 et pour rayony3 : il passe par les poin® et 4. Tant qu'on est a l'intérieur strict de ce cercle,
I'hexagone est simple, et au-dela il ne I'est plus.

* —2<y<-0,5. Le pointl a son ordonnée comprise entre celles des pBietsdu point4’
symétrique dé par rapport aQ2).

Pourx = 0, on a un hexagone simple, et méme convexes loesquex augmente, il arrive un
moment ou le poinB tombe sur (1], ce qui constitue le cas limitdiqure 4. Exprimons cette
condition :

V3

Le vecteur0l a pour coordonnée(3<+7, y+%) , avecz, d’affixe ij.

Le vecteeub3a pour affixezs —z, = j?z+ (1 —%) i j>—ij =j?z+ij (j — 2), et pour coordonnées :



En exprimant I'alignement d& 3, 1, on tombe sur I'équation d’un cercle :

X2 +y*+4y+1=0, cercle de centrd et de rayon@ . il passe par les poinGet 2. Lorsque le
point 1 est & I'intérieur de ce cercle, 'hexagone espsmau-deld il ne I'est plus.

5
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Figure 4: A gaucheun hexagone simpl@, droitele cas limite au-dela duquel le polygone n’est
plus simple

e y<—2.Le pointl a son ordonnée inférieure a celledlelLes cas qui se produisent sont
illustrés sur ledigures 5 et 6Lorsquey est compris entre — 2,23 et -2, I'hexagone espleirentre
deux cas limites qui ont lieu lorsque les pot8, 5 sont alignés. Exprimons cet alignement :

Le vecteui03 a pour affixg?z+ij (j — 2) comme on I'a vu. On a d’autre part

z=jz+(1—j)20=jz+( —j) ij, et le vecteub5 a pour affixg z+(1 —j) ij —ij =j z—i j? soit en
coordonnées :
2 2 2 2 2 2
03 A et05 7
B NN SR
2 27 2 2 27 2

La condition d’alignement d, 3, 5 aboutit & I'équation d’'un cerclex® + y? -3 x+ y—-2=0.
Son centre est le poi@tet son rayon/§ . il passe pab, 4 et4’. Notamment lorsque I'ordonnée

du pointl est inférieure a celle du point le plus bas daleesoit — 0,5 ~/3= 2,23, I'hexagone
n’est jamais simple.
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Figure 5: Cas ou le point a une ordonnée légérement inférieure a celld’ g¢e 2,23 <y < -2).
Pourx proche de Ogn haut a gauchel y a croisement d’arétes. Puis aprés un prealignement de
1, 3 et5 (en haut a droitg on a un hexagone simplen(bas a gauchePuis se produit un deuxiéme
cas limite, oul, 3, 5 sont alignésegn bas a droite Au-dela I'hexagone n’est plus simple.
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Figure 6: Lorsque le poinl’ a une ordonnée inférieure a — 2,23, I'hexagonst feenais simple.

Ce que I'on a fait pour une abscissdu pointl positive vaut aussi pour une abscisse négative.
Finalement on trouve trois cercles limites, quidgeuisent par des rotations d’ordre trois autaur d
centreO’ du triangle024’, ce qui est logique puisque le role joué par latpd que nous avons
privilégié est aussi bien joué par les poiteu 5. Les intersections des trois disques deux a deux
constitue la zone du poidtqui donne un hexagone simple, tandis que les pbiektérieurs a cette
zone donnent des hexagones dont les cotés se exmtdigure 7).
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Figure 7: Lorsque le poini est dans le zone en blafibexagone est simple. Dans la zone gris
ne l'est pas.

1.3. Pavagear ce type d’hexagon

Nous allons maintenant vérifier qu'un tel hexagpeamet de paver le ple Partons d’'un hexagot
012345 et faisons lui subir une rotation «27/3 autour du centr® de 024, ce qui donne un
hexagond)’'1'2'3'4’5’ (figure 8. On constate que non seulem2’l’ =23, mais que les vecteu23
et 2’1’ font le méme angle avec I'horizontale (I'axe «, ou01).® Cela permet d’accoler les de
hexagonesur ce c6té commun, avec le pc2’ en 2 et les point®, 2, 4 alignés. Faisons encore L
rotation supplémentaire de #3, d’ou I'hexagone0’1”2”3”4”5” . Pour les mémes raisons (
précédemment, les c6tés3” et4’5’ ont la méme longueur, etrfole méme angle avec I'horizonta
Cela permet d’accoler ces deux hexagones en fasastrte que les poir2, 4', 0" soient alignés.

Les trois hexagones accolés sont tels que legtesrquilatéraux qui leur sont associés ont |
basegortées par la méme horizontale. Et I'on constae lgs cotés extrém@Q” 1” et 0 ont méme
longueur et méme direction. Un nouveau bloc desth@ixagones peut étre accolé au précéde
ainsi de suite, avec une succession de trianglegdaté&raux ABC dont les bases sont dans
prolongement I'une de 'autre. On réussit ainspastruire une frise d’hexagondigure 8 en bas

4 0
5
@ 1'@5 3
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Figure 8: En hautad gauchdes trois hexagones se déduisant par rotatioi—2z/3, eta droite ces
trois hexagones accolé&n basune frise d’hexagone

La frontiere basse d’un bloc de trois hexagonexis BRRVVBen notant les cotés par leur coul
(B pour bleu,R pour rougey pour vert suivant lfigure 8. La frise a comme frontiere bass bloc

®Eneffet '4',2'1') = (02,2'1") = /3 + (2'0’, 2'1") = w/3 + (20, 21) et 02, 23) = 2n/3 — (24, 23).
D’autre part :

(24, 23) = 22/3 — (20, 21) — /3 =x/3 — R0, 21). Finalement :

(02,23) =x/3 + (20, 21) =(2'4’,2'1").



BRRVVBrépété indéfiniment. Quant a la frontiere hautes’dgit de la répététion périodique

VVBBRR le méme que le bloBRRVVBa un décalage d’'un cran pres. Cela signifie que peut
accokr une frise sur une autre, et cela indéfinimeaigu donne un pavage du plan. Remarquons
les triangles équilatéraud24 sous-jacents forment aussi un pavage du pffigure 9). En faisant
ressortir les triangle$35 on voit bien les symétries rotationnelles d’'or8relu pavagefigure 10.

Des résultss de pavages sont donnés suffigures 11 et 12

i
Figure 11: A gauche pavageavec des hexagones convexes. Les points ajoutéspondent au
centres de gravit® des hexagon. A droite pavage avec des hexagones non conv



Figure 12: Un exemple de pavage.

1.4. Programmation

/* On est dans la zone calcul, avec des coordonnédlttamts. Ces coordonnées x[][] et y[][] ont deux
indices : le premier est le numéro du point, les)fsoA B C D E F étant numérotés de 0 a 5. Le deniindice
est le numéro de la rotation. Au départ, cet indise0. On se donne le point D (numéro 3) puisérrdine les
coordonnées des points A B C, avec l'origine erefitre du triangle. On détermine enfin les poinstE */

X[3][0]=0.4; y[3][0]=-0.9;/* le point D */

x[0][0]=0.; y[0][0]=1.;

X[1][0]=-0.5*sqrt(3.);y[1][0]=-0.5;

X[2][0]=-x[1][0];y[2][0]=Yy[1][C];

X[4][0]=-0.5*x[3][0]+0.5*sqrt(3.)*y[3][0]+sqrt(3.); y[4][0]=-0.5*sqrt(3.)*x[3][0]-0.5*y[3][0];
X[5][0]=-0.5*x[3][0]-0.5*sqrt(3.)*y[3][0]-sqrt(3.); y[5][0]=0.5*sqrt(3.)*x[3][0]-0.5*y[3][O];

/¥ On effectue les deux rotations numérotées2l de -120° sur les six points */

for(i=0;i<6;i++)
{ X[i][1]=-0.5*x[i][0]+sqrt(3.)*0.5*y[il[0]; y [i][1]=-0.5*sqrt(3.)*[i][0]-0.5*y[il[O];
x[i][2]=-0.5*x[i][0]-sqrt(3.)*0.5*y[il[0]; y[i][2]=0.5*sqrt(3.)*x[i][0]-0.5*Y[i][O];

/* On passe au pavage. Pour cela on commence paloseer les coordonnées écran de l'origine O de
I'hexagone initial, soit xorig0[0] et yorigO[0]. L& coordonnées des centres des hexagones du pawage s
notées xorig, yorig et elles sont calculées daressdouble boucle indexée par i et j. A chaque étapdétermine
les coordonnées écran (xea, yea), (xeb, yeb)detc6 points de chaque hexagone, et on les relidgmtraits.
*/

xorig0[0]=200;yorig0[0]=80;/* point central a partir duquel est construit lagmiére frise */

xorig0[1]=xorig0[0]-1.5*sqrt(3.)*zoom; yorig0[1]=yag0[0]-1.5*z0oom; /* point central pour la frise

voisine */

yorig=yorig0[0];

for(j=0;j<6;j++)

{for(i=0;i<10;i++)

{ xorig=xorig0[j%2]+(i-3)*sqrt(3.)*zoom;
if (xorig>50 && xorig<750 && yorig>50 && yaig<530)/* pour rester dans les limites d’écran */
{ filldisc(xorig,yorig,2,green);

xea=xorig+zoom*x[0][1%3]; yea=yorig-am*y[0][i%3];
xeb=xorig+zoom*x[1][i%3]; yeb=yorig-pon*y[1][1%3];
xec=xorig+zoom*x[2][i%3]; yec=yorig-non*y[2][i%3];
xed=xorig+zoom*x[3][i%3]; yed=yorig-pon*y[3][i1%3];
xee=xorig+zoom*x[4][i%3]; yee=yorig-am*y[4][i%3];
xef=xorig+zoom*x[5][i1%3]; yef=yorig-zum*y[5][i%3];
linewithwidth(xec,yec,xed,yed, 1,red)inewithwidth(xec,yec,xee,yee,1,red);
linewithwidth(xeb,yeb,xed,yed,1,blugnewithwidth(xeb,yeb,xef,yef,1,blue);
linewithwidth(xea,yea,xee,yee,1,gredinpwithwidth(xea,yea,xef,yef,1,green);



}
}

yorig+=1.5*zoom;

}
1.5. Variante avec des carrés et des octogones

Partons maintenant d'un car®&CEG (figure 13, puis a partir d’'un pointH quelconque,
construisons le poirB se déduisant did par la rotation de centr® et d’angle -«/2. Puis prenons le
point D se déduisant dB par la rotation de centi@ et d'angle —«/2. Faisons de méme autour de
points E et G. On obtient un octogon@aBCDEFGHdont les c6tés successifs pris deux par deux a
partir deH ont méme longueur et font un angle droit.

Figure 13: L'octogoneABCDEFGH

Cet octogone a aussi comme particularité d’avarcéeés opposés de méme longueur et paralléles,
en l'occurencéHA et ED, AB et FE, BC et GF, CD et HG, comme on le vérifie aisément. Effectuons
des rotations successives dé2-autour du centre du carré, ce qui donne un ddoquatre octogones
que I'on peut accoler I'un l'autre par un c6té commfigure 14. Par répétitions, on peut former une
frise d’octogones, puis un pavage avec ces octagfigere 15. On observe que ce pavage a les
symeétries rotationnelles d’ordre 4. Surfigure 16 nous avons ajouté un quadrillage de carrés (dont
les sommets sont les centres des rotations d'aingielaissant invariant le pavage), afin d’obteunir
pavage avec deux types de pavés. Chacun de ceés @Bt le générateur du pavage par deux
translations dont les vecteurs sont les cotés darcé.

Figure 14: Bloc de quatre octogones accolés, tournés digiealroit a chaque fois

SRR
DR
A
A

Shhhh

Figure 15: Pavage avec ce type d’octogone
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Figure 16: A gaucherajout d’'un quadrillage carré sur le pavageiroite le nouveau pavage avec
deux types de paveés. Le coloriage est d’ordre ggtle

1.6. Variante avec des hexagones réguliers et dexldcagones

Partons d’'un hexagone régulier de sommets notést® 2B et 10, et donnons-nous un point 1
quelconque. A partir de la construisons des tresigdocéles avec un angle der32soit les triangles
123, 345, 567, 789, 910 lfigure 17. On constate alors que le triangle 11 0 1 estiasacele avec
'angle de — 2/3. La ligne brisée obtenue se referme sur ellpxenét donne un dodécagone.

Figure 17: Le dodécagone avec ses sommets allant de Oavéd J'hexagone régulier sous-jacent
02468et10.

Démontrons que la ligne brisée ainsi fabriquéeearme bien sur elle-méme. On passe des points
1 & 3 par rotation de centre 2 et d’angler/32Comme le nombre complejea pour module 1 et pour
argument — 2/3, cela s’écrit :

-2 =j2 (z1 —2). On en déduit la suite d’égalités :

2l z=a+1- )z
11%=z+1- )z
iz =Pz+0- )z
%= Pz+0- )z
7,= P25+ (- ) 7
En remontant a partir de la derniére équation,qrasde I'une a la précédente en la multipliant par
j%, ce qui donne les coefficients multiplicateursigueés ci-dessus dans la colonne de gauche. Grace a

ces multiplications sur les égalités, il se prodigs simplifications en cascade lorsqu’on les ajout
membre a membre, et il reste :
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z,= jz+A- P)j°z,+ 2+ jz+ [ z+ z).Commez, + 2 = 0 ainsi quez, + 210 = 0, aved, =
—1, il reste :

z1=j z2—j + 1 Multiplions parj® :

Pai=z -1+

z =z, + 1 —j% On passe bien du point 11 au point 1 par laiostade centr 0 (d’affixe 1) et
d’angle — 2/3.

Par sa construction méme, le dodécagone obtenarpeédes symétries de rotations d'ord : il
reste invariant par des rotations de ceO, centre de I'hexagone régulier initial, et d’angg0°

On constate que ce dodécagone peut paver le de facon périodiqueSon parallélogramm
générateyrdéfini par les deux vecteurs de transla posséde &s symétries de rotation d’ordr. On
dit que le pavage est du typ8 (figure 18. La reproduction infinie de ce parallélogramme, &it din
losange érmé de deux triangles équilatéraux, remplit len|

S

Figure 18: En haut les symétries présentes dans le parallélogranémérgteur associé au pavi
p3: les centres des rotations de 120° laissnt inrt@ pavag sont indiqué par de petits triangle
La cellule minimale génératrice est dessinée ereaowocr¢: en pratiquantes rotations autour ¢
deux de ses sommgin bleu sur le dess, son motif intérieuremplit le parallélogramm¢En bas a
gauchele parallélogrammgénérateur du pavage par translatien rougeavec son motif intérieuet
en vertla cellule minimale génératrit A droite un exemple de pavage par un dodéca

Ce que nous venons de faire pour passer d'un teawpilatéral & un hexagone, d'varré a un
octogone ou d’un hexagone régulier & un dodécagerggnéralis® A condition de distinguer det
cas:

* Un polygone &n c6tés aven pair peut toujours étre entouré d’'un polygonen cétés, ou les
cOtés successifs pris deux a deux forment iangle isocéle avec un angle égal & celui du polg:
initial. Mais les polygones ainsi obtenus par cettithode a la Escher ne pavent le plan {igure
19), sauf dans le cas du carré et de I'hexagone &, pourn =4 etn = 6.

* D'autres généralisations sont possibles, que I'ppelie les polygones de Haag. On pourra cons
[VIL2014].
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Figure 19: Construction d’'un polygone a 16 c6tés a paitinactogone régulier.

* Un polygone a cotés avea impair peut toujours étre entouré d’un polygorn &6tés, ou les
cOtés successifs pris deux a deux forment un tieasgcele avec un angle égal au double de celui du

polygone initial. Mais les polygones ainsi obtemespavent pas le plan, sauf dans le cas du triangle

équilatéral poun = 3.

Exemple: n = 5. Un pentagone réguli@®2468a ses angles égaux a/2 A partir d’'un point 1
guelconque, on construit le point 3 tel U&= 23 avec l'angle 21, 23) = — 6t/5 = 44/5. Et I'on
continue de méme, en constatant que la ligne bseé&eferme pour donner un décagdigu(e 20.
La démonstration se fait comme précédemment.

7
Figure 20: Décagone a cdtés successifs de méme longuenraddeux et faisant entre eux un
angle de #/5.

2. Le théoréme de Napoléon

Partons d'un triangle quelconque de sommets nuéggpt2, 4 et entourons-le extérieurement
avec trois triangles équilatéraux ayant chacun @@ du triangle024 iniial (figure 2J). Dans ces
conditions, les centre%, 3, 5 de ces trois triangles forment toujours un triangtuilatéral. Cette
propriété est traditionnellement appeléeéoreme de Napolépnméme si ce dernier n'a
vraisemblablement que peu a voir avec le théoramearte son nom. Nous allons redémontrer cette
propriété par le biais de I'hnexago@&2345qui n’est autre que I'hexagone étudié par M.Chesc
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Figure 21: Triangle quelconque initi&24 (en bley entouré des trois triangles équilatéraux, ainsi
gue de trois triangles isoceél€d2 234, 450 avec un angle de 120° ce qui donne un triangle
équilatérall35(en rouge.

En effet, au lieu d’entourer le triangle initialrpdes triangles équilatéraux, il revient au méme d’
entourer le triangle par trois triangles isocédd®, 234, 450, chacun avec un angle de 120°, et de
montrer que le triangl&35 est équilatéralfigure 21). On retrouve ainsi 'hnexagone d’Escher par une
méthode inversée. Dans le cas présent on part tdamgle quelconque pour obtenir un triangle
équilatéral et 'hexagone associé, tandis que pandthode d’Escher on part d’'un triangle équilatéra
pour arriver a I’'hexagone.

2.1. Démonstration du théoreme
Traitons cela sous forme d’exercice.

Considérons un triangle ABC quelconque, de cengrgrdvité O. Appelons,zz, z les affixes de
ABC dans le plan complexe avec O pour origineptiaats ABC étant numérotés 0 2 4. Sans perte de

généralité, on peut supposer que A est sur 'axexdeavecOA = 1, d’'oll 3 = 1. On se donne B
d’affixe z quelconque dans le plan.

1) Montrer qu'il existe un point C unique tel geettiangle ABC ait son centre de gravité en O.
Dans ce contexte, le triangle quelconque ABC dépemiduement du parametre, zavec ses
sommets d'affixe 1,et—1 -z

Le centre de gravit® est tel que I'on a I'égalité vectoriel@A + OB + OC =0,z + 2z +2, =0,
d'ouz, =-1-2. Le pointC est unique.

2) On accole trois triangles semblables dans lessdirect sur les trois cotés, soit 012, 234, 450.
Cela signifie gu'’ils ont les mémes angles. Celaifiggaussi qu’une similitude directe de centreaid f
passer de [02] a [01], une autre de centre 2 faisper de [24] a [23] et une troisieme de centree4 d
[40] a [4 1], et que ces trois similitudes ont mérapport k et méme angle avecd tel que - < 6 <
0. On pose a = k'& Montrer que le triangle 135 a aussi pour centeegitavité O, et donner,zz, z
en fonction deyz

Posonsaa=k€’. On a alors :

z-2=a(z-2)
z-=a(u-2)
-z=a(zn-2z)

® Le fait de prendr@ négatif exprime que les triangles accolés sorérixrs au triangle initial 024. Le
théoréme serait aussi valable avec des trianglaséscintérieurs, mais dans ce cas la figure olete&sti moins
intéressante pour ce qui nous concerne ici.



14

Par addition membre a membre, il reste seulemeni; + z5 = 0, ce qui signifie qu® est aussi le
centre de gravité du triangl3

Plus précisément :

z=1+a(zn-1)=azn+1l-a
z=2ta(-1-z-z)=1-A)z-a
z=u+a(l-z)=(1-ayzu+a=@-1)zn+2a-1

3) Calculerz—zetz—z

23—21:(1—31)22— 1
-z=-2+3-2

4) Montrer qu'il existe une valeur unique de a (twen qui définit le rapport et I'angle des
similitudes), telle que pour un triangle 024 quelilgsoit, le triangle 135 est toujours équilatéral

Le triangle135 sera équilatéral de sens direct si et seulement-si, = —j° (zz —z). En effet,
est un nombre complexe de module 1 et d’argument3. L'égalité précédente signifie que les
vecteurs15 et 13 ont méme longueur et font un angle d€ 3, ce qui caractérise un triangle
équilatéral. L'égalité devient :

—+3-2 =4 (1-2)z-1)
(-j?+3j°a+l)z=3a-2 -

Imposons que & — 2 —j* = 0 et aussi ¥ + 3j°a+ 1 = 0. Si une valeur de vérifie ces deux
équations, cela prouvera que I'on a un trianglél@igual quel que soit, c'est-a-dire quel que soit le
triangle initial024.

L’équation 3a — 2 —j*> = 0 donnea = (j° + 2) / 3. On constate alors que pour cette valew la
deuxieme équation est aussi vérifiée, en effet

—PraParl=40+ PP+ 1= 4 42+ 157 +j41= 0

NE

La valeur dea s'écrit aussiazé—i?. Il a pour modulel/+/3 et pour argument = /6.

Finalement les triangle®12 234, 450 sont isoceles et leurs cbétés égaux font un argtE20° {igure
22).

5
4
Figure 22: Triangle initial quelconqu®24 en bley triangles accolés isocéles avec un angle de
120°en noir, triangle équlatérdl35en rouge
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4) Lorsque I'on n’est pas dans le cas du 3°, monguee pour chaque forme de triangle accolé
comme 012, caractérisé par le rapport de similitkde [01]/ [02] et I'angle orientéd = (01, 02),
cette similitude faisant passer de [02] a [01] ést la méme pour les trois triangles accolés), il
existe un unique triangle initial 024 qui rend teahgle 135 équilatéral.

Cela revient a déterminer la relation erdret z, qui rend le triangld35 équilatéral direct. Nous
I'avons déja vue au 3° :

(-j?+3j°a+1)z=3a-2-°

_ 3a-2-j2 N ) i 5 isocé
z, S e ? lorsque I'on n'est pas dans le cas ou les triangtolés sont isocéles avec
-jc+1+3aj
un angle de 120° comme au 3°.

_33-2j-1 __ZJ —1 en multipliant en haut et en bas par
-1+ j+3a

_Baj-j-i-1_@j-j+j®_j@-1)

-1+j+3a -l+j+3 -L+j+2& sachant que 1j+j*=0

=]
Cela signifie que le triangl624 est équilatéral, et seul ce triangle accepte dasgles accolés
semblables mais quelconques qui rendent le trigi@fe€quilatéral figure 23.

3

3/2 \‘_-._1
\ @
4 5

Figure 23: Triangle initial 024 équilatéral, triangles accolés semblables queloesnql2 234,
450, et trianglel35équilatéral, dans deux cas de figure.

2.2. Conclusion

» Seul des triangles accolés isocéles et avec ur alegl20° donnent un triangle équilatérab
guel que soit le triangle initi@24.

» Avec des triangles accolés autres que les précgdsetil un triangle équilatéral initiaR4
donne un triangle équilatéraBs.

Finalement, le théoréme de Napoléon traite un aais egt exceptionnel, celui du triangle
quelconque qui, avec des triangles équilatéraunléscsur ses cotés, donne un triangle équilatéral
ayant comme sommets les centres de ces trianglekeac
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2.3. Droites concourantes

La configuration associée au théoreme de Napolé&spose d'une autre propriété remarquable : les
droites joignant les sommets du triangle quelcor@u& 4 aux sommet®”’, 2", 4” des sommets
extrémes des triangles équilatéraux sont conceesdigure 24. °

Figure 24: Avec les triangles équilatéraux accolés au glimamuelconqu®24, les droites {0"),
(227, (44") sont concourantes.

Valable avec des triangles équilatéraux accoléte sguation se généralise si les triangles ascolé
sont isoceles et semblables (avec les mémes angles)la propriéteé :

A partir d'un triangle quelconque ABC et des triangles isocele&KB, BIC, CJA ayant les
mémes angles, les droiteg\(), (BJ) et (CK) sont concourantes(figure 25.

Figure 25: Triangle quelconqu@24 et trois triangles isoceles semblables accAléB, BIC et
CJA

Pour le démontrer, appelows, B’, C' les points d’intersection de ces droites aveccligés du

triangle initial figures 25 et 26 Nous allons démontrer q A B B=Cg: -1, ce qui permettra,
AC BACB

grace a la réciproque du théoréme de Céva, dewengle les droitesAQ), (BB) et (CC) sont

concourantes. Comme le poiitest entreB et C, de méme que les deux autres, cela revient a arontr

A'B BC CA_

Les pointsB et C se projetant ed etH’ sur (Al), on a%zﬁ. Comme BH] et [CH'] sont
les hauteurs des deux triangheBl et ACI, et que ces deux triangles ont comme base compiuhe
on en déduit, en utilisant les aires de ces triag|

®Le point d’intersectiorest aussi appelé point de Fermat-Torricelli, ppgséde la propriété d’étre le point
du plan pour lequel la somme des distances aux steroh triangl®24, TO + T2 + T4, est minimale.
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A'B_ Aire( ABI) _ BA Blsin( B+a): BAsin( B-a) (carBl

A'C Airg( ACl) CACIsin(Cta) CAsin(Ga)

ou I'on a utilisé la formule donnant l'aire, séitre(ABI) = (1/2) BABI sin(B + a) ou B est I'angle
dans le triangl&BCeta I'un des deux angles égaux dans chacun des trmggleeles accoléfiqure
26).

=Cl)

Figure 26: Aires associéesAiB etA'C.
En faisant de méme avBtetC', on a :

A'B BIC CA_BAn(Ba) CBin(Ga) AGIn(Aa)_,
A'C BACB Chsin(Ga) ABsin( Aa) BGin( Ba)
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