Pavage dda sphere avec une forme unique de pav

L’objectif est de paver la sphére avec une formguende pavé polygonal, le pavage étant
bord & bord. Le pavagede la sphéi le plus connu est celui du ballon de football, nikise nous
concerne pas ici, puisgqu’il est fait aveeux types de polygones, a 56etb6tés En fait, I'étude des
pavages de la sphere est un sujet ri et loin d’étre closalors que celle plus glole de la géométrie
sphérique date de millénaife€’est en 1922 queétude des pavagese la sphére par des triang
isométriques est esquissée pak.Y. Sommerville, puis développée par H.avies en 1967, pol
ne citer que Ie principales référens. En 2002Y. Ueno et Y. Agaoka donnepour la premiére fois
une classification exhaugt de ces pavag par des trianglesDepuis cette date, plusieurs aut
chercheurs japonais ont élargi le champ d’étudecuadilateres et aux pentagol, notamment Y.
Akama et Y. Sakano en 2028H.E. A partir de 2013, un groupe de chercheurs chineisiong Koncg
prend le relais M. Yan, E. X. Wang, K.Y. Cheunk, H.M. Cheung, H.. Gao, N. SI. lls sont en train
de finaliser la classification des pavages pampeesagones identique

L'étude des pavages sphériqgues par des polygonmméidque semble concerner tout
particuliérement les chercheurs japo et chinois. Peut-étre faut-il voir la lien avec la fabricatio
locale de multiple$ormes sphériques par d’ingénieux artisscomme les sphéres brodéemari®
dont on voit des exemples @éssou:
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Dansce qui suit, nous avons repris ces tra' pour donner une construct graduelle des divers
pavages par des trianglaspartir des formes les plus simplCette construction est présentée ¢
forme expérimentale, mais elle s’appuie sur unrém@e de Grunbau-Shephar [GRU1981] :pour
tout pavage monoédrique et isoédric le pavage est topologiquement un solide de Platorsolide
de Catalan, une bipyramide ou un antidian.* Nous esquisserons aussi les pavages pa

1|l est sousentendu que les cotés des polygones sphériqueslssmircs de grands cercles (géodésique
que le degré de chaque sommet du pavage est d& aegnoins 3, le degré (ou la valence) étant lebmerde
polygones accrochés a ce sommet.

2 ¢f. le document Géométrie sphériqi: plus courts chemins, théoréme de Girard, reladi
trigonométriques, isométries de la spt, dansTravaux complémentairesubriquegéomeétrie et graphisr, sur
mon sitepierreaudibert.fr

3 Originaires de Chine, et déloppés au Japon depuis les années 150temariont d’abord été des joue
d’enfants pour devenir ensuite des objets d’arior@i aussi ledorodango sphéeres parfaites obtenues par
artisans aux mains expertes en malaxant de lagede la boe, ou encore les sphéres fabriquées en froiss:
compactant du papier aluminium, et qui deviennésttlduissants miroirs sphériques, ou encorekokedama
spheres de mousse végétale dans lesquelles podssariaintes, actuellement trés tendan France.

* Monoédriquesignifie pavage a base de copies d’un pavé unlsoédriquesignifie que I'on peut passer
n'importe quel sommet a n'importe quel autre pag isométrie laissant le pavage globalement inva



guadrilatéres et des pentagones, qui sont touftesobjets de recherches. Mais commencons par le
polygone ayant le moins de cbtés, et qui est prapaegéométrie sphérique, le bi-gone.

1. Pavage par des bigones

Les bigones sont aussi appelés digones, biangbssétires, lunes, secteurs ou fuseaux. Il s’agit
tout simplement de découper la sphere en trandbesombre de tranches étant quelconque. Les
bigones ont chacun comme c6tés deux grands ceddssgercles méridiens ayant tous en commun
deux points aux antipodes, comme le péle nord gifle sud, et régulierement espacés. Un tel
découpage en tranches identiques peut s'effectusre dinfinité de facons, avec un nombne
guelconque de tranchefgre 1).

Figure 1: Découpage de la sphéreretnanches, ich = 20.

2. Pavages par des triangles

Nous allons partir de ce que nous connaissonsyairda pavage en tranches précédent, ainsi que
les cing polyédres réguliers que nous allons pepjetir leur sphére circonscrite. A partir de layso
retrouverons effectivement les bi-pyramides (diatsieet les antidiamants, ainsi que les 13 soliges d
Catalan. Ces derniers ont la particularité d’hérites symétries des solides de Platon dont ils sont
issus, et d’avoir des faces toutes isométriquessdue celles-ci sont des triangles, cela donnesa de
pavages isoédriques par projection sur une spésaiite, dés que cela sera possible, nous casserons
les syméries pour faire apparaitre de nouveux mavagela se produira lorsqu’un pavage peut étre
tranché suivant deux hémsipheres, permettantdéiontde I'un par rapport a l'autre. Cela se proalui
aussi lorsque les triangles accolés deux a deuxr@uudevenir des losanges, des rectangles ou des
carrés, ce qui permettra de jouer sur les diagemmadar fabriquer de nouveaux pavages.

2.1. Le découpage des tranches

Lesn tranches du pavage précédent peuvent étre coapédsux suivant I'équateur, ce qui donne
2n triangles isométriquedigure 2. Un tel pavage est le cas générique des pavagésGy, avecn >
22 Dans le cas limite ot = 2 les triangles occupent chacun un demi-hémigphées triangles sont
isoceles, avec un angle= 2z/n et deux angles égaux= f = /2.

® Dans le cas limite on = 2, les triangles occupent chacun un demi-héndisph



Figure 2: A gauche le pavagegénériqueG,,, ici avec 2 = 40 trianglesAu centri le polyédre
diamant associé @,,, a droitele polyedre an-diamant associé au pavage dédare .

On peut alleplus loin. Remplaconshaque c6té situé sur I'équateaar un trait oblique de mén
milieu (figure 3. Les triangles ne sont plus isoceles mais regsentétriques Leurs angles sont te
queo + f =, avecy = 2z/n. Lorsque le trait oblique s’approche de la viale, le plus petit angle re
supérieur &/n et le grand angle inférieurr —z/n = (n — 1) z/n.° D’od z/n < a, f < (n — 1) z/n. Mais
on veut un pavage bord a badec des triangles tous isométric. Cda impose que la ligne brisen
dents de scides cétés obliques se referme sur-méme. Le nombre de tranches doit étre, n =
2p. Il s’agit alorsd’un pavage notGy, avec 4 triangles ep > 1” Dans ce cas, les deux sommets
poles sont entourés de a@nglesy, et les autres sommets de 2 angles dedeux angley.

Figure 3: A gaucheun despavagesG,, (20 multiple de 4)avec des trianglequelconquesAu
centrele seul pavag&:s(18 de la forme p + 2) avec des triangles isoceléandis gLa droite aprés
déformation on perd le pava@as car en refermant la ligne brisée des cadésixdes pavés ne sont
plus isométriques avec les au, en bleu et ocre (et si on les prensimeétriques, ils ne serint plus

bord a bord avec leurs voisins).

Il existe une autre facon d'agir. Revenons aux gawen tranches. (et seulement sle nombren
de tranches est pain € 2p), et que I'on prenun pavage G avec ses ghriangles, celui-ci peut étre
découpé en deux verticalemedbnnar deux hémisphéreséparé par un cercle mérid, ce qui va
permettre de bouger I'un par rapport a I'a. Deux possibilités se présenterton que p est de la

forme & ou & + 4.

® Cela s'observe géométriquement. Mais c’est aussotséquence de I'inégalif + y < 1 +a. Car on a
aussif+y=n+4r/F —a, oUF est le nombre de faces. AvF = 4p, on trouve aussi > n/(2p).

’ Le cas limite otn = 2, oup = 1, ne nous intéresse plus ici, car aucune détimmae peut se produire da
ce cas, les triangles restant des -hémisphéres.



Premier cas partons deGg, avec des paveés triangulaires qui ne sont pas
isoceles. Le deuxieme hémisphere peut étre codsambdnme I'image du premier
par demi-tour, ou encore son symeétrique par rappartplan de coupe. Le
meéridien les séparant a le disposition indiquésooire, aved désignant un coté
long etC un c6té court d’'un triangle non isocele. Le seoluamement possible
consiste a faire tourner un hémisphere par ragplatitre, mais on ne peut jamais
avoir un pavage bord a bord & cause des cotésdedar inégalefigure 4.

On aura un pavage bord a bord seulement lorsgugid@gles sont isoceles (avee C), grace a
une rotation de 90° d’un hémisphére. Cela donrailage appel@ G, (figure 5. Les angles d'un
triangle sont = = 7/2 ety = n/(2k). Les & + 2 sommets sont entourés de22ky angles pour deux
d’entre eux, les autres étant entourésae 4

Figure 4: A gaucheun pavagésg (ici G,4) avec des triangles non isocéles, ou I'on a &ssortir
le cercle méridien séparant les deux hémisphekascentre une phase intermédiaire de la rotation de
I’hémisphére de droitéd droite le pavage final qui n’est pas bord a bord.

Figure 5: A gauchele pavage génériqug, ici G,4, avec des triangles isocéles,aetroite le
nouveau pavagéGgy aprés rotation d’'un hémisphere de 90° par ragpbaiutre.

Deuxiéme cas Prenons le pavades.4. Dans ce cas, le deuxieme hémisphére ne se gisdudu
premier par demi-tour comme précédemment, le nggriffontiere ayant la disposition defilgure 6 a
gauche avec des pavés triangulaires ayant un coté lloegun c6té cour€. Mais on peut remplacer
le deuxiéme hémisphére par le premier retournéeai-tour. Le méridien de sa bordure ne se plaque
plus sur celui du premier hémisphére, et le pavées plus bord a bord. Mais en le faisant touder
—L (ou de +C), on retrouve un pavage bord a bord, et ce noupagage est appeldss.4 (figure 7).

A la différence du cas précédenGg, on obtient un pavage avec des triangles non lssce
d'anglesy = z/(2k + 1),a et tels quex + f =7 (o etf étant strietement compris entré (4k +2) et
(4k +L)z / (4k +2)). Les & + 4 sommets sont entourésae S + (2 + 1)y pour quatre d’entre eux, et
de 2x + 28 pour les autres.
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Figure 6: A gauchde méridien frontiere des deux hémisphefedroite le méridien du deuxieme
hémisphére lorsque celui-ci est remplacé par lmjgretourné d’'un demi-tour. Les cdtés des triangles

de bordure ne sont plus bord a bord, mais si lmnrte le deuxieme hémisphere dé,Hes deux
méridiens de bordure se confondent et I'on retrauveavage bord a bord.

Figure 7: A gaucheun pavageésg.4 iCi Gyo. Au centrele deuxieme hémisphére est remplacé par le
premier hémisphere retourné, avec la perte du galbagd a bord (visible & gauche sur le desgin).
droite le pavagd G, aprés rotation du deuxieme hémisphere.

On s’apercoit alors que ce pavage présente quatatigdogrammes isométriques deux a deux, ces
parallélogrammes étant chacun formés de deux tdangccolésfigure 8. Un parallélogramme

sphérique a ses cotés opposés de méme longuees ahdles opposés égaux, et c’est bien le cas ici.
L’'un des deux types de parallélogramme a des aoglessés: + y etf, I'autre a des anglgs+ y eta.
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Figure 8: Les quatre parallélogrammes forment une sorteutban en alternance autour de la
sphére, deux sont en rouge et deux en bleu sdebssns.

Prenons un des deux parallélogrammes d’angteg etS. Il devient un rectangle si tous ses angles
sont égaux, soft = a +y. Associée & + f ==, la contraintef —a =y donne :

a=kzl(@k+1)etp=K+1)z/(XK+1).

Lorsque I'on obtient ainsi deux rectangles, lesxdmutres parallélogrammes ne deviennent pas des
rectangles, sauf dans le cas particuliel @ (TG4 pourk = 1) que nous verrons plus loin.



Si I'on choisit des transformer les deux antresalElogrammes d’angle® + y eta en rectangles,
on obtient le méme résultat que précédemment,diesirs dex et f étant échangées. Autrement dit,
cela conduit au méme pavage.

Ayant ainsi obtenus deux rectangles isométriqgugsaatipodes I'un de I'autre, il suffit de changer
une diagonale en l'autre pour avoir un nouveau gaéabase des mémes formes triangulaires. Et deux
cas sont possibles, selon que I'on change la d@godiun seul rectangle ou des deux. D'ou les
pavages notéd TGg.4* etMTGg.4 (figures 9, 10, 11

Pour la programmation, il s’agit de connaitre lesethsions des triangles. Le c6té Idngnesure
n/2 + A, le coté courC mesurer/2 —4 , et la base esttelle que

cosc = (cosy + cosa cosp)/(sin a sin B). On connait les trois angles 3, y. Pour connaitre,
appliquons la relation :

sinC/ sina = sinL / sing = sinc/ siny qui se réduit &

sinL / sing = sinc/ siny, la premiére égalité étant toujours vraie. La g de cette équation
en/ donne par exemple comme résultats :

pourk =1 etMTG, : A = 0,340
pourk =2 etMTG, : A = 0,106
pourk =4 etMTGse : A = 0,031

Figure 9: En hautla diagonale d’un des deux rectangles est chaBgékasle pavageMTG,q', ol
'on voit a gauchele rectangle inchangé (en bleu pale et bleu foet&) droite I'autre rectangle
modifié (en rouge foncé et rouge clair).




Figure 10: En hautla diagonale du seod rectangle est aussi chaogégui donneen basle
pavageM TG,y vu sous deux angles différents pour faire ressesideux rectangles modifiés.
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Figure 11: De gauche a droitdes avageMT6361 etMTG;¢, chacun sous deux angles de vue.

Pour les pavagedTGg..4, les & + 4 sommets sont entourés des anghes 2k y pour 2 d’entre
eux, dea + £ + (2 +1)y pour deux autres, dex3+ § + y pour 2 autres, et dex2 2 pour le reste.
Pour les pavagd\ﬂTGSk+42, les & + 4 sommets sont entourés des anghes 2k y pour 4 d’entre eux,
de 3r + B +y pour 4 autres et dex2 2 pour le reste.

Il reste le cas particulier dTG;,,. Les angles d’un triangle sont alers y = #/3 etf = 22/3. Les
triangles sont tous isoceles et accolés deux a, deuwrment des carrés qui pavent la sphégei(e
12). Remarquons que le pavaGe, avec des triangles isoceles donne aussi des darségie I'on
accole les triangles deux a defigyre 12 a droit¢ Mais les diagonales choisies ne sont pas tdeses
mémes que celles du pavadga G;,. Nous retrouverons le pavalyel G;, plus tard sous un autre nom
dans la classification.

Figure 12: A gauche et au centrée pavageMTG,, sous deux angles de vue. Au lieu de deux
rectangles seulement comme dans le cas génértialegles accolés deux a deux forment 6 carrés qui
pavent la sphére. Mais ce pavage n’'est pas identigupavagés;, avec des triangles isoceles,
droite.

Nous n'avons pas pour autant épuisé tous les casilfbes a partir du pavage en tranches.
Revenons au pavagg, avec ses triangles quelconques d’'angles tely gue/p eta + f = 7. On va
donner une forme particuliére aux triangles errdeslant isoceles. On prend alars y =z/petf ==



—z/p = (p — 1L/p. Pourquoi faire cela ? Parce que les triangleslésadeux a deux forment des
losanges, et que I'on va pouvoir jouer avec letagahales pour avoir d’autres triangles isométrsgue

Considérons un triangle sphérigBC de cotés, b, c avecb =#/2 + 1 etc = z/2 — /. Lorsqu’il est
isocele :a = ¢, et I'on connait ses anglesp, y. Cela permet de déterminkrll suffit d’utiliser une
formule de trigopnométrie sphérique :

COSa = — COSS cosy + sing siny cosc
1 :cos@/p)x (+ cos(p— Iy bp) -~
sin((p—1y7 /p) singT /p)

On obtient les résultats suivants ppur 3 (pourp = 2, un losange couvre un hémisphére et ce cas
a déja été traité) :

p=3,4=0,339 (pouH,,, les triangles accolés deux a deux forment degsar
p=4,1=0,427

p=5,1=0,463
p=6,.=0,483
p=7,4=0,493

En remplacant deux triangles accolés par un losanydérouve le pavage par des losanges de la
figure 13 Et si I'on remplace une diagonale par l'autrdac®nne le pavage nolté,. Les angles des
triangles isocéles sont maintenant 2z/p eta = = (p — 1)/ (2p) (figures 13 et 13 b)sLes P + 2
sommets sont entourés des anglepour deux d’entre eux et de 4 y pour les autres. En particulier,
pourp =5, on ax = =y = 24/5, et I'on voit déja apparaitre ce qui sera lgquotion de 'icosaédre
régulier sur la sphere.

Figure 13: A gauchele pavageG,, avec des triangles isocélesu centrele pavage par des
losanges, obtenus en accolant les triangles dedeua. A droite le pavageH, (Hs, pourp = 5)
obtenu en remplacant une diagonale des losangdsayiae.

Figure 13 bis: Le pavagds..



On peut aussi découper chaque losange suivanesa&sdiagonales, ce qui donne quatre triangles
isométriques et le pavage correspondant estlgpfigure 14. Un triangle a pour angles= z/p, o =
(p— 1y/(2p) etp = =/2. Les 4 + 2 sommets sont entourés des anglps pour deux d’entre eux, de
45 pour 2 sommets et desd+ y pour les P restants.

Figure 14: Les pavageky etl+, (voir plus bas le pavade, sur lafigure 25.

Au lieu d'utiliser le pavag&,, comme on vient de le faire, on peut aussi utilisgravagerl Ggy:4
en rendant ses triangles isocéles, de facon guésad®ux a deux ils forment encore des losanges
(figure 15.

Figure 15: Le pavagel Gg.4, iCi TGy, avec des triangles isocéles, en faisant ressodiite la
formation de losanges.

A leur tour ces losanges peuvent étre découpég@nali en quatre triangles isométriques, ce qui
donne deux nouveaux pavages, natBg., et Tlies Le pavagelHge.4 a des triangles d’angles=
27/(2k + 1) eta = f = zk/(2k + 1). Les & + 4 sommets sont entourés #e-(1)y + a pour deux d’entre
eux et de 4 + y pour les autres. On constate que pour la valenmmale dek, soitk = 2, ou les
losanges sont devenus des carrés, le paVbigeredonneH,, Pour les pavageBHg..4, On prendra
donck> 3.

L'autre pavageTlg:s €St formé de triangles rectangles ayecr/(2k + 1), a = zk/(2k + 1) etp =
7/2. Ses B + 6 sommets sont entourés de+2(2 +2)y angles pour quatre sommets, @gepdur & +2
sommets et decd+ 2y pour les autres.



10

Figure 16: Les pavage$Hgy.4 €t Tlieyss

En haut en partants gauchedu pavagelrG,s ou I'on a fait ressortir les losanges, on obtienat
centre et a droitde pavagelH,s vu sous deux angles différents, paisdessouse pavagelH,, (les
triangles sont équilatéraux B, = Ha).

En basle pavag€él'ly,, vu sous deux angles différents.

A ce stade, nous avons épuisé tous les cas passiiiienus, rappelons-le, a partir du découpage de
la sphére en tranches. Nous allons maintenantr ghunthe autre facon d’obtenir des pavages, celle
obtenue a partir des polyedres réguliers. Car lousgpolyedre a toutes ses faces isométriques avec
ses sommets tous situés sur sa sphere circongest@plygones sphériques obtenus par projection
radiale sont aussi isométriques, et ils pourramt @coupés en triangles s'il n’en sont pas déja.

2.2. Le tétraedre et les pavages sphériques corresplants

Partons d’un tétraédre régulier, avec ses quatrengts, ses six cotés et ses quatre faces qui sont
des triangles équilatéraux. Par projection radsalela sphére circonscrite, a partir du ce@rde la
sphere, on obtient un pavage de la sphére suivatteqtriangles sphériques équilatéraux (cotés et
angles égauxJigure 17. Appelonsx un des angles. Chaque sommet etant entouré dddoais, on a
3o = 2z, a = 27/3. Ce pavage est appélg
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Figure 17: Pavage de la sphere par quatre triangles ééualat, & partir d'un tétraedre régulier
inscrit dans la sphere.

Mais le tétraedre régulier est-il le seul tétraéalermettre un tel pavage ? La réponse est non.En
effet, le tétraedre régulier n'est qu'un cas trégtipulier de tétraédres a faces triangulaires
isométriques. A partir d’'un triangle quelconqueysoéserve que tous ses angles soient aigus, on peu
toujours fabriquer un tétraédre équifaéial.

La projection d’un tel tétraédre sur la sphére @oes variantes de pavagg(figure 22.

C

Figure 22: En hauta gaucheun disphénoide tétragonal (tétraédre dont lesfaost des triangles
isocéles),a droite le pavage sphérique corresponddah basun pavage a partir de triangles
guelconques a angles aigus.

Lorsque les triangles des faces sont quelconquesina variante de pavage n’est permise. Par
contre, si les triangles sont isocéles, ce quiespond au disphénoide tétragonal, on peut les pécou
chacun en deux triangles rectangles isométriquas.d'il y a un probléme : si I'on découpe lesgro
faces latérales en tranches passant par lesntilgsix des cotés du triangle de la base, le pansest
plus bord a bordfigure 23, car le triangle de base n’utilise qu'un seulieuil Le découpage bord a
bord ne marche que si I'on utilise le milieu d’udité latéral pour couper deux faces latérales. Mais
dans ce cas on retrouve le pav&geavec des triangles d’angles= #/3, f = 2z/3, y = z/2 (figure 23
bis).

8 voir documentTétraédres équifaciaux ou disphénoiddansgraphisme et géométrieubrique travaux
complémentairgssur mon site.
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Figure 23: Le découpage des quatre triangles isoceles=den deux donne des triangles
isométriques mais on perd le pavage bord a borev@on peut le constater.

Figure 23 bis: A gauchele nouveau découpage des quatre triangles isodélEg vu sous deux
angles différentsA droitele pavagesg identique au précédent.

Seul le pavagd-, initial, avec ses quatre triangles équilatérauxteou a partir du tétraédre
régulier, permet d’envisager de nouveaux pavagasprenant le centre de ces triangles, on peut
découper chaque triangle en trois triangles issc&@emétriques ayant ce centre comme sommet
commun. Ce qui donne un nouveau pavage Rolé Chaque triangle a pour angles y = /3 et =
27/3. La motié des 8 sommets est entouréefdangles et I'autre moitié dex@ngles figure 24.

Figure 24: Le pavagd,".

On s’apercoit alors que les triangles accolés di@udeux forment six carrés car les angles
correspondants sont tous égaux /d32et que les cdtés sont aussi tous égaux. En ehahda
diagonale de ces carrés, on obtient encore deglemisométriques. Encore faut-il remarquer qu’en
faisant cela on n’est plus dans le cadre d'une fication directe a partir du tétraedre, mais d’'une
modification a partir du cube et des six carréssghes qu'il donne directement sur la sphére.

Quitte & anticiper sur les pavages du cube, nbossaprésenter deux des nouveaux cas qui se
produisent & partir du pavafe, : soit on modifie la diagonale d’'un seul carrégaedonne le pavage
notéFy;* (figure 259, soit on modifie les diagonales de deux carrésgjui donne le pavade.® (figure
26). Les angles des triangles sont toujours y = /3 et = 24/3. Mais pour le pavagE,” les 8
sommets sont entourés de pour deux d’entre eux, def Pour deux autres, dexd+ £ pour deux
autres et de@+ 28 pour les deux restants. Pour le pavigé on retrouve les mémes entourages
mais les anglesobet 3 ne concernent plus qu'un sommet chacun. Les acsiede découpage des six
carrés, nous les verrons plus tard de fagon exkiaustsque nous étudierons le cube.
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Figure 26: Le pavagéy;° vu sous des angles différents.

Une derniére possibilité existe, & partir du pavBigé On peut en effet découper les triangles
isocéles en deux, ce qui donne des triangles rglegfigure 25. Mais on retrouve le pavagg déja
obtenu précédemment, avec dans un triangle lessmgly = 7/3 et = 7/2 (avecp = 3 pourlg,).’ On
s'apercoit alors que les triangles rectangles gesuquatre par quatre autour d’angles droits forment
des carrés, et 'on peut procéder a un nouveauugége, comme indiqué sur figure 25 a droite
Mais nous traiterons ce pavage plus loin, a pdtticube que nous allons maintenant étudier, puisque
les pavages a partir du tétraédre régulier sorisépu

Figure 25: A gauche le nouveau découpage a partir des triangleS,glelen hau} ou deG;g (en
bag , avecau centrele pavagd,, correspondant mais déja conrudroite le nouveau découpage
possible, a partir des carrés présents.

° On peut aussi retrouver le pavdgea partir du pavagés en découpant ses triangles comme indiqué sur la
figure 25
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2.3. Le cube et les pavages sphériques correspontan

La projection du cube sur sa sphére circonscritseasix carrés sphériques d’angles tous égaux a
2713 (figure 26. Commencons par découper les carrés en triasgigant une des deux diagonales
des carrés, chaque triangle ayant deux angteg = z/3 et = 27/3. Cela conduit a huit découpages
différents, aux isométries directes prés du tulbdais nous allons voir que nous connaissons d&ja ¢
huit cas.

Figure 26: Cube envoyé sur sa spheére circonscrite.

On constate d’'abord que I'on a des cas particutier$ Ggn.4 et MT Ggpedt pourn = 1, avec les
anglesa =y =x/3 et = 21/3, ce qui donne 4 sommets entourésae & et les quatre autres de 2
2. Cela donne précisément trois cas différents, denix sont en miroir 'un par rapport a l'autre
(figure 27).

190n démontre qu'il existe exactement huit configiores de cubes avec une diagonale sur chaquedare,
rotations prés de la sphére, véiormule de Burnside et cubdansgéométrie et graphismeubriquetravaux
complémentairesur mon site. Dans leur article de référence, ¥dJet Y.Agaoka indiquent qu’il y a 7 cas.
Cela est di au fait que deux pavages sont symégrigar rapport a un plan, et qu’on peut en décamptseul
au lieu de deux.
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Figure 27: Vues de haut et de bas des trois cas obtenustia ge TG, et MTG,,', avec des
sommets entourés pour moitié de cing triangle®et moitié de quatre triangles.

On retrouve aussi comme prévu les trois pavigesF..’, F1,° vus avec le tétraédrédure 29. Et
I'on retrouve enfin des cas particuliers des pas&yg(pourn = 3 eta =y =x/3, f = 22/3) etH,, pour
n = 3. Les sommets dB;, sont entourés pour six d’entre eux par+228 et pour les deux autres par
6a. Ceux deH;, sont entourés pour deux d’entre eux yfaet les autres pawd+ g (figure 29.

305 676

6

474 6.6
4
6

5.4 5,

Figure 28: Les pavageB,;', F1, F15.
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Figure 29: Les pavage&;, etH..

Remarquons qu'a partir des huit pavages obtenusadiageant les carrés suivant une de leurs
diagonales, il est possible de garder cette didgaogtade rajouter la deuxieme diagonale partout, et
I'on retrouve alors le pavade;,. Puis en découpant ces triangles suivant une ddgitrices ¢f. figure
25 a droitg, on trouve le nouveau pavaBg (figure 30. Les triangles du pavage ont pour angke
7l4, p =72 ety =n/3. Les sommets sont entourés degBur six d’entre eux, des4our 12 d’entre eux
et de 6 pour les 8 restants.

Figure 30: Le pavagd,, a gaucheet le nouveau pavades au centreeta droite,colorié de deux
facons et vu sous deux angles différents.

On s’apercoit que le pavadas peut se partager en deux hémispheres de pludegoas. Par
exemple entre leur grand cercle méridien lorsquadle nord est un sommet @igure 30 au centie
ou lorsque le pdle nord est un sommet (@gure 30 a droit¢ Peut-on alors faire tourner un
hémisphére par rapport a l'autre pour avoir un eauvpavage bord a bord ? Une seule possibilité
existe, elle est visible sur feyure 30 a droiteavec les hémispheres nord et sud séparés paat&dy.
En faisant tourner 'hémispheére sud de I'anglg on trouve bien un nouveau pavage, fdig. Cela
est illustré sur ldigure 31
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&

Figure 31: En haut on part & gauch® du pavageF,s avec ses hémisphéres de couleurs
différentes, puis on le fait tourner progressivetiian centr¢ pour aboutir au pavagierg (a droite).
En bas le pavagdF4s est montré avec deux coloriages différents, chadoase de deux couleurs.

A ce stade, aucun autre pavage n’est possible.

2.4. L’'octaedre régulier et les pavages correspondes

L’octaédre régulier est formé de huit faces en fodw triangles équilatéraux. Sa projection sur la
sphere circonscrite donne un pavage que nous al@asencontré, a savoir le pava@gavec des
anglesa = =y = /2 (figure 32 a gauche En découpant chaque triangle équilatéral es tr@ngles
autour de son centre, on obtient le nouveau parnatfe-,, (figure 32 a droitg Les triangles d&,4
ont des angles =y = 7/4 etf = 22/3. Les 14 sommets sont entourés de8ur 6 d’entre eux et dg83
pour les 8 autres. En découpant a nouveau legkemen deux, on retrouve le pavage (cf. figure
30ci-dessuks

Figure 32: A gauchele pavage octaédriqui&, a droite le pavage,,.

A partir du pavage octaédrique initi&s, une autre facon d’agir consiste a découper chaque
triangle suivann tranches verticales, ce qui redonne le pavageaveca = f = #/2 ety = 7/2k ou
encore le pavagéGs (figure 33 pour k = 2

Dans le cas particulier d;s et TG, On constate qu’en regroupant les triangles dedgux, ce
qui donne des triangles équilatéraux, on peut éesuber suivant leurs médianes, et encore retrouver
le pavagéd-,s.
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Figure 33: A gauchde pavagess (aveca = S = /2 ety = z/4) eta droitele pavage assoCikGs.

Méme si cela est peu prévisible en I'état actuels‘apercoit que le pavage octaédrigiepeut
aussi avoir chacune de ses huit faces découpés teiangles, ce qui donne le pavadge, que nous
trouverons plus tard, obtenu tout naturellementadimpde l'icosaedre ou du dodécaédre réguliers
(figure 34. Il n’y a pas d’autres cas possibles pour I'odtaé

Figure 34: Derriéere le pavagEi,o 0N voit apparaitre les 8 triangles a trois andlests deGs.

2.5. L'icosaedre régulier et ses pavages

L’icosaédre régulier posséde 20 faces en formeridagies équilatéraux. Sa projection sur la
sphére donne aussi des triangles équilatéraux lésng S =y = 24/5, chaque sommet étant entouré
de S1. On retrouve un cas particulier du pavage déjBlyufigure 35 a gauche Chacun des triangles
équilatéraux peut étre découpé en trois autourodecentre, et I'on obtient le nouveau pavage noté
Feo. (figure 35 au centre Les triangles isocéles @, ont pour anglea =y = /5 et = 2z/3. Les 32
sommets sont entourés dé @our 20 d’entre eux et de d@our les autres. Si I'on revient au pavage
initial Hyo, On sait que I'on peut aussi découper en deuxri@sgles équilatéraux, et cela donne les
pavages déja connlg, et ensuitéll .

On constate que les triangles isoceéles ge forment des losanges lorsqu'ils sont accolés deux
deux. On peut alors faire un nouveau découpageladre diagonale des losanges, et I'on aboutit au
nouveau pavage nokgy (figure 35 a droitg. Les triangles obtenus ont des anglesr/3, f = #/2 ety
=7x/5. Les 62 sommets sont entourés d@éur 20 d’entre eux, dg8pour 30 autres et de 4pour les
12 restants. Il n'y a plus d’autres cas possiblearér de l'icosaédre.
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pavageFzo

2.6. Le dodécaedre et les pavages correspondants

Le dodécaédre réguliéprésente 12 faces en forme de pentagones régujiezd’on peut ensuite
découper en cing triangles isométriques autoureahire de ces pentagones. Leur projection sur la
sphére donne le pavage né’ (figure 36). Chacun des 60 triangles a des angless = 7/3 ety =
27/5. Les 32 sommets sont entourés gedur 12 d’entre eux et dec@our les autres.

Figure36: A ghele pavage a base de pentagones régudiamitela division des pentagones
en cing triangles donne le pavagsg’.

A leur tour, les triangles peuvent chacun étresdivien trois autour de leurs centres, et cela
redonne le pavade,o Il N’y a plus d’autres possibilités.

On en a fini avec les pavages par des trianglesetfe occasion, on a entrevu d’autres pavages,
avec d’autres polygones sous-jacents comme desgesades carrés ou les pentagones. Mais pour de
tels polygones a quatre ou a cing cotés, leurifilzeson exhaustive n’est pas (encore) connue.nva
d’en donner quelques exemples, nous allons voit gst inutile de chercher a paver la sphéere avec
des hexagones ou des heptagones, car il n'en @siste

3. Au-dela des pentagones ?

Nous allons voir qu’au-dela des pentagones, aufarne polygonale a cbtés, avea > 6, ne peut
paver la sphere. Pour le montrer, nous avons betiguelques propriétés relatives aux pavages
polygonaux de la sphére.

™ Pour construire le dodécaédre régulier, la méthadplus simple consiste a prendre les centres des
triangles formant Iicosaédre régulier. Ces censest les sommets du dodécaédre, car celui-cieedtidl de
l'icosaédre.
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3.1. Formule d’Euler

Considérons un pavage de la sphéereFast le nombre de pavés (ou de fac¥sle nombre de
sommets eE le nombre d’arétes. On dispose alors de la formialer :V—-E + F = 2.

Pour démontrer cette formule, donnons-nous un magaglconque de la sphere par des polygones,
ceux-ci ayant chacun un nombre quelconque de dltise objectif est de le reconstruire pas a pas.
Commencons par prendre un seul sommet du pavage.aimsV = 1,E = 0 etF = 1, la formule est
vérifiée :V —E + F = 2. Puis continuons la reconstruction du pavagsugrant deux regles : soit on
prend un nouveau sommet que I'on joint par uneeaéin sommet déja construit, soit on joint deux
sommets déja existants par une aréte. Dans le greas )V et E augmentent de 1 €tne change pas,

V —E + F ne change pas et la formule d’Euler reste valdhdes le deuxieme cag,reste inchangds
augmente de 1 &t aussi,V —E + F ne change pas, la formule d’Euler reste valabtepiatiquant a
chaque étape I'une ou l'autre de ces régles, lagmest finalement reconstraiet la formule d’Euler
s'applique bien.

3.2. Formules sur les polygonesacotés pavant la sphére

Supposons maintenant que les pavés sont tous tiggopes an cotés f > 3). On a alors la
relationn F= 2E.

En effet, lorsqu’un pavé marétes et qu’il y & pavésn F est le nombre total d’arétes du pavage,
mais celles-ci sont comptées deux fois, puisquedme aréte appartient a deux faces. Didt= 2E.

D’autre part, supposons que les sommets ont dagsiegveci > 3, V, désignant le nombre de
sommets de degi§un sommet @apolygones accrochés a lui). Alors on a la relation

3Vs+4V,+5V5+... =2E, avecV = V3 +V, + Vs +..., cette somme étant finie. Dans le cas
particulier ou les sommets ont tous le méme dpgle&relation se simplifie ep V= 2E.

Eb effet, a partir d'un sommet de degmartent arétes. Comme il y ¥ sommets, cela donneV3
+ 4V, + 5Vs +... arétes pour la pavage, mais la encore ceillegnt comptées deux fois, puisqu’elles
ont deux sommets en leurs extrémités, st 84V, + 5Vs +... = 2E.

12 En cas de doute, il suffit de savoir que la pavegela sphére est un graphe planaire (les aré&esen
coupent pas). Un graphe planaire, comme tout grapheexe, admet un arbre couvrant : cet arbre (aphg
sans cycle) a pour sommets les sommets du graplpeue arétes une partie de celles du graphe. @hlpe
construire en appliquant la premiére régle. llis@ffisuite de construire les arétes manquantep@igaant la
deuxiéme régle. Le graphe est entierement construit

Il existe une autre démonsration, complétemenéutfite, de la formule d’Euler. On s’arrange d’abpodr
faire une triangulation des polygones du pavagéacten a n’avoir que des triangles. Cela ne chaagy — E +
F (carE etF augmentent de la méme valeurVeteste inchangé quand on passe d’un polygone &@ngtes).
Avec ce pavage par des triangles, on peut appliguérmule de Girard : la somme des angles d’iantile
sphérique est égale+ S, ou S est l'aire du triangle. La somme de tous les angdles triangles est2V,
puisqu’autour de chacun d¥ssommets il y a un angler2La somme des aires des triangles estadte de la
sphere. La sommation de la formule de GirardRfces triangulaires devient :

27 V=Fr + 4z, soitV =F/2 + 2. D’'autre part, & = 2E (car 3F est le nombre d’arétes du pavage, celles-ci
étant comptées deux fois). AloVs-E +F =F/2 + 2 — 3F/2 +F = 2.
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3.3. Conclusion

Nous sommes maintenant en mesure de prouver quexisie un pavage par des polygonas a
cotés sur la sphérealorsn= 2, 3, 4 ou 5.

On a vu qué = nF/2. Avec la formule d’'Eule¥ =E—-F + 2, cela donne, en éliminaat
V=(M2-1F + 2.

AvecV = V3+ V;+5Vs+...et3V;+ 4V, +5V; +... = 2E ou encore 33+ 4V, +5V;5 +... =nF,
I'égalité précédente devient :

Va+ V4+5Ve+..=0/2-1) (Vs +4V,+5Vs+...)In+ 2
2n(Vas+ V3 +5Vs+.) =0 —-2) (3Va+ 4V, +5Vs+...) + M
(N=6)Vs+ (2n—-8)V;+ (3n—=10)Vs + (dn—12)Ve + ...+ 5h =0

Le terme 4 est toujours positif (et 12). L'égalité n’est possible que si certains &snsont
négatifs. On—-6 <21 -8 < - 10<.... Poun > 6, I'égalité est impossible puisque dst positif
et que tous les autres termes sont positifs ou bhatsseules valeurs possiblesndsnt 3, 4 ou 5.

Cas particulier des solides de Platon

Un polyédre régulier convexe (ou solide de Plammes faces formées de polygoneas Gbtés,
avec les mémes longueurs de c6tés et les mémeassafgls sommets ont tous le méme dpgtils
sont tous sur la méme sphere, ce qui donne un eas@wrique. On a alors la conditiom ¥ 1jp >
1/2.

La formule d’Euletv — E+F =2, ave F=p V= 2E, devient :
2E/p-E+2E/n=1E

1p-12+1h=1E

llp+1h=1E+1/2>1/2

On vérifie alors gu'il n'existe que cing couplesspibles K, p), soit (3, 3), (3, 4), (3, 5), (4, 3) et (5,
3). Cela correspond aux cing polyedres réguliers Pileton connus: le tétraédre, l'octaedre,
l'icosaédre, le cube et le dodécaédre. On viemtéaeontrer qu'il n’y en a pas d’autrés.

4. Pavage par des quadrilatéeres

On connait déja deux solides de Catalan dont lessfsont des quadrilatéres plans, a savoir
l'icositétraedre trapézoidal avec ses 24 quadrdatéet I'hexacontaédre trapézoidal avec ses 64
quadrilatéres, en forme de cerfs-volants pour €amme pour 'autre. Par projection sur la sphéne, o
trouve deux pavages isoédriques par des pentagewmegsussi plans) identiques.

13 Ce pavage peut étre monoédrique ou pas.

14 En fait, la démonstraton attribuée & Euclide &st pimple : la somme des angles d’un polygoneliga
n cOtés estr(— 2)x, et un angle vauin(— 2)n/n. En un sommet, ou se rencontrpriiolygones, la somme des
angles esp(n — 2)x/n. Cette somme doit étre inférieure aur que les faces ne soient pas coplanaires®u qu
I'on perde la convexité, sofi(n — 2) n/n < 2z, oup(n — 2) < 2 et cette contrainte sur et p redonne les cing
solides de Platon, sans autre alternative.



22

A gauchd’icositétraedre trapézoidal dioite ’hexacontaedre trapézoidal.

Passons maintenant au cas général. Un quadrif@&sente exactement sept formes différentes. En
effet, écrivons les longueurs des cOtés sous fodemelettres différentes si les longueurs sont
différentes. On obtient alors des mots cycliquegquire lettres :

aaaa (les cbtés ont tous la méme longueur)
aaab

aabb

abab

aabc

abac

abcd(les cotés sont tous de longueur différente)

Commencgons par quelques considérations généralemmulimiter la recherche de quadrilateres
pouvant paver la sphére. Un premier résultat est 80 Ueno et Y. Agaoka [UEN2001], développé
ensuite par Y. Sakano et Y. Akama [AKA2013][SAK2D15

Un pavage par des quadrilatéres isométriques esfute des sommets ont pour degré troig. |l
s’ensuit que seuls quatre cas sont possibles @i

1) aaaa

2) aaab

3) aabb

4) aabc

Le pavé a quatre cbtés a au moins deux cotés athade méme longueur.

La démonstration reprend ce que nous avons vug#uogralement dans fgaragraphe 3 Avec
V—-E+F=2etE=2F, onendéduit/ =F +2. AvecV=V3+V,;+..et33+4/,+..=2E=4F,
ona:

4(V3+V4+ ...):4F+8:3/3+4\/4+ ...+ 8

V3 :V5 + 2V6+ 3V7+ ... + 8.

Donc V3 > 0. Il existe des sommets ayant trois quadriestéaccrochés a lui. Cette contrainte
élimine trois cas de quadrilatéres :

» abcd

Supposons que I'on ait deux quadrilatéres collé&nskeur
facea, avec ses deux cas possibles, comme indiqué tiecon
Alors le troisieme quadrilatere devrait avoir comroétés
adjacentsid oubboubd, ce qui est impossible.
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* ababetabac

Lorsque deux quadrilateres sont accolés suivantliéb,
cela donne dans tous les cas de figure deux cdjgseatsaa
pour le troisieme quadrilatere, ce qui est impdssib

Il reste quatre cas possibles.

Le casaaaasignifie que I'on a un losange, le caasbb signifie
A& que l'on a un cerf-volant ou une flecheoif dessins a gauche
Dans ces deux cas, les quadrilateres peuvent &mupés en deux
triangles isométriques (et isocéles dans le preaaisy. On est alors
sOr de trouver tous leurs pavages a partir de dassification
exhaustive des pavages par des triangles.

Mais pour les deux autres casabetaabg c’est plus compliqué.

Exercice 1

1) D’'aprés ce que l'on a vu précédemment, quellegiavage le plus simple obtenu avec un
quadrilatére ? Vérifier dans ce cas la formule grdente donnantzV/

Il s’agit évidemment du pavage a partir du cubd, dpnne six pavés
carrés sur la sphére. La formule $grdonneV; > 8. Dans le cas présent tous
les sommets sont de degré 3 et I'on a bign 8.

2) En s’inspirant des calculs précédents, trouvee fiormule donnant la somme des angles d’'un
guadrilatére pavant la sphére en fonction du nondedaces F, et vérifier cette formule sur le pavag
précédent.

Appelonss la somme des angles d’'un quadrilatere sphériquanpda sphere. La somme de tous
les angles du pavage éss. D’autre part, en chaque sommet la somme dessegtez, et la somme
totale des angles est ¥, douFs= 27V, ouV =F s/ (2r). Mais on a vu qu¥ =F + 2. On en déduit
ques= 2z + 4z | F. Pour le pavage précédent par des carrés,Fon 6 ets = 2r + 21/3 = 8/3. Cela
correspond bien aux carrés sphériques ayant 4saégéix a23.

Exercice 2

1) Montrer qu’un losange sphérique, ayant par défimitiquatre cétés de méme longueur, a ses
angles opposés deux a deux égaux, avec commettitesetes diagonales du losange. Puis donner
une condition nécessaire et suffisante pour quwadglatére sur la sphére soit un carré.
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A Un losange a ses quatre c6tés de méme longueuen@eduit, grace a la
formule des sinus dans un triangle, qu’il a sedesngpposés égaux deux a
\ a deux. En effet, le triangl&BC est isocéle, d’'ou angla = angleC dans ce
triangle, et de méme le trianghdDC est isocele et angld = angleC dans ce
B d \p triangle. Finalement l'anglé du losange est égal a l'angle opp@éePlus
précisément dan&BC, sina/ sinA = sind / sinB (cf. figure ci-contrg, et dans
a a le triangleADC, sina/ sinA’ = sind/ sinB. Avec I'angleB égal a I'angléD, on
en déduit sirA = sinA’, angleA = angleA’, la droite AC) est la bissectrice de
I'angle A du losange.

C
Un carré a ses quatre c6tés de méme longueur guage angles égaux. Il suffit méme qu'il soit
un losange avec deux angles successifs égaux.

2) Montrer que I'anglex d'un carré sphérique est strictement compris entBeetz. Déterminer la
longueur a d'un cété en fonction de I'angle

Un carré minuscule sur la sphere est quasiment glala implique que: > z/2. Un carré le plus
grand possible a ses sommets quasiment sur un gearld, done: < .

Pour la longueua du c6té, placons-nous dans le trian§RD et appliquons la formule :
A

=]

cos@/2) = — cos cos@/2) + siru sin(e/2) cosa
cos@ /2)+ cosq¢ /2)cas
sin(a / 2)sina
_cos@ /2)(+ cos ) 2cos( /2)cosr( /12) _  cos ( |/
"~ sin@/2)sim 2sing /2)sing /2)cos( /2)sin(a/2)

B d C cosa=

o

Finalement = Arccos (1 / taf(a/2)).

La figure ci-contre donne I'exemple de quelquesésacentrés sur le
=L pbéle nord, celui en bleu correspondant au cubeitrdans la sphere.

A2 3) Combien existe-t-il de carrelages sur la sphérea? @arrelage on
entend le pavage de la sphére par des pavés cawégtriques. Donner

leur angle et leur longueur de cotés, ainsi queldagueur d de la
diagonale.

Sachant qu’un carré se découpe en deux triangbeséisiques, la classification exhaustive des
pavages par des triangles montre que le seul pgpaagies carrés est issu de la projection du cube s
la sphére. L'unique carrelage possible est formé&idecarrés, avea = 27/3 eta = Arccos(1/3)=
1,231.

Cela peut se vérifier par un autre moyen. Si unnsethdu pavage avait un degré égal a 4 ou plus,
on auraite < 7/2, ce qui est impossible comme on I'a vu. Les setsrsont tous de degré 3, dew
27/3 et I'on retrouve le cube.

Connaissant la longuea on en déduid par la relation sird / sin(2:/3) = sina / sin@/3), d’ou
sind = sina. Si I'on avaitd = a le triangleABD serait équilatéral, ce qui est impossible a calese
angles non égaux, dode=r —a~ 1,911.
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4.1. Pavages par des losanges, cerfs-volants oliles

Il suffit de reprendre tous les types de pavagesipatriangles, et de garder les cas ou les tdang
peuvent étre accolés deux a deux pour donner dasdes, des cerfs-volants ou des fléches.

Partons de I'exemple précédent, avec le pavagdgsacarrés qui sont des losanges patrticuliers. On
a vu que I'on pouvait découper chaque carré efrisingles rectangles, ce qui donnait le paviage
ainsi queTF4g en tournant un hémisphere de 45°. En accolantitexyles deux a deux, on obtient des
cerfs-volants, ce qui donne deux pavadigsife 37).

Figure 37: Deux types de pavages par des cerfs-volantgugiéme se déduisant du premier par
rotation de 45° de I'hémisphére sud.

Maintenant, reprenons le pava@e, obtenu en coupant legp 2ranches sur la sphére par deux
triangles isométriques quelconquEd.existe deux facons de les accoler, ce qui damieun pavage
par des cerfs-volants, soit un pavage par desdtchans le cas particulier ou les triangles sont
isoceles, les cerfs-volants deviennent des losaffigese 38.

Figure 38: A gauchepavage par@2fleches (p = 12 sur le dessingu cente pavage par@cerfs-
volants,a droitepavage par des losanges.

Passons ensuite au pavad@&y.4 OU I'on avait déja vu apparaitre des losangesa Gelis donne un
nouveau pavage par des losanges au nombrie €@ figure 39.

15 La valeur minimale dp est 3, ce qui donne 6 faces et 8 sommets. Cefaspmnd au cas minimal pour les
pavages par des quadrilatéres. On a vu en effetsri@. Le nombre minimal de sommets de degré 3 axitl8,
nombre de sommets minimal est 8, quand ils sostdeudegré 3, ce qui donRe=V — 2 = 6.
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Figure 39: Pavage déduit dEGgy.4, iCi TGgaveck =3, d’ou 14 losanges.
Puis on arrive au pavage, issu de I'octaeédre, ou I'on peut aussi accolettriesgles pour avoir

des losangedigure 40. Notons qu'il y a 6 sommets de degré 4 et 8 samrde degré 3, ce qui
correspond aux formules précédemment donnéesE + 2 etV; = 8.

Figure 40: Pavage par des losanges isskgeavec 12 losanges d’'angle® et 2/3.

Il reste les pavages associés a l'icosaédre Fggitou apparaissent des losange§ g avec des
cerfs-volantsfigure 41).

Figure 41: A gauchepavage par 30 losanges, issu du pafage a droite pavage par 30 cerfs-
volants, issu d&10

A ce stade, on chercherait vainement tout autrageyar des losanges, des cerfs-volants ou des
fleches.

Il reste les pavagemsaab et aabg beaucoup plus complexes, et toujours en coutsidBépar les
chercheurs japonais et chinois. Nous en resteromns ld sur les pavages par des quadrilatéres.



27

5. Pavage par des pentagones

Au départ, on connait trois pavages par des peméasgdentiques. D'abord celui obtenu & partir du
dodécaédre régulier, avec ses 12 faces en formperdagones réguliersf( figure 36 ci-desslisMais
aussi deux pavages sphériques issus de deux sdédeatalanfigure 49. Il s’agit de l'icositétraédre
pentagonal (& 24 faces) et de 'hexacontaédre gendh (& 60 faces). Leurs faces sont des pentagones
de la formea’s?.

Figure 46: Les deux solides de Catalan a faces pentagotiales: 24 faces, I'autre avec 60 faces.

5.1. Le dodécaédre déformé

Commencons par le plus simple, le dodécaedre g¥gie cas correspond au nombre de faces
minimal que peut avoir un pavage par des pentag@mesffet, reprenons la formule sur les sommets :

V3:2V4+5V5+ ... +20

Le nombre minimal de sommets de degré 3 est 2f&latse produit quand ils sont tous de degré 3.
On a alors/ = 20 et I'on en déduit, par la relatio-3= 2V — 4, que- = 12.

Mais le pavage issu du dodécaédre régulier estsgell a avoir 12 faces ? La réponse est non. En
2013, dans [GAO201%] une indication de construction est donnée. Oh gian cube et on coupe
chaque face en deux parties identiquiggife 42 & gauche On obtient alors des pentagones qui ont le
défaut d’avoir un angle de 180°, que ce soit saulge ou sur sa projection sur la sphéigre 42 au
centre. En fait, il s’agit d’'un pavage par des quadéitas qui ne sont pas bord a bord.

Mais faisons subir des rotations aux étoiles atboanches situées autour de 4 sommets du cube
(en bleu sur la figure 42 Ces rotations ont toutes le méme angle, avecaxes passant par ces 4
sommets. Dans ces conditions, les étoiles a traisches situées autour des 4 autres sommets suivent
le mouvement. Les longueurs de leurs branchesntariais elles restent toutes les mémes. On obtient
ainsi des pentagones identiques, de la faafb&. Les deux angles entre les cotés égaux deux & deux
sont égaux aZ3. On vient de trouver une infinité de pavagessiibss, caractérisés chacun par la
longueura d’'un cété du pentagone et par I'angle de la rotafigure 43.

5 Dans cet article, les auteurs trouvent cing tygespavages possibles avec 12 faces, avec un type
permettant une infinité de variations, celui obtewec les pentagones de la forafie’c comme sur lefigures
42 et 43Un an plus tard, dans [AKA2014], les auteurs menttque les quatre autres formes ne peuvent existe
gue dans le cas exceptionnel du pavage a partitodécaédre régulier. Finalement, tous les pavages B2
faces sont obtenus avec la méthode que nous eapBdai.
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Figure 42: De gauche a droitde découpage du cube, puis sa projection suysHars circonscrite,
et enfin le pavage pentagonal obtenu par rotatiansur des sommets blel& haut les sommets
situés sur les arétes du cube sont au miéirtbas elles sont au tiers.

OODE
OO0T

Figure 43: De gauche a droiteaugmentation des angles des rotations des étotiess branches
en rouge celles qui conservent leur longueur. Les étoéasbleuont, elles, leurs longueurs qui
augmententEn hauton part d’un cube sphérique dont les cotés samé&oen deuxen bas on prend
des points situés au tiers.

En ayant procédé de la sorte, on constate queuaseqgsommets du cube autour desquels les
rotations sont pratiquées forment un tétraedrelig¥giCela donne une autre idée de construction. On
commence par subdiviser en trois les faces duetltea en utilisant des points situés sur les arétes
dans une certaine proportindonnéé’, comme indiqué sur lfigure 44 Aprés projection sur la
sphére, on soumet les sommets du tétraedre a thme de méme angle, chacune autour d'une
hauteur du tétraedre. Les étoiles autour des sosnfaeetrouge sur la figure 45conservent leur
longueur, tandis que cellesn( bley autour des centres voient leur longueur dimijuequ’'a ce que
'angle de la rotation atteigne 90°, ou toutes dedtes du pavage ont méme longueur, et ou I'on

" Lorsque la proportion sur les cotés du tétraéditeqe celle obtenue aprés projection sur les cotés
sphériques egf, ce qui fait I'objet de kexercice 3
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retrouve le dessin obtenu précédemment a partoutde coupé en deux deflgure 42 en hautAu-
dela de 90°, les longueurs des arétes bleues atgmen le pentagone devient concave.

Figure 44: A gauchele tétraédre régulier, et la subdivision de seg$ autour de leurs centres,
ici pour g~ 0,38 pour les points situés sur les ar@edroite la projection du tétraédre sur la sphere
circonscrite, la proportion sur les arétes sphésqievenardg’ = 0,333.

Lol

Figure 45: Le pavage pentagonal, apres des rotations d&02€t, 90 degrés autour des sommets du
tétraedre.

Exercice 3

Sur la sphere de rayon unité et de centre O, osidéne un arc de grand cercle égal a I'angle au
centrey, avec la corde associée [AB]. Sur cet arc on plaggoint M tel que arcAM =xarcAB. Le
rayon [OM] coupe la corde [AB] en M’, et 'on a AM ' AB. Déterminer g’ en fonction de q.

— Utilisons le dessin ci-contre. Sur I'ax®A) orienté deO versA, on a
HB =siny et OH =cosy, HA =1 — cog. On en déduit

tarw = HB / HA = siny / (1 — cos) = 2 sinf/2) cosf/2)/ (2 sirf(y/2)

= cotanf/2) ety/2 =7l2 —a, a ==l2 —yl2.

D’autre partAB = 2 sin{/2), et comme a®M =g arcAB, ouf = Q.

Dans le triangl®©AM’,

AM’ [ sin =1/ sing—a—p)

AM’ / sing = 1/ sing + p).

Finalement
q =AM’/ AB
_ sinf _ sinQy)
2sin@+ B)sinf 12) 2sinfr /12y 1Z2qy )sitk /2

_ sin(ay) _ sin@y)
2singr /12—y 12+qy)sing 12) 2co3 /2qy )sim( /:
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Voici quelques exemples :

* Dans le cas particulier oM est au milieu de I'aréB, et cela quel que soif M’ est aussi le
milieu de AB], et I'on a bieng’ = q = 1/2.

» Dans le cas du cube, ou I'anglgautn/3, on trouve, pouq = 1/3,q’ = 0,347 et pouq = 1/4,q’
=0,268.

» Dans le cas du tétraedre régulier, ou I'angl@ut Arccos(-1/3), on trouve, pogr= 1/3,q' =
0,383.

» Dans le cas de 'octaedre régulier, ou I'angl@utz/2, on trouve, pouq = 1/3,q’ = 0,366.

5.2. Les pavages par des pentagones de la forafb’c

La méthode de subdivision pentagonale, faite drpgauttétraédre régulier pour donner un pavage
pentagonal a 12 faces, est théorisée en 2018 &N 2018], donnant lieu a la propriété suivante :

Si le pentagone du pavage est de la forfiEca et sous réserve qu’aucun pavé n'ait tous ses
sommets de degré 3, alors le pavage est une ssiodiyientagonale d’un solide de Platon.

Cette propriété ne s’applique plus au tétraédraligrg dont le pavage associé a tous ses sommets
de degré 3 mais ce n’est pas génant puisque dedgt-enaintenant parfaitement connu. Et comme la
subdivision pentagonale est la méme pour les sotiéePlaton duaux I'un de I'autre, il reste a éudi
le cas de l'octaédre régulier (dual du cube) eticde I'icosaedre régulier (dual du dodécaedre
régulier).

Ce qu’on obtient a partir de I'octaedre régulieriadiqué sur Idigure 46 On trouve encore une
infinité de pavages a base de pentagones de lafafio’c, avec un nombre de faces égal a 24.
Précisons qu’un des angles entre les cotés égam®03 et que l'autre vauti3.

Figure 46: En hautl'octaedre régulier avec ses subdivisions pentalgsn et sa projection sur la
sphére.En bas les pavages pentagonaux obtenus aprés rotat®retddes a quatre branchesn(
rouge d’angles 15, 30 et 45 degrés. Dans ce dernieiilcglagit plutdét d’'un pavage par 24 rectangles
qui ne sont pas bord a bord.

On ferait de méme a partir de l'icosaédre régubierqui donne un pavage a 60 faces, avec des
pentagones de la fornaév’c.
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5.3.La méthode de la double subdivision pentagonale

La méthode de subdivision pentagonale précédemteeprit de découper un triangle équilatéral
en trois pentagones ayant deux de leurs c6té<talign

Il existe une autre facon d’'agir: on projette lentte du triangle
équilatéral sur ses trois cbtés, ce qui donne tpadslrilatéres identiques, puis
on les coupe en deux de fagon a obtenir six pentzgavec deux de leurs
cotés alignés, comme indiqué sur la figure ci-can@ela s’appelle la double

¢ 4 +\_ Subdivision pentagonale.

Dans [WAN2018] se trouve ce théoréntai le pentagone a une combinaison de cotés derzefo
a’bc (a, b, c distincts), et sous réserve qu'aucumépaait tous ses sommets de degré 3, alors le
pavage correspond a une double subdivision pentdgaliun solide de Platon.

Comme la subdivision ne change pas si I'on remplacepolyedre par son dual, il suffit
d'appliquer ce théoreme au tétraédre régulieroatdedre régulier et a l'icosaédre régulier. Nous
allons traiter précisément le cas du tétraedrelisigméme si I'on constate que le pentagone et de
formea®?® et nona’bc, ce qui I'exclut du théoreme, mais la méthodeersstméme dans tous les cas.

Rappelons que nous partons de pseudo-pentagomss gla.ne sont méme pas isometriques, ceux
de la figure ci-dessus. Nous allons voir, par ptgen sur la sphére, comment obtenir de vrais
pentagones, tous isométriques, et de la fcm?‘be Commencgons par reprendre le graphe associé au
découpage d'une face triangulaire. Il peut aussh 8’appliquer a une face plane qu'a une face
sphérique. Jusqu’ici aucune contrainte sur lesearéti sur les angles n’est prise en compte. Puis
cherchons &y intégrer les six pentagones de tagfatbc, avec leurs sommets numérotés de 0 a 4, les
trois cotésa allant de 1 a 4, le coté étant 01 et le coté 40 figure 47 a gauche On constate que
c’est possible, y compris de part et d’autre dedires figure 47 a droitg

3 4 ofo 4J2 I

Figure 47: Le pentagon@’bc, et le pavage qu'il forme sur une face triangelair compris de
l'autre coté des bordures.

Des contraintes sur les angles apparaissent. Rigbangle3= 2z pour le tétraedre projeté sur la
sphére (pour I'octaedre on auraiddgle3= 2z, et pour I'icosaédre &ngle3= 2x).

angle3= 27/3. On a aussi ;

4 angle0= 2z, angle0= /2

2 angle1+ angle3= 2z, angle 27/3

angle2+ 2 angle4= 2r, et somme des 5 angles #8x/6, d'ouangle2=angle4= 2z/3

De part et d'autre du sommet 0, avec son angld,ddont disposés 4 angles tous égaux, ce qui
impose que le pentagone présente un axe de synutieb = c.

Nous allons procéder a la fabrication corresporedaht pavage sur la sphere sous forme de
I'exercice suivant.
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Exercice 4
Considérons le tétraédre régulier ABCD inscrit déamsphére de centre O et de rayon unité

1) Calculer la longueur ¢ de ses c6tés, ainsi qualeges AOB et AOG’, G’ étant la projection de
O sur la face ACD..

A

On sait queD, comme isobarycentre, est aux 3/4 de la haute@} & partir du sommeA, avecG
qui est le centre de gravité de la f&ED. Placons-nous dans le plan médiat&db (voir figure ci-

dessul Dans le triangle rectangleGB, avecAG = 4/3, GB = (2/3) cJ3/2 =c /3, etAB =,

c? = 16/9 +c¥3, d'ouc? = 8/3, etc = 24/2 /+/3.X® En considérant le cercle de cerreet de rayon 1

comme le cercle trigonométirque avec pour axexdémxe allant deO versA, I'angle AOB a pour
cosinus -OG = - 1/3, angleXOB) = Arccos(— 1/3).

D’autre part, le triangléJB est isocéle, ave® qui se projette au centre de grav@éde la face
ACD tout commes est celui de la facBCD. Les pointss et G’ sont symétriques par rapportJd) (et
OG’ =0G = 1/3. D’'ou cosfOG’) = 1/3, et angl&{OG’) = Arccos(1/3).

2) Prenons par exemple la face ACD de centre G’. Rajegtion sur la sphére circonscrite, A, C,
D restent fixes, le centre G’ devient g, et leSeud des arétes deviennent i, j, k milieux des arcs
correspondants. Montrer que les trois quadrilatéerps découpent la face en trois forment sur la
sphére des losanges isométriques dont on prédiesrangles.

18 Accessoirement, pour la programmation, les coatdes des pointABCD sont, en prenant le repére de
centre G ayant GB) comme axe dex et (GA) comme axe deg : A (0, 0, 1),B (2/2/3, 0, — 1/3),C

(2132 IN3-113,D (2132 I\3-1/3.
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Les trois quadrilateres projetés sur la sphéreisométriques. Il s’agit de montrer que leurs quiatr
cbtés ont méme longueur.

On a vu que I'aréA\C mesure arccos(-1/3). Les awslset A mesurentx = (1/2)arccos(-1/3), soit2
= arccos(-1/3), cosd = -1/3, 2 co& — 1 = -1/3, cdfe = 1/3, 1 + tafu = 3, tafa = 2, tane = +/2 .

Les arcgj etgkont aussi la méme longueur, a savoir I'arf@gk ou encordDG’K (voir figure ci-
dessus). On sait qUBG’ = 1/3. D'autre parG’K= G'l = (1/3)c¢ +/3/2 =2 /3. Comme QG) est

perpendiculaire a la fackCD, le triangleOG’K est rectangle : ta@G'K) = GK / OG’ = J2 Les

deux arcsgj et gk ont la méme longueur qu&k et Aj. On obtient bien un losange. Leurs angles
opposés deux a deux sont égaux, et ils valei3tetz/2.

3) Nous procédons maintenant a la deuxiéme subdivigin reprenant la figure 47, on veut aller
de A vers g sur la sphere suivant la ligne bris&d g formée de trois arcs de longueur a, avec deux
angles intermédiaires derB. Déterminer une valeur approchée de a.

A cause des longueurs et des angles égaux, led@etsST se coupent en leur milidu qui est le
centre du losange, point d’intersection des diagsn@n vert sur la figure 48 Celles-ci se coupent
en leur milieu (et sont perpendiculaires). Dangigsgle ASU dont les c6tés ont pour longueyia/2,

arc(AOB")/2 = (1/2) arccos(1/3), et dont on connait 'ang§légal a 2/3, appliquons la formule des
cosinus :

cos((1/2) Arccos(1/3)) = cascos &/2) + sina sin @2) cos(z/3)
a 1 . , 1 1

cosa COSZ__E sira sm% ¥ cosé Arcce3$

(2cos @ /2y 1cost /2y s g /2)coa( /2) 0,81

3cos @ /2> 2cosg /2¥ 0,81¢
On en déduit une valeur approchéeade = 0,467.

Figure 48: La ligne brisédSTg(en rougé avec ses trois segments de longuweur

4) L'arc AUg forme une partie de méridien sur la sphéen considérant A comme le p6le nord).
Déterminer I'angle SAU, et en déduire la longueard'drc b = SK (en bleu sur la figure 48).

DansASU appliguons a nouveau la formule des cosinus :

cos@ / 2)= cosfU )cod 4 simMdU )si( )coSAU )
CoSGAU )= cos@ /.2)— cos((1/2) arccos(l/ 3)) ccas(;b’938
sin((1/ 2)arccos(1/3)) sia( )
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d’ou angl&SAU~ 0,354.

Plagcons-nous maintenant dans le trianigk§ ou I'angle enA vaut z/3 — angl&AU= 0,693 et
arcAk = (1/2)arccos(-1/3y 0,955. Par la formule des sinus :

sin(0, 693): sin(0, 95t
sinb sin(2t / 3)

, d’'oub=0,745.

5) En déduire la construction du pavage.

A partir de I'arcASde longueus, on construit I'étoile a trois branches autourdeuisque I'angle
en A des pentagones vaut/3, et I'on fait de méme a partir de I'agd@ autour deg. Puis a partir de
I'arc kSde longueub, on construit aussi I'étoile a quatre branchesw@autiek, et de méme autour gle
Et ainsi de suite de proche en proche jusqu’au liesage des 12 losanges. On trouve finalement le
pavage de ldigure 49 avec ses 24 pentagones isométriques. Préciseanseqpavage obtenu par
double subdivision est unique, a la différencealgue I'on trouvait par simple subdivision.

Figure 49: Le pavage pentagonal final, avec ses pentagdmés formea’? ayant un angle droit
et quatre angles dex/3.

Ce que l'on a fait a partir du tétraédre, on pewssale faire a partir de 'octaédre régulier ad8c
pentagones, et de l'icosaédre régulier avec 12tagenes, mais les calculs sont plus complexes.

Cela ne cl6t pas le sujet des pavages pentagoRamexemple, nous n'avons pas encore retrouvé
les deux solides de Catalan a faces pentagonaeky tbrmea’s’. Le sujet est encore en cours
d’investigation par les chercheurs chinois et jg®na I'heure qu'il est, en 201&ous nous
contenterons pour conclure de donner quelquesaésgenéraux sur les pavages pentagonaux.

5.4. Quelques résultats sur les pavages pentagonaux

» Somme des cing angles & 8 4x/F.

o V3=20+V4+2Vs+ 3Vs;+ ... (laplupart des sommets sont de degré 3).

e F/2=6+V;+ 25+ 3V + ... F est pair et 12).

« Il existe au moins un pavé avec 4 sommets de deg#le 5de degré 3, 4 ou 5.

» |l existe six configurations possibles pour ledeg&’'un pentagone :
a’b’c, ababg a’oc, a’h?, a'b, a°.
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*xEk% - Sur mon site pierreaudibert.fr:

»  Géometrie 3ddansEnseignements/Cours graphisme et géométrie
(ou comment programmer facilement des formes sphési en trois dimensions, les programmes
étant faits en langade (codeblockksavec la bibliotheque graphiq&bL)

* Rotation en trois dimensiondansTravaux complémentaires/Graphisme et géométrie
(pour disposer éventuellement de la matrice ddiootalans un contexte quelconque)

* Formule de Burnside et cupgansTravaux complémentaires/Graphisme et géométrie
(pour connaitre le nombre de fagons de placer iagpdale sur les faces carrées d’'un cube)

»  Géométrie sphérique : plus courts chemins, théorden&irard, relations trigonométriques,
isométries de la sphérdansTravaux complémentaires/Graphisme et géométrie
(pour disposer des rudiments essentiels sur la égiensphérique)

e Tétraedres équifaciaux ou disphénoidetans Travaux complémentaires/Graphisme et
géométrie
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» Solides de Platon, solides dArchiméde, solides datalan, dans Travaux
complémentaires/Graphisme et géométrie.
(pour savoir comment sont construits les 13 solite€atalan).

» Pavage du plan avec un pavé polygonal convexe nteve dansGéomeétrie des pavages
(pour pouvoir comparer ce qui se passe dans ureplamles pavages sur la sphére).

» La géode, polyedre proche de la sphére.

(Pour vérifier que le découpage en de multipleangiies de la géode ne donne en fait ni des
triangles équilatéraux en général, ni des trianglesétriques. On a vu en effet que le seul pagage
base de carrés isométriques compte seulement €&catrque ceux a base de triangles équilatéraux
isométriques en comptent 4 (avec trois anglesafi®) #u 8 (avec trois angles droits) ou 20 (avec des
angles de &5), pas plus. Comme le constatait A. Badourea®889 : «Les divisions infinies de la
sphére n’existent pas sous-entendu divisions en petits carrés, peiéagles ou petits hexagones
isométriques, a la différence de ce qui se passgemétrie plane et de ce que disait J. Gergonne a
propos de la spheére vers 1815).



