Pavage avec un paveé polygonal
convexe ou concave (1)

Il s’agit de paver le plan en utilisant des copiase forme polygonale uniqdePar pavage, on
entend le recouvrement du plan par ces pavés pudypo sans aucun chevauchement. On supposera
aussi que les pavés sont collés bord a bord : ssmumet d’'un pavé ne peut toucher 'aréte d'un pavé
adjacent sinon en ses extrémités qui sont aussia@snets. Le polygone peut étre convexe ou
concave, selon gu’il n'a que des angles saillantsan, mais il est supposé simple : ses aréteg ne s
recoupent pas.

Tout polygone & sommets (eh arétes) est tel que 3, et il a comme propriété que la somme de
ses angles est égalera« 2) , puisque I'on peut toujours découper un polygone e- 2 triangles
adjacents ayant tous un sommet du polygone commenebcommun.

D’autre part, puisque tout polygone convexe a seglea inférieurs a 180°, I'assemblage de

polygones pour former un pavage impligue qu’en aeagommet commun du pavage, il y ait au
moins trois polygones collés les uns aux autres.

1. Pavage a partir d'un polygone régulier convexe

Par définition, un polygone est régulier s'il agmes cotés égaux (de méme longueur) et tous ses
angles égauxigure 1).2

Figurel : A gauche un pentagone régulier convexe avec 5 cotés égabxangles égaux a /3,
les angles au centre valent2 A droiteun décagone régulier.

Pour connaitre les polygones réguliers qui pavemtidn, appelons leur nombre de cétés kte
nombre de polygones collés en un méme sommet. l€atign polygone régulier convexe étant<
2) /n, on doit avoir

k(in—-2) /n=2
k(n—2)=2n
k(n-2)=2n-4+4
(k=2)n-2)=4

Il y a trois possibilités pour obtenir 411 4,2 2,4 7, doun =6, 4 ou 3 (avek = 3, 4 ou 6).
Seuls les triangles équilatéraux, les carrés,dgadones réguliers peuvent paver le pfegufe 2. On

1 Un tel pavage, avec un seul modéle de tuile,iest@hoédrique.

2 S'il a seulement ses cotés égaux, il n'a aucuisemal’avoir ses angles égaux et il n’est pas iéguel un
collier qu'on laisse pendouiller. Un autre défioitid’'un polygone régulier est d’avoir ses cotésugget ses
sommets sur un méme cercle. Dans ces conditioesrddé a pour centre le centre de gravité du moigget le
polygone peut étre construit en découpant le disguetranches de méme angle au centre, soitr2



constate aisément que le pavage obtenu est bipgred’es-a-dire qu'il existe deux translatio de
vecteursV; etV, (non parallélespermettant la répétition infinie des pavés a paftin pavé initial.
Ce qui signifie aussi que I'on peut passer de ndrtg quel pavé a n'importe quel autre par
certaine translation de vectelk V; + K V,, ou encore quée pavage du plan reste globalem
invariant sous l'effet de translations avec deseuss de la formk V; + K V..
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Figure 2: Les trois seuls pavages possibles a partir daipgone régulier. Sur le dessin de dr¢
sont indiqués legecteurs des deux translations qui laissent legeairavarian

2. Pavages partir d’'un triangle quelconque

Prenons un triangle quelconque, et faisons luirsuvidem-tour autour du milieu d’'un cété. |
triangle et son symétrique forment un parogramme, et un parallélogramme pave le [
Finalement un triangle quelconque pave le plae palvage obtenu esi-périodiqut. Les vecteurs des
deux translationgjui reproduisent le parallélogramme ¢ portés par deux c6tés du triangle ou
parallélogrammefigure 3
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Figure 3: Un triangle quelconquABC, avec son symétrique par rapport au mil de JAC], ce
gui donne un parallélogramme qui pave le plan gafisetranslations de vectelBA etBC.

2.1. Le miracle des pavages périodiqu

Conservons I'exemple précédent. Chaque pavé paginme présente a son échelle
symétrie de demi-tour, c’esteire qu'il reste invariant sous I'effet de ce d-tour. Le miracle, c'es
que ce phénomeéne local, et indéfiniment reprodariscchaqueavé, devient global, en ce sens qu
pavage infini est a son tour invant par demi-tour. Vérifions-le :

Choisissons un pavé parallélogramPoy de centreO, puis prenons un pavé quelconcPyx de
centreK. On passe de l'un a l'autre par la translattoxde vecteurOK, combinaison des del
vecteurs des translatio®K = k V1 + K V). Il s’agit de prouver que le deftour Ry de centreO
envoie le parallélogramme de cerK sur un parallélogramni@ du pavagef{gure 4 & gauchg

Pk =tok (Po) = Rk tok (Po) puisquePy est invariant par demi-toli autour deK.

Puis faisons subir Bk le dem-tour de centr®, ce qui donne un parallélogramiP’

P = Ro(Px) = Ro R« tok (Po). Mais le produit des deux denaurs est la translation de vect
2KO.

P’ = tyko tok (Po) =tko (Po), et cette translation donne bien un parallélogrardmpavag



Ainsi le centre de chaque parallégramme du pavageleecentre d'un demi-tour qui laisse
globalement invariant le pavage. Cela étant faitcembinant les translations et les demi-tours, on
consatte qu'il existe d’autres centres de demigpsitués aux sommets des parallélogrammes ainsi
gu’aux milieux des cotés, laissant aussi invaramgavage. Le pavage est alors dit du tgpdfigure
4 a droitg. Signalons que les transformations laissant iamate pavage sont appelées les symétries
du pavage.
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Figure 4: A gauche pavage a partir d'un triangle, ce pavage restevatriant par demi-tour autour
deO. A droite le parallélogramme de base, et les demi-toussadait invariant le pavage, leurs centres

étant rprésentés par un rond.

Exercice : Pavage périodique par des hexagonesipaliers

Il s’agit d’'un exercice pour s’entrainer a fabriqudes pavages périodiques a partir de cas simpleda
nous ameénera a construire le parallélogramme géegdralont les cétés sont les vecteurs des deuxlatiorss.
On aura intérét a positionner celui-ci de facon geen motif intérieur présente les symétries évdietielu
pavage autres que les translations. On pourra akbégager la cellule primitive avec son motif ingéni. ||
s'agit de la surfaac minimale a partir de laquetd® peut constuire le pavage, en faisant d’abordejoles
symétries autres que les translations, puis lesdi@tions.

1) Prendre un parallélogramme ACDF, remplacer [AQrpleux traits adjacents ABC avec B a l'intérieur
du paralélogramme, puis remplacer [FD] par deuxitsaFED paralélles a ABC, avec [EF] parallele et de
méme longueur que [AB] tout comme [ED] et [BC]. On obtient 'hexagone ABCDEFRigure 5 a gauche.
Vérifier que cet hexagone pave le plan de fagoipé&ue.
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Figure 5: Hexagone pavant le pIaﬁn,gauéheA droitela cellule génératrice avec son motif en rouge.

La figure 5a gauchemontre que le pavé initial peut étre reproduitéfimiment par des translations de
vectteurAC et AF, ce qui donne un pavage du plan. Le motif de laleeprimitive qui permet de fabriquer ce
pavage est indiqué surfigure 3 a droite Le groupe de transformations laissant le pavagariant est engendré
par les seules translations, on dit qu'il s’agiird’pavage de typpl,. Remarquons que I'on pourrait faire de
méme sur les c6téO] et [AF] en les remplacant par deux traits, et I'on ausaitoctogone qui pave aussi le
plan.

2) Prendre maintenant 'hexagone obtenu en mettahiérdvers FED par rapport a ABC, comme sur la
figure 6 a gaucheVérifier que I'hexagone obtenu pave le plan. Ptriter le cas particulier ou le
parallélogramme ACDF est un rectangle, ce qui agades symétries a préciser.



Comment accoler un deuxieme hexagone en dessolisedagone initialABCDEF? |l est nécessaire de
retourner I'hexagone par une réflexion d’axe vaitipuis d’effectuer une translation qui permetndastrer le
nouvel hexagonéA'B’C’'D’E'F’ dans le premierfiQure 6 au centrg La figure obtenue peut ensuite étre
reproduite par des translations de vectétlBset C'F, car le parallélogramme générat€liA’'DF , en fait un
rectangle, est surmonté d'une excroissdfiED en haut elle-méme compensée en bas par une erideciigue
C'B’'A’, tout comme I'exccroissan€&AF a gauche est compensée a droiteApab.
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Figure 6: A gauchel’hexagone.Au centredeux hexagones accolés, puis le parallélogrammeougeest
reproduit par translations pour aboutir au pavage,fa droite

Lorsque le parallélogramm@ACDF de I'hexagone initial devient un rectangle, le ifnabtérieur au
parallélogramme rectangle générat€liA’'DF présente une réflexion glissée, c’est-a-dire ledpit d’'une
réflexion d’axe vertical suivie d’'une translatioe decteur vertical égal@A’ /2. Composée avec les translations,
les réflexions glissées se répétent a linfini,'en obtient un pavage de typpg, avec un groupe de
transformations engendrées par les 2 translatiomseeréflexion glissée.

7

Y
I
1
| | |
Figure 7: A gauchele rectangle générateur du pavage par transigtgrivi d'un autre rectangle générateur
décalé verticalement par rapport au précédent.réfiexions glissées sont indiquées en traits ptésti La

moitié de ce rectangle constitue la cellule privaita partir de laquelle peut étre construit le gayael qu’on le
voit a droite
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Si I'on revient au cas général, en se reportarda &gure 6, le parallélogramme rectangle génératkur
pavage, en rouge sur le dessin, ne faisait padaspirésence d’une réflexion glissée. Mais touaj@logramme
ayant pour cbtés les vecteurs des translationsgbeugénérateurs. Il suffit de modifier sa positicomme sur la
figure 8 pour que I'on s’apercoive que dans le cas géméissi le pavage est du typg

Figure 8: Le nouveau parllélogramme générateur du pavaggmepg en vert, avec son motif en rouge. La
réflexion glissée est indiquée en pointillés bleus.

3) A partir du parallélogramme ACDE, prendre E etdistque [AB] paralléle et de méme longueur que
[DE], ainsi que [BC] et [EF]. On obtient ainsi unexagone ABCDEF dont les c6tés opposés sont pasllel
deux a deux. Montrer qu'ill permet de construirepavage.



A partir du premier hexagone, on peut en constrdiia@tres qui lui sont accolés en faisant des dennis

autour des milieux de ses c6tés. En effet, 'heragm ses trois angleé, B Cdont la somme vaut 360°, et ces
trois angles se retrouvent en chaque sommet conartusis hexagones. Le pavage en décoiigeirg 9. Le
parallélogramme générateur comporte des syméteiaedhi-tour, et la cellule primitive se réduit atuangle.
Avec son groupe de ttransformations engendré gadédex trianslations et un demi-tour, le pavageledlype

p2.

Figure 9: De gauche a droitd’hexagone paveur, le parallelogramme generaiaLpavage en vert puis en
rouge pour le centrer sur les demi-tours, puislaule primitive réduite a un triangle avec le ri@n rouge, et
le pavage final.

4) On met a I'envers ABC et DEF par rapport au cagéqgédent, soit [AB] et [EF] paralléles et de méme
longueur, tout comme [BC] et [DE]. Montrer que IXegone obtenu pave le plan. Dans le cas particuigte
paralllogramme initial ACDF est un rectangle, qualisont les symétries supplémentaires du pavage ?

Construisons I'hexagon&’B'C'D’'E'F’  se déduisant dABCDEF par demi-tour autour du milieu d&H].
Ces deux hexagones accolés peuvent étre ensuitedu#s pour donner le pavage. Le parallélogramme
générateur a pour cotés les vecteurs des deuatians, soitAC etAB’. A cause des demi-tours s’ajoutant aux
translations, le pavage est de tg@figure 10.
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Figure 10: De gauche a droite I'hexagone initial et son symétrique par demirfopuis des
parallélogrammes générateurs en vert et en roefjd,en rouge étant centré sur le centre d'un denn- puis la
cellule primitive avec son motif en rouge, et feraknt le pavage.

En partant maintenant d’'un rectangd€DE, on constate la présence supplémentaire de réfiexil’axe
horizontal tigure 11). Le groupe des transformations est engendré pademi-tour, une réflexion et deux
translations, il s’agit d’'un pavage dit de tymag
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Figure 11: A gauchele parallélogramme générateur, avec la cellulenipisie en gris avec son motif en
rouge. A partir d’elle on prend sa symétrique pElexion, puis la symétrique par demi-tour, ce donne le
parallélogramme générateur, que I'on reproduit kagar translations, d’ou le pavage fidadiroite



2.2. Pavages non périodiques avec un triangle

Des triangles particuliers ont aussi la capacitéalener des pavages non périodiques, comme le
triangle rectangle ou certains triangles isocéles.

2.2.1. Cas du triangle rectangle

Le triangle et son symétrique par demi-tour formematintenant un rectangle. Et il existe deux
facons de remplir ce rectangle avec deux triangéen la diagonale choisifigure 12 a gauche Il
suffit alors de prendre au hasard un des deuxngletsilors de la construction progressive du pavage
et le résultat obtenu n’est pas périodidfigute 12 a droitg.
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Figure 12: A gauchdes deux types de rectangles qui contiennentdedle rectangleA droite le
pavage obtenu en prenant au hasard I'un des detangtes (ici un carré) lors de la construction du
pavage.

2.2.2. Cas de certains triangles isoceles

Prenons un triangle isocéle dont 'angle au sonesete la forme 2 / p avecp entier, de facon
gue p triangles fassent un tour complet autour d’'un semoommunO. Il suffit de dessiner des
triangles identiqgues dans une tranche d'angle /2p, comme sur ldigure 13 puis I'on fera des
rotations d’angle 2 / p et de centr® afin de remplir le plan. Pour ce faire, nous algartir d’un
grand triangle et le découper en petits triangéefagon récursive. Les sommets du triangle insibat

0 (cos(2 /p),sin(2 /p)
1(0,0) -il s’agit du poin®
2(1,0)

0

1 2
Figure 13: Remplissage d’'une tranche par les trianglegpiet O étant numéroté 1. Ici la variable
de récursiombpasvaut 2, chaque c6té étant coupé &n 2.

Pour la programmation, I'essentiel consiste a tplai une fonction récursieangle() qui prend
comme variables les coordonnées de ses trois s@natatette fonction va se rappeler sur les quatre



triangles qu’elle contient. En répéttant ce progessfois, la longueur initiale du grand triangle est
divisée 2 fois pour donner la figure finale avec tous leéangles. Il ne restera plus qu'a répéter ce
dessin par rotations.

void triangle(float x0,float y0, float x1,float ylipat x2,float y2, int n)

float mx0,my0,mx1,myl,mx2,my2;
float x[p].y[p].xx[pL.yy[p].xxx[pL.yyy[p]; int i;
if (n==0) /* dessin d’'un triangle lorsque le découpage esntaé */

{ linewithwidth(xorig+zoom*x0,yorig-zoom*y0,xig+zoom*x1,yorig-zoom*y1,1,black);
linewithwidth(xorig+zoom*x1,yorig-zoom*ylgrig+zoom*x2,yorig-zoom*y2,1,black);
linewithwidth(xorig+zoom*x2,yorig-zoom*y2gxig+zoom*x0,yorig-zoom*y0, 1,black);
for(i=1;i<p;i++) /* dessin des points (X,y), (XX, YY), (Xxx, yyyéguisant par rotations */

{ x[i]J=x0*cos(i*2.*M_PI/p) - yO*sin(i*2*M_PI/p);
y[i]=x0*sin(i*2.*M_PI/p) + yO*cos(i*2*M_PI/p);
xx[i]=x1*cos(i*2.*M_PI/p) - y1*sin(i2.*M_PI/p);
yyli]=x1*sin(i*2.*M_PI/p) + yl*cos(i2.*M_PI/p);
xxx[i]=x2*cos(i*2.*M_Pl/p) - y2*sin(i2.*M_PI/p);
yyyli]=x2*sin(i*2.*M_Pl/p) + y2*cos(i2.*M_PI/p);
linewithwidth(xorig+zoom*x([i],yorig-@om*y[i], xorig+zoom*xx[i],yorig-zoom*yy[i],1,blak);
linewithwidth(xorig+zoom*xx[i],yoriggoom*yy[i], xorig+zoom*xxx[i],yorig-zoom*yyy[i],1,black);
linewithwidth(xorig+zoom*xxx[i],yoriggoom*yyy[i], = xorig+zoom*x[i],yorig-zoom*y[i],1,black);

}

else /* rappel de la fonction triangle sur les quatréaingles intérieur au triangle */

{ mx0=0.5*(x1+x2); my0=0.5*(y1+y2); /* milieux qui sont des sommets de nouveaux tranyl
mx1=0.5*(x2+x0); my1=0.5*(y2+y0);
mx2=0.5*(x0+x1); my2=0.5*(y0+y1);
triangle(x0,y0,mx2, my2,mx1,my1,n-1¥; quatre rappels avec I'indice de récursion quirinue de 1 */
triangle(mx2,my2,x1, y1,mx0,my0,n-1);
triangle(mx1,my1,mx0, my0,x2,y2,n-1);
triangle(mx0,my0,mx1, myl,mx2,my2,n-1);

}

}

Le programme principal se réduit a I'appel de lacton triangle(), pour un nombre de pas
récursifsnbpasdonné :

nbpas=3.;
triangle(cos(2.*M_Pl/p),sin(2.*M_P1/p),0,0,1,0, és);

Cela donne finalement un pavage non-périodiqgues maanmoins bien ordonné a cause des
rotations centrales d’ordne qui le laissent invarianfigure 14 a gauche Lorsque le nombre est
pair, la figure est symétrique par rapport au diaenBorizontal. On peut alors décaler d’'un cran le
dessin situé au-dessous de ce diametre, et I'oanbhin autre pavage non-périodique, avec une forme
en spiralefigure 14 a droitg.
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Figure 14: A gauchele pavage non périodique obtenu a partir d'uengie isocele d’'angle 2/
10, mais avec une symétrie de rotatirdroite une autre variante non périodique, en spirale.

2.2.3. Le pavage moulinet

Partons d’un triangl&BCrectangle e\ avecAB = 2 AC. Tracons la hauteuAH], puis a partir du
milieu | de JAB], menons IJ] perpendiculaire aHC] et [IK] perpendiculaire d4H]. Le triangleABC
est ainsi découpé en cing triangles qui sont nofeseent semblables car ils ont les mémes angles,
ceux deABC mais aussi isométriques de facon directe ou eothr selon les cadidgure 195.

Remarquons que I’anglé est tel que taB= 1/2, ce qui entraine que I’an@eest un multiple
irrationnel de 2.2

¢ H

A B
I
Figure 15: Découpage du triangkBCen cing triangles isométriques, et semblablaB&.

Le passage d&BC aux cing triangles qu’il contient peut étre repriddoour chacun des cing
triangles, et cela autant de fois qu'on le désiepartir d’'un grand triangléABC, on arrive a une
multitude de petits triangles devenant infinimeatitg figure 1. Cela revient exactement a partir
d’'un petit triangle comm&HK et a lui accoler quatre triangles tout autours@urecommencer, ce qui
tend a faire grossir la figure globale a I'infidiutrement dit, le phénomeéne récursif de découpage d
triangle ABC forme un pavage du plan par des triangles touséstiques. Au fil des découpages, les

triangles subissent une multitude de rotations aescangles égauxB, ce qui interdit que des tours
complets soient faits et que les cotés de certaensgles se retrouvent paralléles & d’autres. Déu
nom de pavage moulingtitwheelen anglais). Ce pavage n’a pas les caractéristidjuascristal avec
son pavage périodique ni d'un qusi-cristal commedwage de Penrose. Cela se vérifie sur son
diagramme de diffraction qui ne présente aucuneésyende rotationfigure 17 a la différence des
diagrammes de diffraction des cristaux et quaskanix’

% Pour une preuve de cette irrationnalité, on pensulter [TAN2010].

* Pour plus de détails et d’exemples, voir [AUD2013]
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Figure 17: Le diagramme de diffraction du pavage moul

3. Pavage a partir d'un quadrilatere

On a vu qu’un parallélogramma fortiori un rectangle, losange ou carré, pave le plan. M
quadrilatére quelconquLui aussi, gu’il soit convexe ou concave, va pae@lan.

Pour le vérifier, prenons un quadrilatere quelcen@u23 figure 18a gauch) et faisons-lui subir
un demi-tour de centr& milieu cu cété [1 2]. Sachant qu'un detodr (aussi appelé symét
centrale) transfrme un segment en un segment de méme longuearadiefe, les deux quadrilater
accolés forment un hexagone 013 dont les cdtés opposés sont paralldsx & deu et de méme
longueur, ce qui signifie aussi gu'il possede uymétrie centrale. Comme un tel hexagone pay
plan figure 8 au centrg il en est de méme pour le quadrilat

N/

Figure 18: A gauchele quadrilatere 012en vert eson symétrique 1452 par rappolK forment
un hexagone 014522wu centr¢, ce genre d’hexagone a symeétrie centrale pavdale A droite le
parallélogramme générateawec son motif permettant le pavage du par translatior.

Le pavage obtenu est pEdique, les deux translations ayant pour vectO€ et02, qui sont aussi
les diagonales du quadrilatere. Au lieu de repredlihexagone avec ces translations, on peut .
bien reproduire le parallélogramme 0642 avec laréiggu’il contient, Zsavoir les 4 traits issus t
point 1: 16, 14, 12, 1(#igure 18 a droitd. Le pavage obtenu est donné sufidare 19, et cela vaut
aussi bien pour un quadrilatére convexe que poguadrilatere concay
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Figure 19: Pavage a partir d’'un quacatere, convexe ou concave.

Au stade ou nous en sommel reste a étudiele cas des polygones ayant plus de quatre ¢
Nous allons d’abord voir qu'au déla de six cétésirpon polygone convexe, aucun pavage r
possible. Par contre on peut toujotrouver des polygones concaves ayant un noin gquelconque
de cbtés, susceptibles de paver le |

4. Pavages a partir d’'un polygone ayant au moins pecoteés

Nous allons donner deux propriétés, I'une poumplaggones convexes, I'autre pour polygones
concaves.

4.1. Propriété 1 :Un polygone convexe ayant sept sommets ou plus peut pas
paver le plarr

Supposons que 'on ait un pavage a partir d’'un gmty convexe an sommets aven 7 et
montrons que c’est impossible. Donnons au périndtre tel polygone un périmétre égal a 1. D
ces conditions la longueur du cété le plus longeb2° Prenons maintenant un grand cercle de r:
R, et appelon$l(R) le nombre de polygones (lui sont intérieurs ou qui sont traversés ou toagbey
ce cercle. Puis prenons le cercle de méme cengdeqprécédent et de rayR + 1 figure 20.
Comme la logueur des c6tés d’un polygone est < 1/2, il estgsigr lesN(R) polygones sont tot
strictement intérieurs a ce cercle. AVA qui est I'aire d’'un polygone, on obtient I'encadearh des
aires :

R NRA< (R+1Y

1 |

=]

N

.

Figure 20: Le contexte de la démonstration, ou I'on a prigpavage de carré

® Cette propriété est démontrée dans [NIV1978],letesdt reprise dans [TAN201

® Si cette longueur était 1/2, lesn — 1 autres cotés auraient la somme de leurs longt 1/2, et le
polygone serait au mieux aplati et sinon inexis
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On sait que la somme des angles d'un polygonerest?) . La somme des angles de§R)
polygones esh(R) (n — 2) . AppelonsS le nombre de sommets du pavage qui sont soih@dieur
du cercle de rayoR soit juste a I'extérieur pour les polygones tragsrpar le cercle de ray&n La
somme des angles faisant un tour complet autourSdesnmets est 2 S. Comme les polygones
entourent chaque sommet du pavage en faisant uedmplet autour de lui, 2 Sest aussi la somme
des angles de¥(R) polygones augmentée des angles des polygondsorient lesN(R) polygones a
I'extérieur, sasn faire partie dB§R) polygones, soit :

N(R(n—-2) 2 SousSs3 &ZN(R)

Enfin, puisque le polygone est convexe, chacun3lesmmets du pavage est le sommet d’'au
moins 3 sommets de polygofese qui fait 3S, ou 4S, etc. sommets de polygones. Quelques-uns de
ces polygones débordent en dehors NER) polygones, mais ils sont tous parmi NER + 1)
polygones intérieurs ou traversés par le cercleagenR + 1, qui comptent N(R + 1) sommets.
Ainsi :

3S<nNR+1) ousgNRHD

nNR1

Les deux inégalités précédentes conduisent a Kiaozent : £SE

dou - (n-2)2N(R)£ n N R 1)
(n-2) N(RA. NN R /
2

(n- 2) N(R)
2

. En multipliant parA et en appliguant la premiére inégalité sur les

aires : avecpR?* £ N(R Aet N(R+1) A<p (R+2)

n- 2,0R2£ (™ 2)2N(R) Ag N '\(;R 2l A<—3,rzl7(R+2)2 et I'on en déduit :

n'_ZRZ <2(R+2)2
2 3

( R )2 < 2n
R+2 3(n- 2)

Lorsquen 7, la fonctionf(n) = 2n /(3(n - 2)) est décroissante, et I'orf(@) < f(7), soitf(n) < 14
/15. Finalement pour 7,°
R 14
(55 <
R+2 15

Il ne reste plus qu'a faire tendfe vers l'infini, puisque le pavage est censé é&trniinet
(R/ (R+ 2)y tend vers 1, donc finira toujours par dépassef 18, On tombe sur une contradiction.
Aucun pavage n’est possible avec un polygone canagant au moins 7 sommets.

4.2. Propriété 2 :0n peut toujours trouver une forme polygonale concee an
sommets qui pave le plan.

"On a vu qu’en chaque sommet d’un pavage, il y mains trois polygones convexes accolés.

8 Par contre, si I'on fait = 6 oun = 5, on tombe sun) 1, etil n’y a plus de contradiction.
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Il est aisé de trouver des formes polygonales cmspavant le plan de facon périodique, voire
non périodique. On trouve par exemple dans [TAN2@h0découpage d’'un carré en deux polygones
a nombre impair de cétéfigure 21), ce qui permet un pavage périodique, ou non gigu en jouant
au hasard sur les rotations de 90° du carré.

Figure 21: Un carré découpé en deux polygones symétriqalesapport au milieu de la diagonale.

Une autre fagon consiste a partir d’'un polygoneliégan cétés § > 4) puis a retourner un groupe
de cbtés successifs en le rendant conchger¢ 22. On distingue deux cas selon quest pair ou
impair. Dans tous les cas, I'angle entre deux céitésessifs du polygone réguliervaut —2 /n.

Figure 22: Polygone régulier rendu concave pour 7 a gaucheetn = 8a droite
a) n impair

Le polygone régulier est coupé par le segmenttadlarpoint 0 au pointrJ2] + 1 figure 23, et sa
partie supérieure est retrounée par réflexion awtelce segment.

Lorsquen ramené modulo 4 vaut 3, comme pour 11, le c6té le plus haut du polygone est
horizontal. En partant de |a, pour arriver au p6inbn tourne chaque fois d'un angle =2 /n, et
pour arriver au sommet 0, on fait cete/[4] fois. On en déduit que I'anglevaut jh/ 4] 2/ n (voir
figure 23. Le c6té 01 fait un angle de— avec I'horizontale. Et quand on avance de sommet e
sommet jusqu’au sommet/2 + 1, on tourne chaque fois de I'angle 2n, ce qui permet de tracer
cette portion du polygone. Ensuite, on constatelguaernier coté du polygone concavenG-(1), fait
'angle — avec I'horizontale. On part de la en marche arjgour atteindre le sommet/2 + 1], en
tournant chaque fois de 2 n.

Lorsquen ramené modulo 4 vaut 1, comme pour 9, le cdté haut du polygone, formant le

c6té droit de la pointe, fait un angle = — /n avec I'horizontale.On en déduit que I'angleaut jn/
4] 2 /n— . Puis on fait comme précédemment. D'ou le progrant@ construction du polygone
concave.

° Si I'on veut un polygone & nombre pair de cotésuffit de joindre les milieux de deux cotés opgmsiu
carré par un ligne brisée présentant une symérgale.
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Figure 23: Polygones poun = 11 et poun = 9.

alpha=(N-2)*M_PI/(float)N;

gamma= M_Pl/(float)N ;

if (N%4==3) beta=(N/4)*2.*M_PI/(float)N;

else if (N%4==1) beta=(N/4)*2.*M_PI/(float)N -gamma

x[0]=0.;y[0]=0.;

for(i=1;i<=N/2+1;i++) /* points de 0 a [N/2]+1 */

{ X[i]=x[i-1]+cos(beta-alpha+2.*(i-1)*M_PI/(floatiN); /* les c6tés sont pour longueur 1 */
y[il=y[i-1]+sin(beta-alpha+2.*(i-1)*M_Pl/(flogiN);

I=0;

for(i=N-1;i>N/2+1;i--) /* points de N-1 a [N/2]+1 */

{ x[(]=x[(i+1)%N]+cos(-beta+2.**M_PI/(float)N);
ylil=yl(i+1)%N]+sin(-beta+2.**M_Pl/(float)N);
j++;

}

On constate que I'angle en 0 du polygone concavelass tous les cas= [/ n. Ce premier
polygone étant construit, on lui accole alors unxifame polygone par rotation de centre O et d'angle
. D’ou ce morceau de programme :

for(i=0;i<N;i++) /* points du deuxiéme polygone concave, numérads d 2N — 1 */
{ x[i+N]=x[i]*cos(gamma)-y[i]*sin(gamma);
yli+N]=x[i]*sin(gamma)+y[i]*cos(gamma);

Ces deux polygones forment a leur tour un polygayent des cotés opposés paralléles deux a
deux, ce qui permet un pavage du plan, les vectlmgrsranslations étah0 et1 (n/2 + 1) (figure 29.

Figure 24: A gauche les deux polygones concaves accolés, avec ldeuwscde translation en
rouge.A droite le pavage obtenu poar= 7.

b) n pair

Ici encore, le polygone régulier de sommets 0 (h ~ 1) est coupé suivant la droite (0/2 + 1))
(figure 25. On passe d’'un c6té au suivant en tournant de&2 / n, et le coté 01 est vertical, dirigé
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vers le bas. D’autre part, le denier cot@6- (1) est paralléle au c6té 12. On en déduit Ignarmme de
construction du polygone.

1 4

I
2 3
Figure 25: Le polygone concave ponr= 8.

x[0]=0.;y[0]=0.,

for(i=1;i<=N/2+1;i++)

{ X[i]=x[i-1]+cos(-M_P1/2.+(i-1)*beta);
yli]=y[i-1]+sin(-M_P1/2.+(i-1)*beta);

j=0;

for(i=N-1;i>N/2+1;i--)

{ X[]=x[(i+1)%N]+cos(-M_PI/2+beta+j*beta);
ylil=y[(i+1)%N]+sin(-M_PI/2+beta+j*beta);
j++;

}

Les cbtés opposés du polygone concave sont paglléd qui permet un pavage en utilisant les
translations de vecteurs 01 etr0/(2). On peut aussi faire comme dans le cas nimgoaaccolant

deux polygonesfigure 26.

Figure 26: Deux pavages possibles avec un polygone coricaeenbre pair de cotés, it 8.
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Exercice : Hexagones en forme de chevrons
Prendre le polygone concave pour n = 6, en formeldsron, selon la méthode indiquée ci-dessus.
1)Ttrouver plusieurs fagons de paver le plan av@palygone.

Nous donnons-ci dessous plusieurs pavages poséibles 27).

1)

-

2)

=

&

pavage de typpm

M) D

pavage de typpmg

pavage de typpmg
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Figure 27: Plusieurs types de pavages périodiques, a gauchele motif initial, au centrele pavagea
droite le parallélogramme générateur, ecellule primitive en cas de symétries autres qadrbmnslation:

2) On dit qu’un pavage est isoédrique lorsqu’ontpeasser de n'importe quel pavé a n'importe quetea
par une symétrie du pavage gygmeétri¢ » signifiant transformation laissant invariant le pge). Si tel n'est pas
le cas, on dit par exempbpi'un pavage est-isoédrique s'il existe deux classes de p : dans chaque classe,
on peut passer d’'un pavé a un autre par une syméipavage, me on ne peut pas passer d’'un pavé d’
classe a un pavé de l'autre classe par aucune signéfela se généralise a un pavag-isoédrique. En
reprenant les exemples trouvés au 1°, donner leanactéristiques en matiére d’isoédr

Pavages 1, 2, 3, 4 : isoédriques
Pavage 5 et 6 : 2-isoédriques
Pavage 7 : 3-isoédrique
Pavage 8 : 5-isoédrique

5. Pavage a partir d’'un pentagone conve)

On a vu gu’un pentagone régulier ne peut pas pavplan. Il reste a trouver d’autres formes
pentagones convexes qulles peuvent paver le plan. Ce probleme a fabjet de nombreust
études, de K . Reinhardt en 1918 qui a trouvé typgs de pentagor convexe, & M. Rao qui a
montré en 2017 qu'il n’en existe pas d’'autres @sell5 découverts jusc-la.’® (figure 28). Parmi eux,
seuls huit peuvent avoir leurs arétes bord a **

En fait, I'histoire débuten Egypte avec le pavage dit du C, méme si ce type de pavage n'a
redécouvert que tres récemn. C’est par la que nous allons commencer, ave généraliser ce
pavage a trois types de pavacde types 2, 4, 5) découverts depuis.

10 Cette histoire assez rocambolesque, faites de dédes et d’erreurs, est largement racontée sarret,
notamment dans l'articlPentagonal Tiling en anglais suwikipedia ou dans le remarquable blog de EL.
j'ai toujours révé d’'étre pentocarrele.

1 Cela a été démontré par O. Bagina (2011) et T.@in%o (2012)
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Figure 28: Les 15 pavages pentagonaconvexespossibles. lls sont numérotés de 1 ade
gauche a droiteetde haut en bz Parmi eux, seuls les pavages 1, 2, 6, 3, 8, € peuvent avoir leurs
arétes bord a bord.

6.1.Le pavage du Cairt

On ne sait pas trop depuis qui quelquesrues du Caire ont été agrémen de pavés
pentagonauxmais il s'agit vraisemblablement d’'une connaissaaceienne, méme si ces pava
sont relativement récents, et redécouverts trésméent.C’est la raison pour laquelle on pa
aujourd’hui de pavage du Caiffegure 29 a gauchg Le type de pentagoneabi a quatre cotés éga
et deux angles droits, plus précisémnr

AB=BC=CD =DE, et B= D=90°.

Il possede donc un axe de symétrie passarC et le milieul de [EA] (figure 29 a droitg. Pour le

construire, donnons une longueur unité aux qudt&sagaux, et choisissons un ar = B, qui doit
étre compris entre 90° et 180°. Cet ar étant donnéla longueur du cinquiéme cOEA est alors
déterminée, ainsi que I'angleenE etA.

= — /2, en utilisant le fait que la somme des anglepehtagone vaut .

D’autre part, dans le triang@®EA avecCE* = CA? = 2 et son anglé = — [2,on obtier
EA’= 4 — 4 sin grace a la formule d’Al Kashi, d’cEA= 24/1- sina .*?

12| e pentagone est équilatéral lorsEA = 1, ce qui donne sin= 3/ 4, soit (avec obtus)  131,4°.
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Figure 29: A gauchepavage dans une rue du C® A droite le pentagone de ba

En prenant un repere orthonormé d’origE avec un axe deg horizontal, on en déduit I¢
coordonnées des sommgts sont des fonctions du seul paraam

E (0, 0),A (2V1- sina , 0)
B (Xa — cOs , sin )

C (V1- sina ,+/1+sina )
D (cos ,sin )

Il reste & vérifier que ce pentagone permet ungevhl plan. Pour cela, a partir du pentatg
précédent, faisons trois rotations successivesgta®0° autour du poirD. On trouve ainsi quati
pentagones collés les uns aux au Pour les besoins darogramme de tracé du pavage, nous a
numérotés tous les points de 0 a 19, a partir desirisEABCDnumérotés 0 1 2 3 4igure 30 a
gauch@. On constate que les segment-2 et 177 sont peerpendiculaires (n horizontal, l'autre
vertical) etqu’ils ont méme der-longueur. La figure 17-2-12 est un carré, et les morceaux
dépassent d’'un bord sont compensés p. morceaux du bord opposgéi lui est paralléle. Le pava
est donc assuré, et les vecteurs des deux tramslatont de 17 & 2t de 2 a 7. Sur Ifigure 30 a
droite, on peut voir le carré centré au pcD, le centre des rotations.

Figure 30: A gaucherosace a quatre branc pentagonales, avesn rougele carré générateuvA
droite, sa reproductiopar translatins donne le pavadée carré générateur est en blz.

On obtient ainsi le pavage defigure 31, grace au programme suivant :

[xx*x - Pentagone initial EABCD, ces points étamumeérotés 0 1 2 3 4  *xxwkiexs/
alpha=143.*M_P1/180.;

beta=M_Pl-alpha/2.;

x[0]=0.; Y[0]=0.;

X[1]=2.*sqrt(1.sin(alpha)); y[1]=0

X[2]=x[1]-cos(beta); y[2]=y[1]+sin(bete

X[3]=sqrt(1sin(alpha)); y[3]=sqgrt(1+sin(alpha

x[4]=cos(beta); y[4]=sin(beta);

13 Cette photo a été prise par H. Donnelly vers 201agit de la principale référence dans ce dom
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for(i=0;i<5;i++)
{ xe[i]=xorig+zoom*x[i]; yel[i] = yorig-zooniy[i];

}
for(i=0;i<5;i++) linewithwidth(xe[i],ye[i], xe[{+1)%5],ye[(i+1)%5],1,black);
SDL_Flip(screen); pause();

[xeexex% - Bloc des quatre pentagones obtenus pastations ***x***/
for(j=1;j<=3;j++) for(i=0;i<5;i++)

{ x[i+5%]= (x[i]-x[4])*cos((float)]*M_PI/2.)-( y[i]-y[4])*sin((float)] *M_PI/2.)+x[4];
y[i+5%]= (X[i]-x[4])*sin((float)]*M_P1/2.)+ (y[i]-y[4])*cos((float)j*M_P1/2.)+y[4];
xe[i+5*%]=xorig+zoom*x[i+5%];
ye[i+5%] = yorig-zoom*y[i+5%];

}

for(j=0;j<4;j++) for(i=0;i<5;i++)

linewithwidth(xe[i+5%],ye[i+5%], xe[(i+1)%5+5j],ye[(i+1)%5+5%],1,black);
SDL_Flip(screen); pause();SDL_FillRect(screen,0,akit

[rrxxriiiik Payage par reproduction du bloc desjuatre pentagones  ***xxxxxkkik/
zoom=40.;
xV1=x[7]-X[2]; yV1=y[7]-y[2]; /* les deux vecteurs de translations */
XV2=x[2]-X[17]; yV2=y[2]-y[17];
for(k=-10;k<10;k++) for(kk=-10;kk<10;kk++)
{ for(i=0;i<20;i++)
{ xe[i]=xorig+zoom*(x[i] +k*xV1+kk*xV2);
yel[i] = yorig-zoom*(y[i]+k*yV1+kk*yV?2);

}
for(j=0;j<4;j++) for(i=0;i<5;i++)
if (xe[i+5%]>0 && xe[i+5%]<800 && ye[i+5%] >0 && ye[i+5*]<600 /* pour rester dans les limites d'écran */
&& xe[(i+1)%5+5%]>0 && xe[(i+1)+5%*]<800
&& ye[(i+1)%5+5%]>0 && ye[(i+1)%5+5%]<600 )
linewithwidth(xe[i+5%],ye[i+5%], xe[(i+1)%b+5%],ye[(i+1)%5+5%],1,black);

}
SDL_Flip(screen); pause();

[xxxxik% - Coloriage des pavés avec quatre couleur§] — ******/
for(i=0;i<4;i++)
{ XI[i]=0.5*(x[5*i]+X[5*i+3]);yl[i]=0.5*(y[5*I]+y[5 *i+3]);
for(k=-20;k<21;k++) for(kk=-20;kk<21;kk++)
{xei=xorig+zoom*(xI[i]+k*xV1+kk*xV2); [* points | a I'intérieur de chaque pavé */
yei=yorig -zoom*(yl[i]+k*yV1+kk*yV2);
if (xei>10 && yei>10 && xei<790 && yei<590)
floodfill(xei,yei,c[i],black);
}

SDL_Flip(screen); pause();

Figure 31: Le pavage du Cairéd gaucheon a fait ressortir 'hexagone a corés opposéallptas
qui pave le plan tout en contenant quatre pentagdhelroite les pavés sont coloriés de quatre
couleurs suivant leur oritentation. On a pris uglan de I'ordre de 140-145°.
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Le dessin obtenu permet aussi de constater qupelemtgones sont englobés par groupes de
guatre, dans un hexagone a c6tés opposés paraélgsa deux, ce qui donnerait un autre moyen de
construction, un peu plus complexe. Mais il y aurie

Reprenons le carré defigure 3Q dont la reproduction produit le pavage du plave@un sommet
enD, il est colorié en bleu sur fgure 32 Translatons-le de fagon qu’il ait un sommetegf@n rouge
sur la figure 32. Sa reproduction donnerait aussi le méme pavagertir de lIa construisons le pavé
de cbOtésv; + V, etV; —V, V1 etV, étant les vecteurs des translations précédentesab@ent
encore un carré avec un sommegeplus grand que le précédent, mais avec des hété&ontaux et
verticaux. Translatons-le horizontalement pourlaitiun sommet eh Il esten vertsurla figure 32
A partir de lui, sa reproduction donne encore leage du plan. Et c’est justement la méthode des
paveurs du Caire, qui ont utilisé ce genre de aarngossédant des symétries d’'axe vertical et
horizontal.

Figure 32: Le carré générateur en bleu, ou en route.|Bwarré du Caire en vert.

A son tour, ce carré peut étre divisé en quatregsaEn partant d'un de ces petits carrés, et en
effectuant les symétries d’axe vertical et d'axeézumtal, on retrouve le grand carré. Et un petit€
est particulierement facile a construire. AppelnsdBCD, avec son centre no@, et une longueur
unité pour ses cotéfigure 33. Puis prenons un poil sur [AB], avecx compris entre 0 et 0,5. Par
rotations de 90° autour d®, on trouve les points, G etH avecBF = CG = DH = x, et [EQ|
perpendiculaire aHH] et de méme longueur. Le paramékeest lié au paramétre de notre
construction initiale. On a en effet tari(2) = 0,5/ (0,5 ), soit

= tan@ /2)- 1

, et X est la longueur du c6té horizontal du pentagone.
2tan@ /2)

Figure 33: A gauchele petit carré avec son paramétredonnant par symétries axiales le grand
carré des paveurs du Cairelroite

Finalement, en faisant varigrentre ses valeurs extrémes, de 0 a 0,5, d& 90 a 180°, on trouve
ce genre de pavages illustré sufigare 34
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Figure 34: De gauche a droiteévolution du pavage du Caire pous 90°, =110°, = 131° et
=180°.

Sur un plan plus théorique, reprenons le carrérgéeér du pavage de fegure 3Q défini par les
vecteursV, etV, des translations. Son centre est aussi le ceafreéadations de quarts de tour. Nous
savons que le pavage présente aussi des syméddbssaa cause des hexagones a cotés paralléles de
la figure 31 Leur axe dans le carré est porté par une diagohal groupe des transformations est
engendré par une rotation, une réflexion et lex diemslations. Le pavage est dit de tyde Pour sa
construction, la cellule de base minimale est iangfle en forme de demi-carréiglre 39 avec un
motif réduit & deux traits. Puis on pratique ldenébn, ce qui donne un carré. Enfin, on fait lesst
quarts de tour de fagon a remplir le carré génératelui qui par ttanslations va produire le pavag
La combinaison de la rotation centrale et des katinoas donne de nouveaux centres de quarts de tour
et la combinaison des quarts de tour donne des-tems. Ces symétries sont indiquées sdiglare
35 en bas

Figure 35 : Construction du pavage a partir de la celluleégétrice minimale. En bas, les
symétries laissant le pavage invariant, du fgpg Les carrés indiquent les quarts de tour, lessond
les demi-tours, et les traits en pointillés les éyrias glissées (réflexions d’axes les traits antpiés
suivies d’'une translation de vecteur moité dameéme direction).

6.2. Premiére généralisation : la classe 4 des paws pentagonaux

Un pavé du Caire avait comme caractéristique dsepitér une symétrie d’axe vertical, avec un
triangle isocele central auquel venaient s’acoddarx triangles rectangles isocéles. Une généralisat
consiste maintenant a partir d'un triangle quelc@®BD auquel on accole deux triangles rectangles
isoceéleBCD et ADE (figure 36.
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Figure 36: Construction du pentagone.

En se donnant les poings(0, 0) etB (1, 0), le pavé dépend de deux paramétres, leeangt de
la figure 36 Gréace au théoreme de I'angle inscrit, celui-ané&gal a la moitié de I'angle au centre, le
point D est sur le cercle de centie( 1/2,h = 1/ (2 tan )). Avec I'angle donné, on trouve un seul
pointD, et il est tel qu&AD =sin /sin ,dou D (ADcos ,ADsin ) avec = — -— .

A partir du vecteuO©l (xp/ 2,yp/ 2) on trouve le poinE ( 0,5 — Yp), 0,56 + Xp)). On fait de
méme a partir du miliedide BD] . AvecBD =sin /sin etBJ (- 0,5BD cos , 0,5BD sin )

J(xg —0,5BD cos , ys + 0,5BD sin ), d’'ou
C(x;+0,5BDsin ,y;+ 0,5BD cos )

Par rotations de 90°, on obtient comme auparavaatraosace de quatre pentagones, qui permet de
paver le plan (figure 37).

Figure 37: A gauchela rosace des quatre pentagoaescentrele pavage obten@, droitele carré
générateur.

On vient d’obtenir la classe 4 des pavages pentagoméfinie par les contraintes :
C=E=90°,CB=CD, ED=EA
On peut en voir quelques-uns sur fagure 38 variant en fonction de l'angle. Si le pavage du

Caire était du type4g dans le cas général, il perd ses symétries axiatdl est du type4, avec les
symeétries du groupe de transformations engendrérpguart de tour et deux translations.
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Figure 38: Evolution du pavage pentagonal de classe 4 awe0° et variant de 75° (pavage du
Caire) a 130°, proche du moment ou le pavé va pesalconvexité.

6.3. Deuxieme généralisation : la classe 2 des pgea pentagonaux

Nous partons encore d’'un triangd&D quelconque, en lui accolant deux triandd&D et DEA tels

gue la somme des anglé‘s+ E soit égale a 180°, sans pourtant étre égaix &!8dCur* On doit en
plus supposer queC = DE etCD = EA. Comment construire un tel pentagone ?

On commence par prendre le triangBD, en se donnamB = 1 ainsi que deux angles, soit I'angle
enD et I'angle enB. Cela se fait par la méme méthode de I'angle iingae dans le cas précédent.
On en déduit le troisieme anglee — — , ainsi que les cotesD =sin /sin etBD=sin /sin .

Puis on se donnke, soitb = BC. Tout le reste va s’en déduire. En effet, on gaé les triangles
accolésBCD et ADE ont deux c6tés de méme longueur sans que léetrascoteBD soit égal aAD,

et en plus avec des angl€s et E de somme 180°. Prenons un pdirdans le prolongement dB()
tel queBF = 2. Il est sur le cercle de centBeet de rayon ®. Faisons en sorte que I'on ait audsi
= DA, F étant alors sur le cercle de cerfiret de rayorAD. On trouve un seul poiit." (figure 39.
On constate alors que le trlangDé:F est égal au triangl&ADE. On en déduiDC = AE que nous

notonsa, ainsi que les angle@ et E=DCF. Le pentagone est obtenu.

Figure 39: Construction du pentagone.

Restent a calculer les cooordonnées des pGiettE. Pour avoir le poin€, on cherche d’abord le
poinsF, en appliquant la formule d’Al Kashi, ainsi quengle fait par BF) avec I'axeOx, comme
indiqué dans le morceau de programme ci-dessousn@géduit les coordonnées@e

/******* t”angle ABD *******/

alpha=30.*M_P1/180.;* on se donne et , ici 30° et 110° */
gamma=110.*M_PI1/180.;

h=1./(2.*tan(alpha));

R=h/cos(alpha);

beta=M_PI-alpha-gamma;

x[0]=0.;y[0]=0.; x[1]=1.; y[1]=0 ;/* les points A et B */
AD=sin(gamma)/sin(alpha);

x[3]=AD*cos(beta); y[3]=AD*sin(beta)/* le point D */
BD=sin(beta)/sin(alpha);

/******* tl’lang|e BCD *******/

14 0On perd donc les symétries de rotation de quartsiat.

15 Sous réserve que l'inégalité triangulaire soiifiée, soit < AD + BD.
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b=1.4; /* on se donne b, ici 1,4 */

cosb=(BD*BD-AD*AD+4.*b*b)/(4.*b*BD); /* cosb est le cosinus de I'angle DBC */
angleBF=M_PIl-gamma-acos(cosh};angle de (BF) avec I'axe des x ou (AB).
xF=x[1]+2.*b*cos(angleBF); yF=y[1]+2.*b*sin(angleBF)

X[2]=0.5*(X[1]+xF); y[2]=0.5*(y[1]+yF); /* le point C */
a=sqrt((x[2]-x[3])*(x[2]-x[3)+(Y[2]-y[3])*(y2]-¥[ 3])); [*a*

Puis on passe au triangdE. Le cosinus de I’angleﬁ = ADE se calcule par la formule d’Al

Kashi, d'otl I'on déduitD, puis les coordonnées du poldtprojection deE sur AE). On trouve
finalement les coordonnées du pdicomme indiqué dans le morceau de programme @ui su

/******* t”angle ADE *******/

cosd=(b*b-a*a+AD*AD)/(2.*b*AD); /* cosinus de I'angle ADE */
d=acos(cosd)/* angle ADE */

sind=sin(d);

DU=b*cosd; UE=b*sind;

xU=DU*(x[0]-x[3])/AD+x[3]; yU=DU*(y[O]-y[3])/AD+y[ 3]; /* le point U */
X[4]=UE*(-y[3])/AD +xU; y[4]=UE*(X[3])/AD +yU; /* le point E */

Il s’agit maintenant de montrer que ce pentagonee pda plan. Pour cela commencons par
construire un deuxieme pentago®'C'D’'E’ de la facon suivante : on pre@en E etB’ dans le

prolongement deJE), avecB’'C' = DE = b (figure 40 en hadt Par la méme occasion, avec=_C,

D’ vient se coller er, aréte contre aréte, av€tD’'= EA = a. Notons que le nouveau pentagone se
fabrique en tournant dans le sens inverse par rappo premier : il se déduit par une isométrie
indirecte. CommeR'C’) et O'E’) font entre elles le méme angle qB€) et OE), le segment)’E’]

est parallele agC], et il a pour longueub, ce qui permet d’avoiE’. A leur tour, les droitesXE’) et
(C'D’) font le méme angle quAE) et (CD). Comme C'D’) = (AE), le segmentAE’] est parallele &
[BC]. Avec A’'E’ =a, on peut construire le pois.

Ces deux pentagones accolés étant obtenus, ontiemtatbeux autres par demi-tour autour du
milieu | de |AB], et ceux-ci vont s’accoler aux précédents. Prenpar exemple celui qui est le
symétrique d&ABCD: son sommeB” vient en A etA” en B, alors 'aréte [B” C] vient se coller sur
[D’A puisque la somme des trois anglésD',B" est égale a 360°. A leur to&, E'= C” et D”

son alignes. De méme pour le quatrieme pentagagequatre pentagones forment ainsi un hexagone
a cbtés opposés paralleles deux a deux, dont bgusihipave le planfigure 40.

Figure 40: En haut, I'hexagone a cotés opposés parallélégaux, contenant 4 pentagones. En
bas, le pavage obtenu.

Ce type de pavage appartient a la classe 2 degygmyzentagonaux. Celle-ci, sous sa forme

générale, suppose seulement qﬁe E=180°et CD = EA Ce qui donne les quatre pentagones de
base de ldigure 41 On constate qu'ils ne sont pas bord a bord eérgénPour pouvoir I'étre, il est
nécessaire d’ajouter la conditi®&€ = DE, et c’est ce que nous avons fait.
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Figure 41: Pavage du type 2. En ne prenantp@s= DE, le pavage n’est pas bord a bord.

6.4. Troisieme généralisation : la classe 5 des @ayes pentagonaux

Partons encore d'un triangle quelconoNBD et accolons lui un triangle équilatéBCD, ainsi
qu 'un triangle isoceleDEA avec l'angle E égal a 120° figure 42 a gauche On a encore

C+ E=180°, mais il ne s 'agit pas pour autant d'un pentagiméa classe 2 précédente car on n'a pas
CD = EA sauf cas exceptionnel, mais méme si cela arriegitavage serait différent.

On va en effet profiter des angles de 60° et 12Qff plonner au pavage des symétries de rotation
d'ordre 6. Par des rotations successives d’angteaG@ur deC, on trouve une rosace hexagonale
formée de six pentagonedigire 42 a droitg¢. Cette rosace peut ensuite étre reproduite par
translations, pour donner un pavage de p@#igure 43.

Figure 42: A gauche construction du pentagong.droite la rosace constituée par six pentagones,
avec les deux vecteurs des translations en rouge.
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Figure 43: En haut le parallélogramme générateur et ses symétrie; a droite la cellule
minimale génératricden bas le pavage pentagonal de type 5.

A ce stade, nous connaissons trois types de paysgegsentagones. Si I'on exclut le pavage de
type 3 qui n'est pas bord a bord, et que I'on adetpavage de type 1 que nous allons voir, nous
avons la les cinq types de pentagones qu’avaité@okn Reinhard en 1918, comme étant les seuls a
pouvoir paver le plan. Méme si cela n’était pascexan’en reste pas moins qu'il était logique i
trouvé en premiers ces cing types de pentagonesesautres types qui sont apparus depuis, et pas
avant 1968, sont plus complexes.

6.5. Le pavage maison et sa généralisation pentagds du type 1

Le pavage pentagonal le plus simple est celui obpem un pentagone en forme de maiO1 , et
on peut le généraliser en modifiant les longuetiteseangles, pour obtenir le pentagone diglare
44. Notons que le parallélogramme générateur esholdepartir de deux pentagones, le deuxiéme se
déduisant par demi-tour du premier.

Figure 44: Le pavage pentagonal de type 1. Le pentagongineli est défini par quatre
parametresa, , heth’, comme indiqué sur la figure du haut.
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Programme

alpha=70.*M_P1/180.; a=0.8; h=0.75; hh=04les quatre parameétres */
x[0]=0.;y[0]=0.; x[1]=1.; y[1]=0.; x[4]=&os(alpha);y[4]=a*sin(alpha){* les cing sommets */
X[2]=x[1]+X[4]; y[2]=y[1]+y[4];  X[3]=x[4]+h;y[3]=y[4]+hh;
for(i=0;i<5;i++)
{ xe[i]=xorig+zoom*x[i]; yel[i] = yorig-z@m*y[i]; /* coordonnées écran des cinq sommets */

}
for(i=0;i<5;i++) linewithwidth(xe[i],ye[i], xe[(#1)%5],ye[(i+1)%5],3,black);/* dessin du pentagone */
for(i=0;i<5;i++)
{ X[i+5]=X[2]+X[3]-X[i]; V[i*+5]=Y[2]+Y[3]-y [i]; /* le deuxiéme pentagone déduit par demi-tour */
xe[i+5]=xorig+zoom*x[i+5];  ye[i+5] yorig-zoom*y[i+5];

}
for(i=0;i<5;i++) linewithwidth(xe[i+5],ye[i+5], xe[(i+1)%5+5],ye[(i+1)%5+5],3,black);
SDL_Flip(screen); pause(); SDL_FillRect(screen,Ot@)hi
/*********** pavag e **********/
xV1=x[1];yV1=y[1]; xV2=x[6];yV2=y[6]; /* les deux vecteurs de translation */
zoom=50.;
for(k=-10;k<11;k++) for(kk=-10;kk<11;kk++Yy* reproduction des deux pentagones de base pastations */
{for(i=0;i<10;i++)
{ xe[i]=xorig+zoom*(x[i]+k*xV1+kk*xV2);  ye[i]=yorig-zoom*(y[i]+k*yV1+kk*yV?2);

}
for (j=0;j<2;j++)  for(i=0;i<5;i++)
{if (xe[i+5%]>0 && xe[i+5%]]<800 && ye[i+ 5*]>0 && ye[i+5%]<600 /* pour rester dans les limtes d’écran */
&& xe[(i+1)%5+5%]>0 && xe[(i+1)%5+5%*]<800
&& ye[(i+1)%5+5%]>0 && ye[(i+1)%5+5%]<600 )
linewithwidth(xe[i+5%],ye[i+5%], xe[(i+1)%5+5%],ye[(i+1)%5+5%],1,black);
}
}
SDL_Flip(screen); pause();
/****** CO|OI’Iage *****/
xI[0]=0.5*x[2];yI[0]=0.5*y[2]; /* points intérieurs dans chacun des deux pentagalgebase */
XI[1]=0.5*(X[2] +xV1+xV2);yI[1]=0.5*(y[2]+YyV1+yV2);
for(i=0;i<2;i++)
for(k=-10;k<11;k++) for(kk=-10;kk<11;kk++)/* reproduction de ces deux points par translatihs
{ xel[i]=xorig+zoom*(xI[i]+k*xV1+kk*xV2); yel[i]=yorig-zoom*(yl[i]+k*yV1+kk*yV2);
if (xel[i]>10 && xel[i]<790 && yel[i]>10 && yel[i]<590)
floodfill(xel[i],yel[i],c[i],black); /* remplissage des pentagones avec c[] qui estameeur prédéfinie*/

Il reste quatre autres types de pentagones comexant le plan (types 6 a 9), mais nous ne les
étudierons pas ici.

6. Pavage a partir d’'un hexagone convexe

Rappelons que la somme des angles d’'un hexagode. &5t considérant que chague sommet d'un
pavage par hexagones est toulours le sommet d;eméﬂagones accolés, on aboutit a trois poss#ilité

sur les angles B+C+D=2p, B+C+E=2p, B+D+F =2p .2 Et & chacune de ces conditions

' Dans chaque cas, il y a deux groupes de 3 angiesatent 2. En numérotant les angles de 0 & 5, et en
privilégiant le groupe contenant 0, cela faif € 10 groupes, ce qui donne les 10 cas : (012)(38%8)(245),
(014)(235), (015)(234), (023)(145), (024)(135), §234), (034)(125), (035)(124), (045)(123). Ou @m.s en
écrivant ces cas selon la distance entre deux rusnséiccessifs des angles :

1AL 2)(A)(21) 3)(13)(12) 41411 5)(21HEL)  6)(22)(22)  7)(23)(21)

8) (B1)(13) 9)(22)(12) 10)(41)(11)

Comme les numéros sont a un décalage cycliquegpr@&d$'ordre prés, les cas 4 et 10 se raménenasd c
les cas 3, 5, 7, 8 et 9 se ramenent au cas Atdl t@is cas distincts : (012)(345), (013)(24624)(135).

Cela n'est pas pour autant une démonstration cdenplgr’il existe trois types d’hexagones. Une
démonstration est faite dans [REI1918]
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nécessaires s'ajoutents contraintes sur les longueurs des « On distingue ainsi trois typ:
d’hexagones convexes pavant le plan, des 1 a 3.

6.1. Pavage de type 1

L’hexagone est tel que la somme de trois anglesessdssoit égale a 360° et que les deux ci
bordant le groupe des trois angles aient méme knggoi :

B+C+D=2p
AB=DE

Lorsque I'on va deAB] a [DE], on tourne d’abord de — B, puis de — C etenfinde - D, soit
au total de 3 - (I§+ C+ f)) =3 -2 = . Il s’ensuit que AB] est parallele al)E]. Avec en plusAB
= DE, le quadrilaterdBDE est un parallélogrammfigure 45.

Par demitour autour du milieu deBC] (ou de celui de@D]), on obtient un deuxiéme hexagc
collé au premier, et I'on constate gle bloc ainsi obtenpermet de paver le pl, avec un pavage
périodique de typp2, & cause des symétries de c-tour.

Figure 45: Pavage par hexagone de typEn hautle pavé de bas&n bas les deux hexagones
déduisant par demi-todr gauch, donnant le parallélogramme génératmuicentr,, et un exemple de
pavagea droite

6.2. Pavage de type 2

Les contraintes sont les suivar :

B+C+E=2p
AB=DE
CD=EF

Comment construire un tel hexagoffigure 49 ? Donnons-noufB = DE = a, etCD = EF = h.
Celapermet de construire le trian(DEF, en prenanED = 1, ce qui impose gqLa + b < 1. Dés lors,
'angle E est déterminéainsi que les deux autres angles du trie. Le triangleDEF peut ainsi étre
construit (on a prisHD] horizontal ave x = yr = 0 etxp = 1,yp = 0). Dans un deuxieme tem|



30

construisons le trianglBC’A’ avecC'D = b, C’A’ =@, et C'=p - E (triangle vert sur ldigure 46,

en choisissant de prendi@@’] vertical. Puis tournons ce triangle d’un angleetponque autour de

D, ce qui nous donne le poi@t ainsi que le poinA” image deA’ par cette rotation (triangle rouge
sur lafigure 49. Pour que I'hexagone reste convexe, il convienpendre < /2 — angleEDF). I
reste a faire une translation de vecteur A”A = CB, ce vecteur étant choisi arbitrairement, sous
réserve qu'’il soit dans le secteur angulaire dgfari [DC) et [CA”) pour préserver la convexité. On a

alors le parallélogramm@A” AB, d’ou les pointsA etB déduits par la translation. On constate éje
+ angleBCA) = dans le parallélogramme. Avec en plus amy@f’) = — E on a bien

B+C+ E=2p, ce qui permet de comprendre a posteriori la coctdn du triangleDC A
Finalement la forme de I'hexagone dépend de quetramétres, les longueuasetb, I'angle et le
vecteurV.

Figure 46: En haut 'hexagone du type Zn bas les étapes de sa construction.

On en déduit la partie du programme construisaeixagone :

a=0.75; b=0.4; alpha=20.*M_PI/180.; xVA=B; yVA=-0.2; /* les parameétres */
cosE=(a*a+b*b-1.)/(2.*a*b); E=acos(cosE); nsta*sin(E); F=asin(sinF);
X[5]=0.; y[5]=0.; /*le point F */

X[3]=1.; y[3]=0.; /*le point D */

x[4]=b*cos(F); y[4]=b*sinE  /* le point E */

XCC=x[3]; yCC=-b; /* le point C' */

CC=M_PI-E;

xAA=xCC-a*sin(CC) ;yAA=yCC+a*cos(CC)/* le point A’ */
X[2]=(xCC-x[3])*cos(alpha) - (yCC-y[3])*sin(alpha)+8]; /* rotation d’angle pour passer de C’' a C */
y[2]=(xCC-x[3])*sin(alpha) + (yCC-y[3])*cos(alpha)+$];
xAAA=(xAA-x[3])*cos(alpha) - (yAA-y[3])*sin(alpha)[3]; /* le point A" */
yAAA=(xAA-x[3])*sin(alpha) + (yAA-y[3])*cos(alpha)[3];

X[0]=xAAA+xVA; y[0]=yAAA+yVA; /[*le point A */

X[1]=xX[2]+xVA; y[1]=y[2]+yVA;  [* le point B */

Passons au pavage. A partir de notre hexagoneribt 3 4 5fjgure 47, commencgons par tracer
son symétrique par demi-tour autour du milieu dynsent [1 2], ce qui donne I'hexagone numéroté de
12 4 17. On s’apercoit alors que le triangle 34516 16 17) peut étre plagué sur I'encoche 3 7 12,
mais a I'envers. Cela permet de placer I'hexagameénoté 6 7 8 9 10 11 de sens indirect. Il reste a
pratiquer un demi-tour autour du milieu du segmgntll] pour obtenir le quatrieme hexagone
numéroté de 18 a 23. Ces quatre hexagones acecéiEnfent une bordure gauche qui peut s’encastrer
dans la bordure droite, et de méme en haut et & Ga en déduit les deux vecteurs de translation,
soit 5 12et0 21 Et le pavage peut étre effectué. La présenceee-tburs et de symeétries glissées
font que le pavage périodique est du tppg (figure 48 en ha)t
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Figure 47: Les quatre hexagones accolés, permettant d'eéngele pavage périodique.

La seule difficulté réside dans la symétrie glisisant passer de I'hexagone initial (de 0 a 5) a
’hexagone retourné (de 6 a 11). On s’apercoit tpevecteur unitaire53 du repere initial est
transformé en vecteur unitaitd 9 et que le vecteur de I'axe vertical du rep@&me lfleusur lafigure
47) devient un vecteur porté par la perpendiculaifel @ et dirigé vers le baef bleuaussi). Cela

. C e . . . ax oay .
revient a faire intervenir la matrice vectorielle avecax etay coordonnées du vecteBrl2
ay X

puis a faire une translation de 3 vers 12. Toua @doutit au programme de construction des 4
hexagones :

xi=0.5*(x[1]+x[2]); yi=0.5*(y[1]+Y[2]); [* milieu de [1 2] */

for(i=0;i<6;i++) { x[i+12]=2.*xi-X[i]; y[i+12]=2.*y i-y[i];} [* deuxieme hexagone par demi-tour */
ax=x[12]-x[3]; ay=y[12]-y[3]; * coefficients de la matrice de la symétrie glesgé

for(i=0;i<6;i++) { x[i+6]=x[3]+ax*x[i]+ay*y[i]; y[i+6]=y[3]+ay*x[i]-ax*y][i]; [* troisieme hexagone */
Xii=0.5%(x[11]+x[6]); yii=0.5*(y[11]+y[6]); /* milieu de [6 11] */

for(i=0;i<6;i++) { x[i+18]=2.*xii-x[i+6]; y[i+18] =2.*yii-y[i+6];}  /* quatriéme hexagone par demi-tour */
xV1=x[12]-X[5]; yV1=y[12]-y[5]; [* les deux vecteurs de translations */

xV2=x[21]-x[0]; yV2=y[21]-y[O];

Il ne reste plus qu’a pratiquer les translationsr@voir le pavagefiure 49.

Figure 48: En haut les quatre hexagones se déduisant par syméisgglet demi-tours, ce qui
donne le motif générateur, puis le parallélograngéeérateur, avec ses symétries (ert pour
indiquer la direction de la symétrie glissée, direle motif de la cellule minimale génératrice,i qu
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subit une symétrie glige puis un der-tour pour remplir le parallélogrammEn ba:, un exemple du
pavage par hexagone du type 2.

6.3. Pavage de type 3

Les contraintes sont :

B=D=F =120°
BA= BC, DC= DE, FE= FA

Pour constuire cet hexagone, le plus simple espattir d'un triangle ACE quelconque,
d’accoler sur chacun de ses c6tés un triangle lsamint un angle est de 120°. Puis, par rotatior
centre B et d’angle 23, on obtient deux nouveaux hexago Ce bloc de trois hexagongpeut
ensuite étre reproduit par translations de vectl0 12 et 6 4 (figure 49 en haut a droi).
Remarquons que le triangBDF est équilatéral, grace au théoréme dit de Napol'’ Le pavage

régulier obtenu par ces trianc équilatéraux explique aussi le pavage par le moldéiagonal di
type 3 figure 49.

)\J\\)\\)\L NAA

Figure 49: En haut’hexagone du type 3, et le formation du bloc aésthexagones permettant

pavageEn bas a gauchke pavage avecs triangles équilatéraux sojaeents, ea droitele coloriage
des pavés hexgonaux.

' pour plus de détails, voir sur mon théoréme d’Escher et théoréme de Napoléon, pavagkgxagone.
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