Droites et géomeétrie discrete (1)
Mots associés aux droites,
et
phénomeénes de moirures

On distingue deux types de droites, celles ayaatpamte rationnelle et celles ayant
une pente irrationnelle. Dans les deux cas, on asscier a une droite un mot a base
de deux lettres, notéeset b, ou O et 1. Nous traitons d’abord le cas ou laig@st
rationnelle (quotient de deux nombres entiers). bjéotif est d’expliquer les
phénomenes de moirures qui apparaissent a caulsediscrétisation nécessaire pour
tracer une droite sur un écran d’ordinateur.

1) Cas ou la pente est rationnelle

Commencons par rappeler comment associer un mairéia une droite. Dans un
repereOxy ou s’inscrit un quadrillage de points a coordonegtéres, considérons le
segment QA] avec A (D, N) a coordonnées entieres. On suppose Njet D sont
premiers entre eux. La pente est la fraction irréductidie/ D (N / D est un nombre
rationnel), et on suppose ici qu’elle est strictetreomprise entre 0 et 1, ce qui permet
de I'approcher par des traits et 7.

1-a) Suite arithmétiqgue modulaire associée

Dans ces conditions, on sait que le segment esbelpp au plus prés par en dessous
par des points du quadrillage joints par des traitgaires horizontaux notés ou
diagonaux notéb, ceux-ci correspondant aux montées et descenteslagrogression
arithmétigue modulaireuf) avec la récurrenag.; = U, + N ramenée modulD (entre O
etD — 1) en partant dep = 0, et cela jusqu’au premier retour & 0.

Exemples

1) Pente 5/ 11 : la suite arithmétique de raisam&dulo 11 s’écrit :
0 5104 9 3 8 2 7 160,
aa babababa,b
ce qui donne le chemin rasant atcorrespond a un trait horizontal leta un trait
vertical :

1A
L7

1 | chemin rasant sous la droite de pente 5/ 11

! Le segment ne contient aucun point & coordonné&ses, a part ses extrémités.

2 Ramener moduld® signifie que chaque fois qu'un terme de la suiépasseD, on lui
enleveD de fagon a rester toujours placé entre D et 1. On notera la récurrence modulaire
Un+1 = Uy + N [D]



2)Pente8/13:onalasuite0 8 3 11
ababob
et le chemin rasant correspondant :

® 1127 2
ababbahb

L~

Remarques

. Si I'on prend maintenant la droite de pente ratei@N / D, le mot infini qui
lui correspond est formé de la répétition infinie ésultat obtenu ci-dessus (de 0 au
premier retour a O pour la suita,)). Le mot est périodique. Par exemple pour latdroi
de pente 8/ 13, la période du motasalf ab (ab’).

. Reprenons le bloc périodique de la suitg.(Si on le lit a I'envers, on a une
suite arithmétique moduld de raison -N (ou si I'on veuD —N). La lecture a I'envers
transformea enb et vice-versa. On appelle miroir inverseé la shitede droite a gauche
avec interversion deset desh. En faisant cela, on obtient le mot associé adéeal(ou
au segment) de pente «complémentair®»—N) / D. Quand deux pentes sont
complémentaires, elles sont I'une inférieure aitfa supérieure a 1/2. La connaissance
du mot de I'une permet d’avoir celui de l'autrer Baemple, le mot associé a la pente
8 /21 est @’b)’ab)?a’bab Celui associé a 13 / 21 est datmalf(ab(ab?’)?)?.

. Pour passer du mot associ®d D au mot associé & / (D + N) il suffit de
remplacer chaque lettte parab. Et ce processus est réversible. En effet, chémjse
gue I'on a une descente entre deux termes sucsaksifa suite associéeNa/D, cela
signifie qu’en ajoutaniN on a dépassP et qu’alors on enlev®. Par contre dans la
suite associée B /(D + N) qui est moduld + N, il y a encore une montée, et c’est
seulement au coup suivant que se produit une desdgea sont les seuls changements
entre les deux suites, la premiere se retrouvams teadeuxieme. Ainsi seul chaghe
est remplacé pab.

Exemples

) o NN NN\
o Pour 11 /16, la suite commence ainsi ;0 11 6 1 12 7 2 13 ...

s LN RN
Celle associée a 11/ (16 +11)=11/27est0 11 22 6 17 1 12 23 7 18 2 ...



o Inversement, prenons la fraction 17 / 74. La divisde 75 par 17 a pour quotient
q =4 et pour restB%N = 6.°Prenons maintenant la fraction 17 / (74 — 3 . 1Iy# 23.
Celle-ci donne le moab® (ab®)®. On en déduit le mot associé a 17 /74 : il sufét
remplacer chaque para’b , ce qui donnea(a®v)*(a(a’b)?)°.

Dans le cas général, la fractiod /D peut étre remplacée par la fraction
N/(D-@-1)N) =N/ (N+ D%N), puis on passe du mot associée a cette derniére
fraction & celui de la premiére en faisant la tion b — a% b

. Mots de Christoffel: au lieu de tracer un chemin rasant a base dis tra
horizontauxa et diagonauxb, on peut remplacer chaque trait diagonal par ait tr
horizontal suivi d’'un trait vertical. On obtientnai un chemin rasant par en-dessous a
base de traits horizontaux, notgset de traits verticaux notés aubsiCela revient a
transformer léb diagonal du chemin rasant horizontal - diagonalgta Or on vient de
voir que la substitutiom — ab faisait passer de la droite de pebté N a la droite de
penteD / (D + N) pour les chemins rasants horizontal-diagonalmat associé a la
penteD / (D + N) s’obtient en pratiquant la récurrengg; =u, + D + N [D] ou I'on
note ses montées et ses descentes. Maintenantrle mét peut étre associé au chemin
rasant horizontal - vertical correspondant a laiterde penteD /N. Un tel mot est
appelé mot de Christoffel. On a ainsi la possibitle deux types de chemins rasants, le
passage de I'un a l'autre étant simple, et ils sd®¥it aux mémes types de récurrences.

// LT

el
ot //

el

Les deux types de chemins rasants. Le chemin rdsai#ontal-diagonal pour la
pente 3 /114 gauchg et le chemin rasant horizontal-vertical pour Enfe 3 / 8
droite) donnent le méme makhabaaabaahb étant un pas diagonal dans le premier cas,
et un pas vertical dans le second.

1-b) Découpage du mot en blocs

Reprenons le bloc périodique formé des termes saidsale () , deup = 0 jusqu’au
premier retour a 0. Ce dernier terme @st et les termes day a up - ; forment une
permutation des nombres dg, soit {0, 1, ...,D — 1}, puisqueN est suppose premier
avecD.? A chaque droite est ainsi associée une permutation.

Faisons maintenant la récurrence en partant dea@ atlant jusqu’a 1 ou — 1 (soit
D — 1) en s’arrétant a celui des deux trouvé en @em@n distingue deux cas :

® Le reste d’une division est notée avec le sympbolé.e resteD % N est toujours compris
entre 0 eN — 1. Le reste est aussi le nomBrauguel on enleve un certain nombre de fbie
fagon a obtenir un résultat entre @et 1.

* La suite arithmétique modulaire s’écrit sous feraxplicite : u, = k N[D]. On retombe sur
0 lorsquek N = 0 D], soitk N=gD, et commeD est premier avel et gu'il divisek N (pourq
autre que 0), il divis&. La plus petite valeur de(autre que 0) efd. Les termes compris entre
Uo etup_, sont tous différents car si I'on avaijt=u; avec 0<i <j <D - 1, on aurait;_; = 0, ce
gui est impossible. On obtient bien une permutaties;.



. Premier cas: on tombe sur 1 en premier. Considélenpremier bloc de
nombres allant de 0 & 1 compris. Sa longuesst telle quN T=1 D], soit T=N"*
inverse deN modulo D (il existe puisqueN est premier ave®). Sauf dans le cas
exceptionnel des fractions de la forme ,/° on obtient une succession de blocs de
méme longueur, le premier commencant par O, leidmepar 1, etc., avec a la fin
seulement un bloc résiduel plus court.

Par exemple, pour 16 / 35, on a la dispositionasu® :

[ N M+ D-1 [l

01632..2011733..2121834..223190
e e e —

SoitM le plus grand élément du premier bloc (32 danshegle ci-dessus). Comme
on passe d'un bloc au suivant en ajoutant 1 ternberrae, on peut continuer ainsi
jusqu’au bloc ou le maximum eBt— 1, ce maximum étant dans la méme position que
M dans le premier bloc. Il reste aprés un bloc wegiglus court qui se termine par 0, et
la position de ce 0 final est la méme que cell®dians le premier bloc.

Il en est de méme pour le mot & baseadd deb. Il est formé de la répétition du
méme blodA, avec a la fin un bloc résiduel formé d’'un débutbibc A sauf que soa
final est transformé eh. En appelantA ce début de blo& modifié, le mot est de la
forme dA A%, Ainsi le mot associé a la fraction 16 / 35 s'gaviec le méme bloé
répéte trois fois et son bloc résiduel de long@eur

(a®b(ab)®)® ab, le bloc résiduel étant le début du bloc inidal(de up u,) avec son
derniera transformé e (puisqu’on redescend a 0).

. Deuxiéme cas : on tombe sur — 1 (Du— 1) en premier. Dans ce cas on
pratique un miroir inversé pour se retrouver daneds précédent, ce qui correspond a
la fraction complémentairdD(— N) / N. On a des blocs de longueli= (- N)™. Par
exemple avec 13/21,0n a:

013518102 157201241791 14619113 1680
— e -
A A
La lecture de droite & gauche donne deux bfode longueuf = (- 13y [21] = 8¢

= 8. Puis en revenant a la lecture dans le semsabode gauche a droite, on a un mot
de la formefA A%, commencant par le bloc résiddil(une fin deA dont leb qui est en
premier est remplacé pa) suivi d’'une répétition de blods. Par exemple, pour 13/ 21,
on obtient le bloc résiduehbalf suivi de @b (ab’)?)? Remarquons que les deux
fractions complémentaird$/ D et © —N) / D ont les mémes longueurs de bld¢soit
(- N)}, et que la position de -1 dans la récurrence wesgig-N)™, celle de 1 étariy™.
On est dans le cas ou l'inverse dd moduloD est inférieur & I'inverse ds.

La distinction entre les deux cas précédents ssdaiant que l'inverse dd modulo
D est inférieur ou non a celui deN-

> On n'a pas de bloc résiduel dans le cas excemionin T divise D, il existe alors un
nombre q> 1 tel queD =g T. Ce nombre doit aussi vérifig = 0 [D], soitq N = 0 [D], d’oll
g = 0 [D]. La seule possibilité est=D, d'ouT = 1 (et par suit& = 1), car si I'on avaitj = kD
aveck >1, cela imposeraiD =kD T, kT = 1, ce qui est impossible.



Exemple: chercher les mots associés aux fractions congaiéaires 2 /21 et 19/ 21.

Calculons 2 [21] = 11, d'ou (-2)' = 10. Comme 19 < (-19)*, on commence par la
fraction 19 /21 ou le 1 arrive avant — 1. Le bfoest 019171513119 7 5 3, ce
qui donne le moab’. Avec M = 19, on trouve deux blocs succes#f®t un bloc
résiduel réduit &. Le mot estgb’)?b, et le mot associé a la pente 2 / 11aéatb),

1-c) Mot associé a la droite et arbre binaire

Reprenons le segment d’extrémités O et le pdnt\) avecD etN premiers entre
eux. La pente est la fraction irréductiNe/ D. L’équation de la droite correspondante
estN x—D y = 0 avecx ety réels. Les seuls points a coordonnées entiereggiment
[OA] sont ses extrémités. Pour trouver les poirty)(a coordonnées entiéres les plus
proches du segment, on faitx—D y = 1 ou — 1. Grace au théoréme de Bezout élargi,
on sait que I'équatioN x—D y = 1 admet une solution unique avec 8 <D, et 0 <y
< N, il s'agit du point le plus proche d®©A situé au-dessous. On sait aussi que
'équationN x—D y = — 1 admet une solution unique avec 8 <D, et 0 <y <N, il
s’agit du point le plus proche d@A situé au-dessus.

AppelonsAy(d;, ny) le point trouvé au-dessous &f(d,, ny) le point au-dessus. Les
coordonnées de ces deux points sont aussi des esmpiemiers entre eOn vérifie
aisément que I'on B; + np =N etd; + d, = D. Ainsi la connaissance d’un point donne
l'autre. Cela signifie aussi que le vect€, est égal a\;A. Ainsi le segmentQA] est
la diagonale d’'un parallélogramr,AA;, dont on est sOr qu’il ne contient aucun point
a coordonnées entiéres en son intérieur stridg®seuls points a coordonnées entieres
sur la bordure sont les sommets du parallélogramme)

N Le segment@A] de penteN / D est ainsi approché au plus prés en-
D dessous par le segmefi4] de penten; / d;, suivi du segmentdA] de
/ \ penten, /d,, avecn; / d; < n, /d,. Cela nous conduit & dessiner un arbre
nj np binaire ouN /D a deux fils, celui de gauche étant numériquement
d1 d2 inférieur a celui de droite. Par exemple :
3 3
8 7
25 P
1 2 7 1
3 5 5 2
=
/ /

6 Puisquen; etd; veérifient N d, —D n, = 1, cela prouve que etd; sont premiers entre eux,
et de méme pour l'autre point avdah, —D n, = -1. On dit queN /D etn, / d; sont des fractions
proches, et aushl /D etn, / da.

A leur tour, les fractions, / d; etn, / d, sont des fractions proches car elles vérifiensiaus
n; d, —n, dy = 1. En effet on a, grace aux deux équationsalesi multipliées pal, pour I'une
etd; pour l'autre :N ¢y d,— D n; d=d, et N &, di— D n, d;= - dy, la soustraction de ces deux
équations donne aprés simplificationd, —n, d; = 1.



On voit apparaitre deux cas: la fraction du fils gauche a un dénominateur
inférieur a celle de droite, ou inversement. Onedippa « grand » frére celui qui a le
plus grand dénominateur (ou numérateur). Dansdelea fils de 3 / 8, le grand frére est
a droite, et pour 3/ 7 le grand frére est a gauCbenment faire la distinction ? Prenons
la fraction de gauche (toujours la plus petite ntmoéement); / d; avecN o, —D ny = 1,
dot Nd, =1 D] etd;, = N*[D] et de mémael, = (-N)* [D]. On ad; < d, ssi N*< (-N)™. On
retrouve la distinction faite dans le paragraphéz@dent, lors du découpage du mot associé a la
droite en blocs.

La décomposition du segmer®A4] en deux segments peut étre répétée sur chaceesde
deux segments. On obtient ainsi le développemeam drbre binaire jusqu'a des feuilles
correspondant aux fractions 0 / 1 ou 1 / 1. Ce ldgpement est automatique, grace a la
propriété suivante :

Un des deux fils du grand frere est le clone dit frétre (si le petit frere est a gauche, le fils
concerné est aussi a gauche, et de méme a droite).

N/D N/D
7N 7N
nl/dl  n2/d2 nl/dl n2/d2
P A%
nl/dl n2/d2
cas ou le grand frem/d, cas ou le grand fremg/d;
est a droite est a gauche

Exemples

e 3/8: La connaissance d'un fils de 3/8, 1/3 ou it pour construire toute
I'arborescence binaire, et en remontant de comstigi mot associé a la pente
3/8, soit @ab)® ab ol I'on retrouve le blo& (aab) répété, suivi d’un bloc résiduel
ab qui est un début da ou le derniera est remplacé pdr. Remarquons qu’on
est dans le cas o le fils de 3/8 qui est le gfegré est a droiteN* [D] < (-N)?,
ou encore dans la récurrence sy 6n tombe sur 1 avant — 1).

e 3/7:0n est ici dans le cas ou le fils de 3/7 gsti le grand frére est situé a
gauche. En remontant on trouve le m¢ab)°.

3/8 aab aab ab 3/7 aababab
aabl/3 2/5 aabab aabab 2/5 12 ab
NN PANTA
aabl/3 1/2 ab aab1/3 1/2 ab

/N PANRA
0/1 1/2, 0/1 1/2

a ab a ab
Of{\lfl Oz’l/ \lfl
a b a b



Plus généralement, on a deux cas de figure selerdans la suiteuf) on tombe sur
1 avant — 1 (premier cas) ou inversement (deuxieasg On notera que dans le premier
cas, apres la répétition du blég le bloc résiduel final est non seulement un déhut
bloc A modifié ou encore une fin d& plus précisément le sous-arbre droiteAdect
dans le deuxieme cas le bloc résiduel initial et fin de A modifiée ou encore un
début deA, soit le sous-arbre gaucheAle

Premier cas Deuxieme cas
A A
A A
A A
A
"o N
mot : A% . sous-arbre droit d& mot : sous-arbre gaucherdeA

Algorithme pour résoudre I'équationN x—-Dy=1 (0<x <D, 0<y<N)

On a vu que la seule connaissance d'un fillNdeD suffit a construire rapidement
toute l'arborescence qui permet d'avoir le mot aegs@a la penteN / D. On va
maintenant fabriquer un algorithme qui permet dbtenir’

Pour cela, on pratique la récurrenggi = u, + N [D] et notant I'évolution de
I'abscissex et de I'ordonnég du chemin rasant sous la droite de péhté.

. Si 'on tombe sur 1 avard — 1, on Ss’arréte en notant les valeursxdet y
obtenues. On vient d’obtenir le bloc corresponaala fractiony / x proche deN / D et
qui lui est inférieure, c’est-a-dire la solution dex—Dy = 1 pour 0 x<D et 0 <y <
N.

. Sinon, on prend la fraction complémentaide«N) / D en faisant la récurrence
Un+1 = Uy + D —N [D], et I'on s’arréte des que I'on tombe sur 1, etanbles valeurs de
x ety obtenues, on vient d’obtenir la fractigrl x proche de —N) / D et qui lui est
inférieure, c'est-a-dire la solution dd® ¢ N) x — D y = 1. Cette égalité s’écrit aussi
—Nx+D (X-y)=1,ouencoré&N Xx—D (x-y)=-1,0uX-y)/xest la fraction
proche deN / D qui lui est supérieure. Celle qui est infériease © —X) / (N —x +Y),
d’ou la solution de I'équationN (D —xX) =D (N—x +Yy) = 1.

On en déduit le programme :

flag=0; u=0; y=0;x=0;
while (u'=1)
{ x++; u+=N; if (u>=D) {u-=D; y++;}
if (u==D-1) {flag=1; break;}
}
if (flag==0)

"Il existe deux méthodes pour trouver une fracpooche deN / D ou, ce qui revient au
méme, une solution de I'équation liée au théoremddezout. Une méthode est I'algorithme
d’Euclide élargi, l'autre est la décomposition eacfions continuées : I'avant-derniere réduite
est la solution cherchée. On va disposer maintatiane troisieme méthode.



printf("L'équation %d x - %d y = 1 a pour sidn X = %d, y = %d",N, D, X, y);
else if (flag==1)
{ u=0; y=0;x=0;
while (u!=1) {x++; u+=D-N; if (u>=D) {u-=Dy++;}}
printf("L'équation %d x - %d y = 1 a pour stdn X = %d, y = %d",
N,D,D-x, N=x+Yy);
}

1-d) Décomposition du mot en sous-mots longs et ctai

Nous allons montrer la propriété suivante : LorsigupenteN / D de la droite est
inférieure a 1/2, le mot qui lui est associé esnt®d de sous-mots cour@&de la forme
a“b et longsL de la formea“*'b (sauf dans le cas exceptionnel des pen@od/le mot
s'écrita®h). Et lorsque la pente est >1/2, on a les bifet ab*®.

PrenondN / D <1/2 (avedN # 1), et procédons a la transformation suivantejearx
temps :

N/D — N/ (N +D%N) — D%N / (N + D%N).

Le premier passage d¢/ D aN / (N + D%N) correspond a une substitution de la
formeb — ab, comme on I'a vu dans une remarque du paragrag)eetl la fraction
obtenue est supérieure a 1/2. Le deuxieme passaiye/ @N + D%N) a D%N / (N +
D%N) correspond a un miroir inversé, et donne finalenume fraction < 1/2. Au terme
de la transformation, on a une nouvelle fractiomtde numérateubD%N (< N) est
inférieur a celuiN de la fraction initiale. En répétant cette transfation, on est sdr
d’arriver en un nombre fini de coups a une fractol/2 de numérateur 1, dont le mot
est de la forma’ (avecg>1). Puis on pratique la transformation inverse pregniére
fois : elle donneab? puisa(@h)? = a**b (a“b)4™. On a bien la présence des deux types
de mots longs et courts. Puis on répeéte la tramsfton inverse jusqu’au retoum&/ D.

Il'y a préservation des motset C, comme on le vérifie par récurrence : on part d’'un
mot formé avec des sous-matsa’b etC = a®b (d>1). Par miroir inversé, on a un mot
avec les bloct’ = ab” et C'= ab®™. Il reste & pratiquer la substitutibn— a“b, ce qui
conduit & la présence des bloag“b)? = a**b (a“b)* et a(a@b)®* = a**b (ab)?2 On
trouve bien la présence des deux types de hloes“"'b et C = ab. D'ou la propriété
annoncee.

Remarques

. Pour une pentdl / D < 1/2, ou le mot a toutes ses lettbeisolées (aucun bloc
bb), celui-ci commence par un mot lohget se termine par un mot cout Dans
I'arborescence correspondante issue de la frabtioD il en est de méme pour les sous-
arbres puisque les fractions sont aussi < 1/2. @n aésultat inverse si la pente est
supérieure a 1/2.

Prenons le premier mot associé a la droite, dessimduge
a gauche sur le dessin. Si I'on avait le méme miat f&n, le
point correspondant serait au-dessus de la drettaqyon en

dessous. Le dernier mot doit étre plus court quedenier. On
ne peut avoir qu’'un mdt au début et un ma a la fin.




. Pour une pent®&l / D inférieure a 1/2, le nombre de blocsou C estN, la
longueur d’un blo€ est [© —N) / N], et le nombre de blodsest D — N)%N.?

Chaque bloc ne contient qu’'une lettsecorrespondant a une montée de 1. Il 'y a
autant de blocs que de lettieset le nombre dé estN, qui est aussi le nombre de
blocs. Le nombre da estD — N. Divisons ce nombre d& par le nombre de blocs.
Comme la différence de longueur entre les blbcst C est égale a 1, le quotient
[(D —N) / N] est forcément la longueur d’'un bloc court, etdste D —N)%N donne le
nombre de blocs longs.

Tous les résultats obtenus jusqu’a présent permettetrouver le mot associé a une
droite, sans avoir besoin de fabriquer la suittharétique modulaire qui le définit.

Exemples

. 7/ 103 : le nombre de est 7 et celui dea est 96. Le nombre de blotsou C
est 7. La division de 96 par 7 donne 13 comme quobtet 5 comme reste : le mot
compte 5 mots longs-*b, et 2 mots coura'b. Cela ne suffit pas pour connaitre le mot.
Alors calculons linverse dBl, soit 7 modulo 103. On trouve 59. L’inverse dil,—qui
vaut 44, est inférieur. Le mot est de la forme sanlise gauche dA concaténé a des
blocsA. Comme un blo@ est de longueur 44, il y a deux bldgde bloc résiduel initial
est de longueur 15 : il s’agit dé%a, et le blocA qui commence pa'‘b et se termine
para™®b ne peut étre qua*’b a**b a'*b, d’outl le mota™b (a**b(a*h)?)%

. 98 / 103 : le mot comporte 98et 5a, d’ou 5 blocsl ouC. La division de 98
par 5 a pour quotient 19 et pour reste 3. Le motpte 3 mots longk ab® et 2 mots
courtsC ab™. Avec 98" = 41 < N [103], un blocA a pour longueur 41, et le mot est
de la formeA?- sous-arbre droit d&, d’ou @b™® ab®®)? ab®.

1-e) Rythmique de la progression arithmétique modualire, et
construction récursive du mot associé a la droite

On s’'intéresse ici aux droites de pemte D, cette fraction étant irréductible et
strictement comprise entre 0 et 1 / 2. On saitlgueneminement rasant par en dessous,
allant du pointO au point D, N) s’obtient grace a la suite,j obtenue en pratiquant la
récurrencei,s1 = Uy + N [D] a partir deup = 0 et jusqu’au premier retour a 0, en lisant
ses montées notéag(pas horizontal) et ses descentes nobégmms diagonal). On sait
gue le mot obtenu se décompose en sous-mots loegjsourtsC, le court ayant une
lettre de moins. Et comme on prend ici une penfigrigure a 1 / 2, les lettrds sont
isolées et constituent la fin de chaque bloc lomgaurt (sauf pour les fractions du type
1 /D). Un bloc long est de la forn&8b et un bloc court est" b avecn = [D / N].

Prenons I'exemple de la fraction 5/ 11 (< 1 /®)ec [11/5] =2, on & =a’b etC
= ab. La suite () s’écrit :

0510493827160

a a babababab

8 PourN>D/ 2, on ale méme type de résultats : le nombigatsL ouC estD —N, le
nombre de$ dans un blo€ estN/ (D —N), et le nombre de blodsestN%(D —N).
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Comme chaque bloc se termine parbuil commence par un terme dg,) compris
entre 0 etN — 1 = 4, et I'on constate que la suite extraitd @ 2 1 0 constitue la
séparation entre les blocs, plus précisément ungéaaorrespond a un bloc long et
une descente a un bloc court, dlo€ CC C

Montrons le dans le cas général. Un bloc court @ pangueur D / N) et un bloc
long [D / N] + 1. Dans la suiteuf) ou I'on va deN enN [D], I'intervalle occupé par un
bloc court estD / N] . N =D —D%N (puisque par définition de la division euclidienne
D =[D/N] N + D%N). De méme celui d’'un bloc long €3t+ N —D%N. Et comme on
travaille moduloD, cela revient a avancer 8e— D%N pour un bloc long et de reculer
de D%N pour un bloc court. Par exemple avancer de 4 culeede 1 dans I'exemple
de 5/ 11. Mais comment choisir un seul de ces?d@®st la qu’intervient le fait que
chaqgue bloc se termine par lpnce qui nous contraint & prendre des termas, dguées
entre 0 eN — 1. Tout cela revient a pratiquer la récurrengce = u, + N —D%N [N]
(ou ce qui revient au ménugs1 = U, —D%N [N]). La suite extraite dauf) obtenue ainsi
donne la séparation des blocs, avec en plus |l@mpeésd’'un bloc long quand on monte
de N — D%N, et celle d’'un bloc court lorsque 'on descendlN. On aboutit aux
regles suivantes.

Regles sur la disposition des mots longs et des maburts

Regle 1. Pour la droite de pentd / D inférieure a 1 / 2, associée a la suite
arithmétique un+1 = Uy + N [D], la disposition de ses sous-mots longs et cawtgtient
en pratiquant la suite arithmeétique., = u, + N — D%N [N] (correspondant a la droite
de pentel — D%N) / N) a partir duup = 0, en lisant ses montées et ses descentes, une
montée correspondant a un sous-mot lore une descente a un sous-mot cQuidans
le mot de droite de peni¢/D.

Exemple : mot associé a 5/ 11 (<1/2): on a [1%/8] d'ouL =a’b etC =ab. On a
aussi 11%5 = 1, on prend la pente (5 — 1)/5 H4odur avoir la rythmique de 5/ 11.
Pour 4 /5, on a le mot associé a la suite aritquétD 4 3 2 1 0, saétbbbb=ab*. On en
déduit le mot associé & 5 / 1B%b(ab)®. On le vérifie en faisant directement la

Regle 2: La lecture des montées et descentes dans &uguit u, + N — D%N [N]
(ou encoreuns1 = uyp — D%N [N]) revient a lire les montées et descentes dassite
« complémentaire b1 = U, + D%N [N] puis a pratiquer un miroir inverse.

Exemple : Pour 5/ 11, faisons maintenant la réowe :u,.1 = u, + D%N [N], soit
Us1=Un+1[5]: 012340, doule mab, puis on fait le miroir inversab® , et I'on
retrouve la rythmique de 5/ 11 précédemment treuve

Algorithme constructif

Ces deux régles vont nous permettre de constrelinedt associé B / D, avec ses
blocs longs et courts, grace a I'algorithme suivant

. SiN/Dest>1/2, onprend la fraction complémentaibe{N) / D, a
condition de prévoir ensuite un miroir inversé. Part maintenant toujours d’une
fraction inférieure a 1/ 2.
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. Puis on répete la régle 1, qui fait passer d’'uaetion a une nouvelle fraction
dont les numérateurs et dénominateurs sont plits.p@n finit toujours par tomber sur
une fraction de la forme 1d, dont le mot es&” ~ b, puis on remonte & la fraction
initiale par substitutions successives. Mais cé&strvalable que si toutes les fractions
sont < 1/ 2. C'est la que la regle 2 intervieon: sait que I'on peut prendre soit la
fraction (N —D%N) / N soit la fractionD%N / N (a condition dans ce cas de pratiquer un
miroir inversé). Sur ces deux fractions I'une estjaurs <1 / 2 (sauf si 'on tombe
exactement sur 1/ 2, ce qui ne peut arriver qufil, et c’est elle que I'on choisit.

Exemples

1)5/13:[13/5] = 2, d’'otl = a’b etC =ab. D’autre part D%N =13%5 = 3 eN —
D%N= 2. On prend 2.

« fraction 2/5: [5/2] =2, d'olt =a’b etC =ab. D%N =5%2 = 1 etN —D%N
=1.

. Fraction 1 /2 ab.

Puis on remonteab — a’b ab— (a’h)? ab &b abqui correspond &5/ 11.

2)17/74:[74117] = 4, d'olL =a’b etC =a’h. D'autre part D%N =74%17 = 6
etN—-D%N=11. On prend 6.

. fraction 6 / 17 : il faudra faire un miroir inver§d7 / 6] = 2, d’ollL = a’b et
C=ab. D%N =17%6 =5 elN —D%N = 1.

«  Fraction 1/6 : le mot esfh.

Puis on remonte a° — (@%0)° ab — ab@?)® — a*b a (@%b @h))° qui
correspond a 17 / 74.

1-f) Droites et phénomenes de moiré
Probleme

Donnons-nous un hombE et construisons tous les segments
issus de I'originéD et de penta / D oun prend toutes les valeurs
sur [0D]. On obtient un faisceau d& + 1 droites inscrit dans un
triangle du quadrillage des points a coordonnédieres. On
colorie les points du quadrillage suivant le nomtbeefois ou ils
sont touchés lors du tracé des segments. On \gsuainsi une
densité « lumineuse » en chaque point.

0 D

Observation des résultats

Au lieu d’'un dégradé regulier des couleurs, lamdssation des droites provoque la
formation de bandes verticales de densité constamiés avec des frontiéres floues
entre elles, c’est la que se produisent des phémesrnge moiré. Ceux-ci se développent
surtout sur la partie droite du dessin (pourentre D / 2 et D), sous la forme
d’hyperboles.
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PouD = 103, phénoméenes de moiré et bandes coloriéggales,a gaucheen
nuances de gris (du blanc au noir lorsque la derdiininue), et & droite avec des
couleurs au hasard pour faire ressortir les baneldEales et les moirures.

Explications de ces phénomenes
1) Calcul de la densité

Pour des besoins de simplification, supposons déaqaeD est un nombre premier
impair. Toutes les pentes/D des droites sont des fractions irréductibles (pode 1 a
D - 1), et donnent des mots tels qu’on les a vusépigmment. Nous allons nous placer
sur une vertical& = cte et nous intéresser a la densité de chacseslpoints. Dans les
cas extrémes = D, la densité est partout 1, et poxr 0, elle vauD + 17

Rappelons que pour une droite de penfeD donnée, le point d’abscisgde plus
proche en dessous a pour ordonpée[n x/ D]. La densité d'un pointx( y) donné est
donc le nombre de valeurs deérifianty = [n x/ D].

Prenons par exempl@ = 11, etx = 4, avec
les droites de pente/ D (nde 0 a 11). Le fait
de chercher, pour chaque (de 0 a 4), le
nombre den tels quey = [4 n/ 11] nous invite
a considérer la suite obéissant a la récurrence
Un+1 = Up + X [D] avecup = O et a noter ses
montéesa et ses descentds Il s’agit encore
d’'un mot de droite (avec une penté D ici).
Puis on écrit en dessous le quotient euclidien
[4 n/ 11]. Celui-ci qui démarre a 0 augmente
de 1 chaque fois que I'on passe surburLe
y nombre de fois ou le quotient reste le méme
donne la densité(4, y), y étant ce quotient.

x=4 D=

® Pour les points situés sur la diagonale extrgme, la densité est partout 1.
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0 4 8 159 2 6 10 3 40 suiteu)

a a b aa b aa ba b mot correspondant
0O 001112 2 23 3 4 guotient euclidien
d(4,0)=3 d(4,1)=3 d(4,2)=3 d(4,3)=2 d(4,4)=1

On aboutit a la regle suivante : on traite la resneeun.; = u, + X [D] avecup = 0, en
notant ses montées et ses descenétb (présence de bloed* etab*** pourx >D / 2,
et de blocgb eta"”b pourx <D/ 2). La densitél(x, y) est le nombre da situés entre
ley et ley + 1°M°b, augmenté de 1.

2) Les bandes coloriées verticales

. Premier cas x est compris entr® /2 etD — 1. Dans ce cas, les lett@sont
isolées. Cela prouve que la densité est égal@sbgoit a 2. Pour=D — 1, le mot est
ab® ! la densité est égale a 1 partout sauf goup ou elle vaut 2. La couleur associée
a la densité minimale 1 domine a proximitéxdeD — 1. A l'autre extrémité, pow =
(D — 1)/2, le mot estap)® ~ Vb, la densité est de 2 presque partout sauf pouteles
dernieres valeurs de La couleur dominante aux alentoursxde (D — 1)/2 est associée
a cette densité 2.

Dans les cas intermédiaires, la densité est égaleudant de fois qu’il y a de lettras
dans le mot, et elle vaut 1 ailleurs. Rappelonsdsaltats trouvés au 1-d) : le nombre de
blocs longs ou courts ouC estD —x, le nombre dé& dans un bloc coul€ estx/ (D —

X), et le nombre de blocs longsestx%(D — x). *° On en déduit que lorsque le reste de
la division dex parD —x est proche de 0, les blocs courts sont fortemeutgminants,

et le nombrek de lettresb dans les blocs courts est justement le quotientett
division. Or x/ (D —x) =k s’écrit aussk = (kD / (k+1) en prenant le quotient euclidien
majoré de 1 pour avoir un reste proche de 0.

Prenons par exempl2 = 103. Pouk=1, etx =D / 2, soitx = 51 ou 52, on a déja vu
gue pourx = 52, les 51 blocab étaient fortement prédominants (avec un seul lolog
ab?). Pourk = 2, soitx = 2D / 3 = 68 ou 69 par majoratitin 69/34 donne un quotient 2
et un reste 1: les 33 blocab® sont fortement dominants (avec un blat®
supplémentaire), le mot étarabf)*ab®. Pourk = 3 etx = 3D /4 = 77 ou 78 par
majoration, le quotient 78/25 donne un quotient Grereste 3, d’ou 3 blocs longs’ et
22 blocs courtab’.

Finalement on a une forte proportion de blath (par rapport a l'autre bloc) aux
alentours deg tels quex=k D/ (k + 1). Cela va nous servir dans ce qui sulit.

. Deuxiéme casx entre 0 eD /2. La forte prédominance des bl@d pourx =
k D/ (k + 1) signifie qu'il y a une forte prédominance descsa‘b pour la fraction
complémentaira =D / (k+ 1), d’ou la densité prépondéraite 1.

19 0On sait aussi que Le mot de droite correspongtemitéx / D) commence par un bldg et
se termine par ub.

1 Si I'on prend le quotient euclidien 68, on a 68#35 et un reste 33, d’ot 33 blocs longs
ab’ et 2 blocs courtab. Il y a aussi prédominance db?, mais dans ce cas, il s’agit des blocs
longs. Le mot correspondant est d’aillewab(4b’)*%)%ab’.
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Reprenons I'exemplB = 103. D’aprés les calculs précédents, poar2, soit pour le
complémentairex = 103 — 69 = 34, on a 33 bloa%, et un bloca’b, d’ou la couleur
prédominante associée a la densité 3, la dengtém rare. Pouk = 3 etx = 103 — 78
= 28, on a 22 bloca®b et 3 blocsa’b, d’oul la forte prédominance de la densité 4 sur la
densité 5.

Cela explique la forte préedominance d’'une coulearx de la formeD / (k + 1)
aveck > 0, avec la formation de bandes verticales d’'omé&ne couleur tout autour.
Dans les zones intermédiaires se produisent desnges, et c’est la que se développe
le moiré. Mais celui-ci est de plus en plus grasgieand on s’approche de I'origine, ou
les bandes coloriées sont de plus en plus petites.

3) Les moirures hyperboliques

. Cas oux est compris entr® / 2 etD — 1. C’est la zone la plus vaste ou deux
densités (soit 1 soit 2) coexistent. Elle se dieisaleux :

- Dans sa partie droite, poxrentre D / 3% etD — 1, la couleur liée & la densité 1
prédomine, et I'on peut voir par contraste les {soithe densité 2. Comment ceux-ci
sont-ils organisés ? Pour cela cherchons, galonné, la premiére valeur gi§aprésy
= 0 ou la densité est toujours 2) pour laguelledasité vaut 2. Cette valew est la
longueur du premier groupe tdedans le mot, c’est-a-dire le nombrelwidans un mot
courtC, soit [x/ (D —x)] comme on I'a vu.

Prenons I'exemple de = 11, avex =9 :
0 9 7 531 10 86 4 20
a b b bb abb bb b
0 01 234 45 6 7 8 9
la premiére densité 2 aprgs 0 est pouy; = 4.

Les premiers points de densité 2 sont telsygue[x / (D —X)] pour tous lex <D —
1 (car pourx = D — 1, avec le moab®?, il n’existe pas de;). Ces points sont donc
disposés en gros sur une branche d’hyperbole diaggisalx = D et horizontal y = -1)
dont on ne prend que la partie visible avBc/3 <x <D — 1. Comme la plus grande
valeur dey; est poux =D — 2, on a toujourg;< (D — 2) / 2.

D/2

Venons-en maintenant aux deuxiemes poirty-) de
densité 2, puis aux troisiemes points ¥sz), etc., sous
réserve qu’ils existent, Signalons qu’il y a autdetpoints
de densité 2 que de lettraslans le mot, soid — x pourx
donné. Comme les mots peuvent étre découpés es ddoc
la forme ab® (ot k varie au plus d’une unité), les points
(X, ¥2), (X, ¥3), ..., se déduisent de,(y;) par une affinité
verticale, ce qui préserve le caractére hyperbeliges
courbes de densité 1.

12pourx = 2D / 3, ou existe comme on I'a vu une grande majatit®locsal?’, cela signifie
gu’il y a en gros autant de points de densité 1dgupoints de densité 2. Cette valeuxde2D
/ 3 constitue la frontiére entre la zone a sa gawchla densité 2 domine, et la zone droite ou la
densité 1 prédomine.
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S Pourx donné, au lieu de partir du premier poityg) de

T““ﬂ densité 1, puis au deuxieme, etc., partons mainteda
dernier pointX, yq). A cause de la symétrie centrale du mot

de droite™®, on a toujourgg = x —y; — 1. Cela montre qu'il

\lé existe une symétrie oblique par rapport a la médida

—y+1 triangle, avec la présence d'une forme hyperbolidaes la

zone basse, avec une asymptote verticale et une aut
D/2 D diagonale, cette hyperbole se reproduisant enspée
affinité verticale.

- Dans sa partie gauche, poutompris entrd / 2 et D / 3, il s’agit de chercher les
points de densité 1. Dans le mot correspondant ydonné, avec la présence de blocs
courtsab et longsab?, la premiére valeur dg pour laquelle la densité est 1 se produit
des que le premiebb apparait, c’est-a-dire le premier bloc long.

Comme on I'a fait poub < 1/2 a propos de la rythmique des blocs longetts,
on trouve de méme que pobr> 1/2 les bloc< et L correspondent aux montées et
descentes dans la récurrencg:; = u, + D%(D —Xx) [D —X].

Prenons par exempl2 = 13 etx = 8. Le mot associé a 8/ 13 pour les niott C
s’obtient en faisani+1 = U, + 13%5 [5], soiu, +1=Uy + 3 [5]:
031420, dolLCLL On peut le vérifier en faisant la récurrence
U+1=U,+8 [13]:0 8 3 11 6 19 4 12 7 2 500
aba bbaba bba bb
0012334 45 6 6 7 8 (quotient eueidi
La premiére fois ou I'on a une densité 1 se propaitry = 2. Cela correspond a la
présence de la premiére descente (b)atans le moCLCLL, soit pour 5/3 + 1 =2.

Dans le cas geénéral, la premiere foisyoprend la densité 1 est pour la premiéere
descente dans la suilg.; = u, + D%(D —X) [D —X], plus précisément pour :

y1=[(D-x)/ (D% -x))] + 1.

Mais avecx compris entreD / 2 et D / 3, on a toujoursl) / (D —x)] = 2 d’ou
D%[D —-x) =D -20 —x) =2 —D, et :

13.Sj I'on enléve & un mot associé a une droite ses tettres extrémes, a gauche eb a
droite, le reste du mot présente une symétrie alenon dit qu’il s’agit d’'un palindrome). En
effet on a toujours; + up _; = D pouri > 1, puisqu’avancer dd de gauche a droite a partir de 0
revient a reculer dil (ou avancer d® — N) de droite a gauche en partant de la fin qui essia
0. Quandu; augmente par passage au suivagt; diminue par passage au précédent (ou
augmente par passage au suivant). Une montée aeaonne par symétrie une montée a
droite, et de méme pour les descentes. D’ou la sigrd mot de droite.

Par exemple pour7/11: 0 7 3 10 6 2 9 824 0

0101011011

S
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y1=[(D-x)/(2-D)] + 1.

On trouve encore un profil hyperbolique, qui serodpit ensuite pour les deuxien
troisieme, etc.y de densité 1, pour les mémes raisons que danstia geoite [2D / 3,
D-1].

Le résultat final est de la forme suive :

D/2 D

. Cas oux est ompris entre 0 eD / 2. On a vu gu’'une densité est fortem
prédominante pour les valeursx =D / (k + 1). Ce qui se passe enD / 2 etD — 1 se
reproduit entrd /(k + 1) etD / k pourk > 1. Mais les moirures se développent dans
zones de plus en plus petites, et les motifs hypieides perdent peu a peu leur net

Remarque finale Ce que nous venons de faire aD supposé premier peut &
généralisé & quelconque. La seule férence est que maintenant certaines fracx /
D ne sont plus irréductibles. Les mots qui leur pondent sont formés d'u
répétition du mot correspondant a la fraction inciible équivalente. Il y a toujou
présence de bloab* ou ab“?, otk exprime la proportion des lettrb par rapport aux
a aveck de la forme % / (D —X)], que cela soit irréductible ou pas. On obsergec
dans le cas général les mémes phénomeénes, ettlal’daigmenterD provoque
seulement une plus grande précision cles détails, avec accentuation effinement
du phénomeéne de moi

Faisceau de droites paD = 253
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2) Cas d’'une pente irrationnelle

Pour avoir le chemin rasant sous une droite deepgrdationnelled, passant par
'origine O, d’équationy = #x, il suffit de prendre les points de coordonnéeses
(k, yk) avecyk = [kd], c’est-a-dire la partie entiére &8, aveck décrivant 'ensemblél
des entiers naturels (on ne prend qu’'une demigjtd@n supposera ici que la pente est
inférieure a 1: le cheminement se fait soit parpas horizontal entre deux points
successifs, soit par un pas diagonal.

Associons a ce chemin rasant infini sous la dieit@ot binaire a base de lettres 0 et
1 obtenu grace a la suita,)( définie parug = 0 etun = Yn+1 — Y = [(n+1)0] — [nd]. I
s’agit de la variation d’ordonnée a chaque paséurgtle vaut soit 0 soit 1 (pas
horizontal ou pas diagonal).

J5-1

Exemple : droite de pent@’:T: 0,618...(il s’agit d’'un nombre d'or, l'autre

étantp =\E’T+1: 1,618...:%.

[ke]: 0011233..

w : 010110
,/
//
Py
W
1
L7
L
/ . -

// Chemin rasant sous la droite de pente

¢
2-a) Propriété du mot associé a la droite

Dans la suite (i) associée a la droite de pent len®™ 1 est en positioni / 6]
pourn=>1.

Pour le démontrer, intervertissons les
¢ axes. L'axe desy devient l'axe des
abscisses et l'axe dex celui des
ordonnées, la droite a maintenant une
# pente 1 /0, et I'on va tracer son chemin
rasant par «en dessous », c’est-a-dire a
sa gauche sur le dessin initial (cheram
bleu sur le dessin). Dans le cas présent,
Z chaque point de ce chemin a pour
Z coordonnéesk( [k / 8]. C'est I'abscissey

qui varie de 1 a chaque fois, et
I’ordonnéex varie d’'un nombre au moins égal a 1 (puisque rdepest supérieure a 1).
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Plus précisémenk varie soit de [1 #] soit de [1 /d] + 1 (ce qui se note ausfsi/&]).

Par exemple pour la droite de pent@lans le repére initial et de pente @# ¢ dans le
nouveau repere,varie de 1 ou de 2 a chaque pas, comme on lswolé dessin.

Quel que soit le contexte (avec une variatiorx dgale a 1,
2, 3,...pour le chemirbley on a toujours la disposition ci-
contre : sur le chemin rasasuge correspondant a un pbkey,
le premier pasAB est toujours diagonal, et ceux d’apres
horizontaux.

Cette configuration est valable partout sauf auadé&nO. En effet, comme la pente
est irrationnelle, le poinD est le seul point a coordonnées entieres de ieded dans
ce cas exceptionnel les deux chemins ragawige et bleu passent tous les deux par ce
méme point. Dans tous les autres cas, deux poets\@me abscisse sur les deux
chemins sont toujours séparés d’une unité vertivag, ce qui correspond au dessin ci-
dessus. On sait que les points rasants du chelmindmt leur ordonnég& qui vaut
[k/6]. En revenant au chemin rasaotige c’est pour chaque valeur de/[d], aveck >
1, que I'on a un pas diagonal, c’est-a-dire unetémde 1. D’ou la propriété annoncée.

Exemple pour la pentg :
0123456... indices des lettres
0101101 .. mot rasant peur

D’autre part le mot rasant pour %'/= ¢ s’obtient en prenant les valeurs #&]. En
écrivant ce mot a partir de= 1, on trouve : 1 34 6 ..., et c’est bien la positdes 1
dans le mot rasant de : le premier 1 est en position 1, le deuxieme egpasition 3,
etc.

Nous allons maintenant traiter précisément le eascolier ou la droite a pour pente
@', en montrant la propriété suivante.

2-b) Propriété liée au nombre d’org’

A partir de k = 1, le mot rasant sous la droite de pentg défini par la suite (uk),
n'est autre que la séquence de Fibonacci.

Qu’appelle-t-on séquence de Fibonacci ? Il s'agitnabt binaire infini a partir des
deux substitutions-81 et 1-10, en démarrant avec 1, ce qui donne la consbructi
progressive du mot :-210—-101—-10110-1011010%+-1011010110116> .... Le mot
infini final reste invariant sous I'effet des desubstitutions

Prenons maintenant le mot rasant sous la droipediey’ créé par la suiteuf) :
01011010110110..Si I'on supprime le O initial, on retrouve belk@én la séquence
de Fibonacci.

4| ors de cette construction par étapes, le mai I'étapek est transformé en mat..; dont
le début est enconsy, ce qui provoque la convergence vers un mot iméstant invariant. Si
les débuts sont préservés c’est parce que I'ordgattet que la substitutiors110 préserve le 1
comme début.
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Pour démontrer cette propriété, prenons le moniiiirmé des termes de la suite
(ux) aveck > 1. Il suffit de montrer que tout début de longuénie de ce mot donne
encore un début de ce méme mot apres avoir apgiguegles de substitution-€l et
1—-10, le mot ne pouvant alors qu’'étre la séquendéilatnacci.

Introduisons d’abord la suitg = [(n+1) ¢'] pour n>1. Cette suite commence gar
1, et 'on a aussi; =1. Elle augmente de 1 chaque fois que I'on amaoetée de 1 dans
la suite (Ih). Ainsi le termety donne le nombre de 1 dans la suitg leu; jusqu’auk y
compris. Vérifions-le sur I'exemple suivant :

123456 7 8 9 indice des lettres

101101011 motrasantavec la suite,)
11233445 6 suitg)(

On a biertg = 6 qui est le nombre de 1 dans la suitg deu; jusqu’au.

Prenons maintenant un début de longudedu mot rasantu; U Us ...Uk1 Uk. Les
termes day; jusqu’au.;, au nombre d& — 1, comptentl ¢'] lettres 1 etk — 1 — K ¢’]
lettres 0. Puis procédons aux substitutiors10et 1-10, La longueurk — 1 des
éléments précédeni augmente pour donner une longuek @] + k— 1 — k ¢’] =
[k ¢l + k— 1. Queuy soit O ou 1, aprés substitution ce terme commeacd. Ce 1 est
donc en position¢’] + k= [k ¢+ K = [k (¢'+ 1)] = [K ¢].

Ainsi, lors de la transformation de la suitg)(sous I'effet des substitutions, quel que
soit le début qu’on prenne, les 1 sont tous entiposjk ¢] et les O prennent les autres
places. Cela correspond, comme on I'a vu, aux ipositdes 1 et des 0 dans la suiig. (
Celle-ci reste bien invariante par passage au sseae Et on retrouve ce qui est la
propriété caractéristique de la séquence de Filsanac

2-c) Chemin rasant en marches d’escalier sous laaite de pentep’

Reprenons la (demi-)droite de penteet passant pa©. On a vu que le chemin
rasant par en-dessous, a base de pas horizontss<thet diagonaux notés 1, donne un
mot qui n'est autre que la séquence de Fibonagartr du pas numéro 1, et le pas
numero 0 est 0. En remplacant chaque pas diaganainppas horizontal suivi d'un pas
vertical, on obtient le chemin en marches d’escatisant par en-dessous.

/ Notons maintenant 1 un pas horizontal et 0 un matcal. Le pas

= 7i horizontal qui était noté O devient 1, et le paagdhal qui était noté 1

devient 10. Le passage du chemin diagonal au chemimmarches

l_l d’escalier revient a faire les substitutions>D et 1-10, qui laissent
T~ To Invariante la sequence de Fibonacci.

Le chemin rasant en marches d’escalier, noté aeed ghour les pas horizontaux et 0
pour les pas verticaux, est toujours la séquend&hlmacci a partir du rang 1, et le pas
numéro O vaut 1.
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2-d) Projection des points rasants sur la droite dpente¢’ et pavage
de Fibonacci

Considérons les points rasants (a coordonnéesresjtilu chemin en marches
d’escalier. lls sont tels que le carré de la gdibat ils sont le sommet sud-est coupent la
droite de pente’. On peut vérifier gu’ils sont tous situés dan® drande délimitée par
la droite et par une droite paralléle placée adisiance verticale égalepa

En effet prenons un point en position extréme. &eécde coté
unité dont il est le sommet sud-est touche la dreit son sommet
nord-ouest. La distance verticale entre le poind elroite de pente
¢ vaut 1 +¢’= ¢. Tous les points du chemin rasant sont disposés
dans la bande entre la droite et celle qui lupesalléle et décalée
verticalement dey. En appelanwt I'angle de la droite avec I'axe
desx, on a tarmx = ¢’, et aussi :

La largeur de la bande ?

1
Narel o

Projetons ces points sur la droite, sans prendveitd de dépar®.

cosa =

Un pas horizontal devient sur la droite un pasodguieurP = 1—¢2
+ 1

: : ¢
et un pas vertical devient un pas de lon —
p p gyoedl W
Ces deux types de pas, un long et un court, mamtiént la droite en suivant la
rythmique de la séquence de Fibonacci. La lettevient un pavé longet bleusur le
dessin ci-dessous) et une lettre 0 devient un pang €n rougg. On peut appeler cela
un pavage de Fibonacci.



Pavage de la droite avec deux types de pavés
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