Disque de Poincaré et geométrie hyperbolique

Le disque de Poincaré est un autre modéle du pjaerbolique. Toute la géométrie non-
euclidienne va se passer a l'intérieur d’'un disqetedans ce disque, l'inversion va jouer un role
essentiel. Dans tout ce qui suit, les objets dgétanétrie hyperbolique seront mis en italique, pesir
distinguer des objets de la géométrie euclidienne/ont les représenter dans cette modélisation. Au
départ, les angles hyperboliques sont considénésneoégaux aux angles euclidiens : le modele est
conforme.

1. Le disque de Poincaré et sa métrique

Les points sont tous situés dans le disque de ®@inootédD, avec son cent® et son rayon égal a
1, dont la frontiére — le cercle limig® — est excluefigure 1). Il s’agit des points de coordonnégs (
y) ou d’affixe complexe, dont la distance (euclidienne) au cef@rdu disque est inférieure a 1 :

lZ<1louwd+y<1

Mais la notion de distance va changer : la distamme-euclidienne pourra devenir infinie alors
méme que l'on reste a l'intérieur du disque ou degances euclidiennes, celles que nous avons
I'habitude d'utiliser, restent finies. Le cerclenite D, appelé aussi horizon, est censé représenter
l'infini, et les droites de la géométrie hyperbolique, comme les droitediddannes s’étendant a
l'infini des deux cotés, auront aussi leurs limigasrémes sur ce cercle, comme nous le verrongpar
suite.
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Figure 1: L'univers hyperbolique tient dans ce disque &bit son cercle frontieréD étant exclu.

Nous allons d’abord définir la métrigue daDsen la déduisant de celle dans le demi-plan de
PoincaréH.

1.1. Transport des distances de H vers D

On a vu précédemment que la transformation de Mditelle quez — z’' = (z—i) / (z+i) était
une bijeciton conforme dd surD (cf. exercice 3 sur la transformation de Cayley denehapitre :

: L . . Z'+
les transformations de Mobiud.a bijection inverse edl *: z=|i

11 . Par dérivation :

_Z'+
d—z.= 2i _et|dzf 2|dz'|
dz' (z-1) |z-1f
1-|z2 |

D’autre party =Imz= . On en déduit que

|dz| _ 2|dz'| |+ z9_ 2]|dz'
Imz |1-z'F + |z | % |22




Or [dZ / Imz est la distanee hyperbolique dans le demi-plaious allons choisir comme distance

dans le disque de Poincaré celle qui lui est égalie,—lz ||dz |

z) La transformation de Cayley qui fait
z

passer dél aD est alors une isométrie. Finalement :

Dans le disque de Poincdpg la distance infinitésimale #(z + d2) entre deux pointg = x + iy et
z+dz=(xx+dx) +i(y+dy) est

d(z 2+ dy=-2192] _2Jd¥ + dy?

-2 1-%X-y

La distance hyperbolique zj(z + d2) se trouve ainsi reliée a la distance euclidiel;ymias(2 +dy?,
celle que nous avons I'habitude d'utiliser. En passde la forme cartésienng, ) a la forme
trigonométriquer(, §), on a aussix® + dy’ = dr’ + r’dd? et la formule devient :

2 2 2
d(z z+ dz:Z\/dr +r2d6?
1-r
Lorsque les pointg etz + dz sont sur un méme rayon du disque, I'amgjlest fixe, et ladistance

devientd(z z+ dzzlz dr2 .
-r

En prenant deux poinfsetB sur un méme rayon av€A=r, etOB =

rg, on en déduit :

(L+rg)(A-r,)
(Lrg )L p)

1+r . L s .
Notammentd(O, M) = Inl— pour tout pointM situé a une distaneedu centre.
-r

d(A’ B) — ZJArI'B dr

g, 1 1 1+r
=" —+—")dr=[In(=—)]® =In
al-r? .LA (1—r 1+r) [ (1—r)]rA

1.2. Distances a partir deD sur un rayon du disque

On constate bien que distanced(O, M) du centreD du cercle de Poincaré a un pdifihe dépend
gue de sa distance au centre, c’est-a-dire=l©M (la distance euclidienne), et quediatanceentre
A etB sur un méme rayon ne dépend quedetrg, distances des poinésetB par rapport .

: 1+r o efOM_
On aausse?©OM =="_dour =

1-r Ao 11 soit avea =OM :

OM=th@ ou inversemerd(O, M) = 2 Argth OM

La fonctionArgth, inverse de la fonction tangente hyperboliqueuast bijection de [0 1] sUR+,
dont la courbe représentative est tracée siigliae 2 On vérifie ainsi que ldistance O, M) devient
infinie lorsquer tend vers 1, c’est-a-dire lorsgies’approche de I'horizon. Des cercles concentriques
de centreD et séparés I'un de l'autre par la médistanceapparaissent exponentiellement de plus en
plus proches en s’approchant de I'horizon danssigug de Poincaré.
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Figure 2: La courbe d’équatioy = Argth x. La distance hyperboliqu#O, M), soit 2y, tend vers
l'infini lorsque OM (= X) tend vers :

Lorsque I'on prend le segmerAB] sur un rayon du disque, il est plus court que gadre chemit
joignant A et B. Le segmentAB] est une géodésique, il est donc sggmer. Par extension, les
diamétres du disque portent des géodésiques, ietlana dedroites(figure 3).

o
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Figure 3: UnsegmenfAR] et le diamétre correspondant qui est drate.

A ce stade, avec le transport de la distancH versD, on peut faire éicouler toutes les propriét
dansD de celles dél. Dans I'exercice suivant, on vemotammenguelle est la forme des isométr
directes dan®. Et dand’exercice 3 du chapitre sur les transformations Mebius, nous avons vu
gue ledroites(géodésiges) danD sont des arcs de cercles orthogonaux au cerclédredD. Mais
dans ce qui suit, nous avons préféré retrouvectdingent les propriétés daD, indépendamment de
ce que nous savons dathsCela facilitera notamment la programmation desins dan<.

Exercice 1: Isométries directes dans D, a partir de cellesdad

On sait que les isométries directesH sontles transformaitons de Mobius de la forme z’ =
M(@Z)=(az+hb)/ ¢z +d)avec a, b, c, dréels et —= b c >0.En déduire que les isométries direc

deD sont de la forme’ =C_rz—+'€ avec p|> - |ﬂ|2> 0.
Lz+a

DansH, on passe deaz’ parz’ = M(z). D’autre partz a pour transformZ par la transformation
de Cayleyf faisant passer cH aD, etz’ a pour transform@&’ parf. Comment pas-t-on deZzaz’' ?
On az’ =f(z’) = f(M(2)) = f(M(f (2))), soitZ’ =M’ (Z) avecM’ =foMof ™.

On sait quef (2) =Z—;I, et f (2 =271 e calcul donne :
z+i

=M (2= gi:’é aveca =a+d+i(b—-c)etf=a—-d-i(b+c). On constate gL
a
laff = (@ +d)*+ (b—c)* et g = (@a—d)*+ (b + ) soit b — pf =4 (ad—b ¢) > 0.

CommeM etf sont des isométries directes, on en déduit quedasformations de MobitM’ sont
des isométries directes ddbs



2. Transformations de Mobius dans le disque de Paiaré

Parmi les transformations de Mobius dans le cogssadmplexe€, il s’agit de déterminer celles
qui conservent le disque de PoincBréPour ce faire, nous allons nous donner leur foemeérifier
ensuite que celle-ci convient.

Prenons les transformations de Mobius de la form&(z) = égz;_m , avecm dansD, et
-mz
montrons qu’elles transformebtenD. En effet |M (2) |= ||12_—_m||< 1 équivaut a
-mz
(z- M(z- M<(@- MmYl- my soit aprés calculzz(l-| mf)<t |mfou encore |zf<1
puisquer| < 1, c’est-a-direz] < 1. Remarquons aussi que le cercle horémlélimitant le disque de
Poincaré ¢ = 1) est conserveé par ces transformatiovvi&]] = 1).

Ainsi, les transformations de Mobius de la formégédente sont des bijections conformes @ans
ce qui signifie qu’elles appartiennent a I'ensemblg(D) des automorphismes (bijections conformes)
de D. On peut méme montrer que toute transformatiorfotore qui conserveD est aussi une
transformation de Mobius de cette forfne.

L'ensemble des transformations de Mobius qui comsdrD forme le sous-groupe du groupe
Aut(C) ? des transformations de Mobius dans I'ensembledeplexe<. Et ces transformations sont
toutes de la forme :

M(z) = &° 12_ M avecm dansD.
-mz

, . . az+hb
Ces transformations peuvent aussi bien s’écrivi(z) = = avecd| > p| 2
z+

Ez+9 Z—(;b)
Eneffet,M(z):gzif)zaB a_=a % .
z a :Z+1 a 1_(T)Z
a a

1 Cette démonstration dépasse un peu le cadre de étode, car elle fait intervenir le lemme de &atz.

ZZM avecm
1-mz

= g*(0) (c’est aussi un automorphisme e On en déduif(m) = 0,f (0) =m, etg (f (0) =g(m) = 0, soith(0)
=0, avech=g. f* qui est un automorphisme &e En appliquant alors le lemme de Schwarz, di(@| kK |2
Faisons de méme avec' : h™ (h(2)| < h(2)| , soit #| < |h(2)|. Finalementhz)| = f. Il en dédoule quB(2) =

Considérons un automorphisme quelcongide D, ainsi que la transformation de Mobiug) =

e’z eth(f(2) =e" f(2), soitg(2) =e " f(2) = &° 12__m , qui est bien une transformation de Mobius detae
-mz
cherchée.

2 Rappelons que les automorphisme£dgui ne sont autres que les transformations deiddatansC, sont
les bijections conformes (conservant les anglentés) dan€.

% la| > p| s’écrit aussi bieraf > pf?, ou ffF— pf’ > 0. Sous forme normalisée, on preaitH pf = 1.
Remarquons que I'on retrouve le résultat obtens tlarercice 1



Posonan = —b /a qui est tel quen= p|/ p| < 1. D’'autre parta/a est un nombre de module 1,

qui peut s'écrire . On trouve bierM (2) =

-a . R
— , avecm dansD. On peut faire de méme en sens
z

inverse.

Nous allons maintenant montrer que ces transfoomstide Mobius sont bien des isométries

directes. Pour cela dérivorg = & 2— " | sojt dz' = é‘gm dz
1-mz (1-mz)?
|dz'| _ (& |mf)|dz]
1-1z'f @-mzf @& |z2%)
|z-mf _|-Tzf-|z nf_ % |A- |&+ |&1ZL {1 121 |4

Le segment infinitésimalz’

de longueur euclidienndZ’| a pour longueur hyperboliquis' = avec

1-lz'f=1- 1I-m zf |-z |t ™ 2 T g m 3
pppeglzmmE _JEmA -z w2 A |nde (fIH 1250 16
|1-m zf |1 m zf |+ ™M 4 |+ ~m Z|
|dz|

Finalementds' = = ds

1- |z

Les transformations de Mobius que nous avons psieesbien des isométries et plus précisément
des isométries directes puisque ces transformatiamservent les angles orientés.

A ce stade, résumons ce que nous avons montr§roupe des transformatiodsde Mobius de la

forme M (2) = &’ 12—_m avec In| <1 ou de la forme équivalentd (z) = §Z+ *b avec 4| > p|, forment
-mz z+a

le groupe des bijections conformes Adjt(du disque de Poincai®. Elles sont aussi des isométries
directes deD. Deux questions restent en suspens : qu’est-ceeqoache derriére ces transformations
de Mobius que nous avons choisi@spriori, pour vérifier qu’elles conviennent? Et parmi les
isométries directes de, en existe-t-il d’autres que celles que nous aywises ? Nous y répondrons

plus tard.

-

D’ou vient la formuleM (2) = ég m avec|<1?
mz

Pour le comprendre, prenons une transformation deidd M qui conserve le disque. Il existe
un point (ou le nombre complexe assocrélnique (avecnf| < 1) qui est transformé éd. D’autre
part, considérons l'inversion de cera® : elle transformem en 1 / m. Grace au principe de
symétrie, les pointdM(m) = 0 etM(1/m) sont inverses par l'inversion de cerbi¢oD) = oD. Cela
implique queM(1 / m) = «. Si I'on ajoute queM(m) = 0, la transformation s’écrit sous la forme

M (2) = k

z-m .
— ouk est un nombre complexe quelconque.
-mz+

Imposons en plus que le point 1 siD aille enM(1) = €° lui aussi suréD, ce qui s’écrit

k—_—é"j k= i mé"’ dou k=1, etk=e® Avecm— 0, 1/m— « et 1— e, on a trouvé
-m m

Z—m

une transformatio unique sous la form# (z) = €’ . C'est bien la formule annoncée.




Les transformations de Mobius qui consenD dépendent dedeux paramétrem et (soit trois
nombres réels, en prenant les deux coordonném), et on peut les indexer sous la forM 4. On a
z-m
-mz+1
Connaissant la forme des automorphismeD, qui sont comme on I'a vu disométries directes,
nous sommes en mesure de savoir quelles sodroitesdans le disqu®.

alorsM g =M g4 0M 0, OUM o €St la rotation de cent@ et d’angled et ouM ,,o(2) =

2. Lesdroitesen géométrie hyperboliqur

Nous avons déja vu, dans paragraphe 1 que les diamétres de sont des droite Prenons
maintenant deux point® et p qui ne sont pas sur un diametre. Par ces pointg passercle uniqu
(I qui es orthogonal au cercle horizcoD. Appliquons la transformation de MobiM telle que
M(z)=2-M
1-mz
de Mobius transforme un cercle généralisé en cgéadéralisé en conservant les angles orientésc
mpdu cercle {) orthogonal @D devient donc un segmer®@p’] porté par un diameét (car un cercle
passant pa® n’estjamais orthogonal au cercoD). On sait aussi que la transformatiM est une
isométrie, et son inverdd " aussi. Comme le plus court chemin@ap’ est le segmen0 p7], l'arc
de cerclempde () est aussi le plus court cheminm ap. On en déduit que I'aimpdu cercle [) est
une géodésique, et que I'arc du cer/) situé dan® est unedroite, ses deux points a l'infini étt
situés a l'intersection avéiD (figure 4. Remarquons que cettieoite, partie d’uncercle orthogonal a
oD, ne peut jamais passer®na la différence d’undroite qui est un diamét.

Le pointm est transformé en 0 et le pop devientp’. On sait qu'ine transformation

On trouvera sur lfigure £ quelques tracés de droites dans le disque de Pé.

(©

Figure 4: Segmentrpp transformé en segme[Op’] par une transformation de Mobi

En résumé :

Dans le disque de Poincaunedroite est un arc deercle généralisé, orthogonal au cercle lir
oD, c’est-a-dire :

soit une partie de cele orthogonal au cercdD, située dans le disqu

soit un segment diamétral, passantO.

Figure 5: Droitesdans le disque de Poinc.



Exercice 2: Construction d’'une droite a partir de ses deuxipts limites

A partir dedeux points A et B sur le cerdimite 6D, construire la droite hyperbolique (A.

Dans le cas ou les poinA et B sont diamétralement opposés,di@ite est représentée par le
segmentAB]. Sinon, il s’agit de construire le cercle pasgzantA etB et orthogonal au cercdD. Le
centrel de ce cercle est situé sur la médiatrOH) de JAB], et sur la perpendiculaire menée A a
(OA). Ayant ainsi obtenu le centl, le cercle a pour rayol\. Pour avoir ledroite associée, on ne
garde de ce cercle que la partie incluse danstpdiD) (figure 6.

Figure 6: Construction d’'undroite de points limite#\ etB donnés

Remarguons gu'il existe une droite et une seulegragar deux points donnés, comme le mc
la construction précédente. Par contre, le cingaipostulat d’Euclide n’est plus valable. On state
en effet que par un point on peut mener plusiearaligles a une droi

On dit que @ux droites sont paralleles lorsqu’elles n'ont au@oint en commun, ou encc
lorsqu’elles ne se rencontrent qu'a I'ni. En géométrie hyperboliqueela done deux casfigure

7):

« les deuxdroites ont un de leurs points limites en comn On dit qu’elles sont paralléles,
asymptotiques.

« les dewdroitesn’ont aucun oint commun. On dit qu’elles sont ultparalléles

N

Figure 7: Deuxdroitesparalléle asymptotiquea gauchedeux droites ult-parallélesa droite

On dispose alordes deux propriétés suivantes, en teicomptede la nuance faite entdroites
paralléles asymptotiquesditesultra-paralléles :

Par un point, ongut mener deudroites paralléles asymptotiquisine mémdroite.
Par un point, on peut mener une infinitédroites ultraparalleles & une méndroite (celle-ci ne
contenant pas le point).




Etant donnée undroite de points limite<A et B et un pointP qui n’est pas sur ldroite AB les
deux seules droites passant par ce point et astioqyes avec ldroite AB sont celles qui passent g
A ou parB. D’autre part, pr ce point P on peut construire une infinité deoites ultra-paralléles a la
droite AB. Il suffit pour cela de tracer c droitespassant palP et par un point quelconque du cer
limite, sous réserve que ce point ne soit pasespelit arc situé entiA et B (figure 8).

Figure 8: A gauche les deuxdroites passant paP et asymptotiques avec droite AB A droite
guelques droites passant paet ultra-paralléles a ldroite AB.

3. Distances et birappor

. 1+a
Prenons un poird sur I'axe dex aveca > 0. Comme on I'a vu, d(@) = Inl—. On constate que
-a

1*ta_ 0- 1+ a-l_ [0 al-1] birapport de ces quatre points, d’'ou d{0= In[0 al-1].
l-a 0+1 a+1

Prenons maintenant usegmer [z; z] dont nous voulons connaitre la longueuz, z). La

. . . Z- . , .
transformation de Mobius telle g z'= _Z- envoiez; en 0 ez, en 73, et le segmerz; z, devient le

1-z z
segment 0 2. En composant cette transformation avec la tramsftionz — e’ z, on peut s’arranger
pour que le segment [0 .k’ soit porté parOx (Z, est réel positif) flgure €). On sait que la
transformation obtenue est une isométrie directe} d(z; ) = d(0Z ;) = In[0 z', 1-1]. Comme une
transformation de Mobius conserve les birappontsew déduit qudn[z z, z, %] =In[0 Zz1 -1]
ol z., et 2, sont les points limites (la droite ¢ z,). Finalement :

_ (T b . BT Gy
dz1z) = In] w 4] = IN( + )
A e T e g

e z3

Figure 9: d(z; ) = d(0Z ,) sous I'effet d’'une transformation de Mobius isoritgtte



On peut aussi calculerzi(z,) par rapport & etz :

141212l
_ o . _n1tzy |z | T332 [_ l2- 2|
dzzz)=d0z,) =In[0z,1-1]= In 2 =In 2 '=n =2Argth—2—%
(22) = d(022) = In[0 2, 1-1] -z,  lzy|  ,_1%-3l J |11-22 |
|11~z |

d(z, 2) = 2Argth1 24l
|11-2 2 |

4. Reéflexionshyperboliques

Par définition, uneéflexior (non-euclidienne) par rapport a udeoite a points limite<A et B est
Soit une inversion par rapport au cercle associ& droite quand cellesi est circulaire, soit un
réflexion par rapport au diametre du disgD) associé a cettaroite quand elle est rectiligndigure
10). Cette définition est cohérente car uielle réflexion transforme un point du disquD) de
Poincaré en un point du disqiRappelons qu'il s’agit aussi d’une transformatioti-conforme : les
angles orientés sont transformeés en leurs opy

2

Figure 10: Réflexionsnor-euclidiennes autour d'undroite (inversion a gauche réflexion
classique droite).

4.1. Groupeengendré par les réflexion

La composée deéflexions est toujours une bijection du disqu dans lu-méme, puisque
I'inversion (avec un centre hcdeD) et la réflexion d’axe diamétral sbtoutes deux des bijectior
Les transformations formé par les composées daéflexions ont une structure de groupe, a
notamment des inverseklles conservent les angles rorientés. Plus précisément, si
transformation esel produit d’'un nombre pair créflexions les angles orientés sont conservés, s
ilIs sont changés en leurs opposDans tous les cas, les angles droits sont conse@eés
transformations transforment les cer-droites en cercledroites, et quand ux-ci sont deslroites
faisant des angles droits avec le cedD limite deD, ils sont transformés afroites.

4.2. Ecriture en complexes d’'une composée «éflexions hyperboliques

Nous allons motmer qu'une composeée créflexionss’écrit en complexes sous l'une des d

._AzZ+ B ,_Az+ B . .
formesz'=——— ou z'=———= avecB| < Al. Dans le premier cas, la transformation est-
BZ+ A Bz+ A
conforme, dans le second elle est confo Vérifions-le précisémemtans I'exercicesuivant.

Exercice 3 : Composé&ale réflexions hyperboliques

1) Montrer gu’une réflexin hyperbolique s’écrit sous la forng = §E+ ; avec |B| < |A|.
Z+
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* Cas d’'une réflexion autour d’'un diamétre : aven axe passant pér et faisant un angle avec

s . 0= Az+ B - ,
I'axe desx, la réflexion s'écritz’ =€ Z . C’est de la formez' :ﬁavecA =¢’ (soit p| = 1) et
7+

B =0, et 'on a bierg| < A

* Cas d'une inversion : le cercle d'inversion étamthogonal au disque de Poincaré, avec son
centre d'affixea ( Ja| > 1) et son rayoR tel queR? + 1 = aa (condition d’orthogonalité), on a

, R° aa-1 _ _, aa-1 ,_az-1 _, . ,_Az+B
Z-a=——==——,s0itz’=———+a, z’=——. Cest aussi de la formg'= ——
Zz-a Z-a Z—-a Z—a Bz+ A
en posanA =ia etB = —i, avex B| < A| puisqued| > 1.
. e . e ,_Az+B
2) Montrer que la composée de deux réflexions tygdieues s’écrit sous la forme' = 52+ A
z+

avec |B| < |A|.

* Produit de deux réflexions : avec deux axes pdsparO et faisant des angleset & avec

. , e s 2@ ., Az+B
I'horizontale, la composée des deux réflexionsritéc =e'? =9z de la formez' = 51 A avec
zZ+

Bl=0<p=e'C".

* Produit d'une réflexion et d’une inversion : selbordre dans lequel elles sont effectuées, on

20 @z-1 _az-¢e* Az+ B
trouve z'= 62922 = ou 2 =———5g_ - toutes deux de la forme'=——— avec B| < ]A|
z-a z-é“%a Bz+ A
(notamment dans le deuxiéme cas oAaiae” etB=—ie".

* Produit de deux inversions :

alz __1 2= b_zl _—1: (_ab—_l) z & b. C'est de la formez'= §Z+_B avec
Z-a z2-b (ahz abl Bz+ A
A=ab-1, B= a- k. Dautre part, le pointO est transformé en point d'affix@/ A situé a
lintérieur du disque de Poincaré, d’@/ N =|B/| A< 1 soitB| < Al.

+
3) Montrer que le produit d'un nombre pair de réftens est de la forme' = gz_l_; avec |B|
z

: . : ; ._AZ+B
< |A|. et que le produit d’'un nombre impair de Blons est de la forme =ﬁ avec |B| < |A|.
z

C’est déja vrai pour deuéflexions Par récurrence, il suffit de montrer gu'il en estore ainsi

. . . el o Az+ B
pour le produit d’'une telle transformation (un nomlpair deréflexiong, qui s’écrit z; = 5 7+ A
z+
e . _._Az+B .
avec deux nouvellegflexions soit z'=—=———-. Le calcul aboutit a :
B'z+ A

'+ BB) z+ y + =
z'= (LAV_A B?) z Pfd_ A_B. C’est bien de la formez':c_:z—l_D et commeO - D/C
(B A+ AB) z+ AA+ BB Dz+C

avec‘D/C_Z‘ <1 on a hienD| < [].
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On montrerait de méme que le produit d’'un nombrpaimde transformations est de la forme
Az+ B

=——— avecB| < ]|

Bz+ A

4) Sachant dorénavant que toute composée de wilexiyperboliques est de I'une des deux
formes indiquées, il reste a procéder en sens ssveEtant donnée une transformation qui s’écrit

Az+ B . Az+B . : .
=——— ouz'=————= avec |B| <|A], celle-ci appartient-elle au grmeides composées de
Bz+ A Bz+ A

s s : ._Az+B , L
réflexions ? Montrer précisément que la transfoioratz =ﬁpeut toujours s’écrire comme le
z+

produit de deux réflexions.

., Az+B . e .
Soit z =ﬁ avec B| < A]l. Montrons que cette transformation peut s’éaomme produit
z+

de deuxéflexions D’abord le poinO devient le point d’affixeB / A.On distingue deux cas :

B = 0, le pointO reste fixe, etz' = ( A/ ,_0) 2, de la formez’ = €% z, il s'agit du produit d’une
réflexion par rapport & un diameétre, sait= e? 7 . suivie de la réflexion d’ax®x, soit z'= Z, et
I'on obtient le produit de deux réflexions.

B # 0. AppelonsT la transformation correspondante, et prenons lisiea | qui s'écrit

,_az-1
Z =

Z-a

,_(@aA-Bz+ aB- A (iaA Bz iaB i

(A-aB)z+ B-aA (iA 7aB z iB Ja

aB- A

avecd| > 1. Formons le prodult=1 o T. Le calcul donne pour :

avecO 0 T E 0o et comme le pointEest dans le disque, le poigiB_—_A I'est

A A B-aA
aussi, et‘aE— 4<‘_B—?;\/t\0u ‘ iaB- i4\<‘ iB- TaA On en conclut queT’ est la composée d'un
nombre impair de réflexions, et par suite est lmposée d’'un nombre pair de réflexions. Choisissons

maintenant l'inversion telle quea = é Dans ce cas, sous l'effet te T le pointO est invariant, et
B

T’ est une réflexion. Ainsi =1 o T' peut s’écrire comme le produit de deéRexions

Az+ B . R . L - .
Avec ZI:F on fait de méme. On peut aussi considérer qudbis’du produit de la
Z

e - - . . Az+ B . . o
réflexionz’ = Z, suivie de la transformation’ :ﬁ’ elle-méme produit de deugflexions La
zZ+

transformation peut s’écrire comme produit de tréffexions, ou exceptionnellement d’'une seule.

La nouveauté de tout cela, c’est le role de brigdé@mentaires que jouent les inversions-réflexions
dansD. Ajoutons ce que nous avons vu précédemmenttrdaesformations de Mobius de la forme

Az+ B . . . :
z' =mavec|8| < |A| constituent le groupe Al des bijections conformes d et il s'agit
z

aussi d’'isométries directes dabBs En les composant avec la transformatior> Z qui est une
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, e . ._AZ+B
isométrie indirecte, on trouve les transformatiales la forme z =ﬁqw sont donc des
Z+

isométries indirectes. En résumé :

Une composée deéflexionss’écrit de deux facons :

., Az+B L, . .
soit z :ﬁ avec B| < A, et les angles orientés sont conserves. Toutgasde d'un
z+

nombre pair de réflexions s’écrit sous cette for@es transformations sont des isométries direetes,
forment le groupe Aulf) des bijections conformes d®, qui est aussi le groupe des isométries
directes dd, soit Isoni(D).

. AZ+ B S . .
soit z' :ﬁ avec B| < ]A|, et les angles orientés sont transformés es Epposés. Toute
Z+

composée d'un nombre impair de réflexions s’éavitisscette forme. Il s’agit de I'ensemble des
isométries indirectes de.

A ce stade, nous avons seulement montré que lefdranations de Mobius de la forme
Az+ B

avec |B| < |A| sont des automorphsmes Be On doit montrer en plus que tout

Bz+ A
automorphisme dB est aussi de ce forme, ce que nous avons faitldahapitre sur le demi-plan de
Poincaré On doit aussi prouver que toute isométrie diredeD est de cette forme, ce qui nécessite
de savoir ce que sont des cercles hyperboliquess Nerrons dans Iparagraphe 7qu’un cercle
hyperbolique est aussi un cercle euclidien. Ensatit ce fait, nous pouvons faire la démonstration
suivante :

Considérons une isomeétrie diredteElle envoie notamment deux points de I'a®x)( par exemple
O et un pointA, en deux point®’ et A’. Prenons alors la transformation de Mobisqui est une
isométrie directe, et qui envo@ et A’ en O et A. La composédod a deux points fixe© et A.
Prenons maintenant un poltguelconque. Il est transformé BtoJ (P) = P’. A cause de l'isométrie,
onadQ, P)=d@O, P), etd@, P) =d(A, P). Les pointsP etP’ sont a I'intersection de dewercles
qui sont aussi des cercles euclidiens. Deux talslese se coupent en deux points. En prenant en
compte le fait que l'isométrie conserve les anglgsntés, seul un point convient, et I'orPa= P’.
FinalementMoJ = Id, etJ = M ™. L’isométrie J est bien une transformation de Mobius. On a
finalement le résultat suivant :

Le groupe des automorphismesliest le groupe des isométries positive®daoit :

Isonf(D) = Aut(D).* Ce groupe est constitué des transformations deiudokelles que
, Az+B
Z =———= aveChp| < A|.
52 AvecBl <

Les exercices qui suivent montrent l'intérét dseli des réflexions-inversions pour construire les
droitesetsegmentslu disqueD.

Exercice 4 : Construction de la droite hyperboligymssant par deux points A et B a
I'intérieur du disque D ainsi que du segment hypetlgue [AB]

4 1l en est évidemment de méme dahs
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On distingue deux cas :

A etB sont alignés avec le cenO du disque, voire méme I'un des deux points estauhi ave(
O. Dans ce cas, ldroite (AB) est représentée par un diamétre du disque -a-dire par un segment
sur lequel se trouver, B, etO.

A et B ne sont pas alignés avO. Procédons alors & une inversion, telle que latfA soit
transformé erD.” On construit aisément le cenil et le rayon du cercle d’inversion corresponc
(figure 11). Sous l'effet d’'une telle inversion, le poiB est transformé en un poiB’ (qui n'est pas
O). Prenons laroite OB’, correspondant a un diametre du disque. Et refailoméme inversion q
précédemmentO retourne erA, etB’ enB, et ladroite (OB’) est transformée en un cer/” passant
parl, ainsi qu'enA etB, et comme le diamétriOB’) est orthogonal au cerch®, le cerclel” est aussi
orthogonal &@D. Ladroite (OB’) devient la partie du cerclésituée dandY) : on vient de trouver une
droite passant paf etB. Une telledroite est unique en effet, I'inversion faisant passer A a0 est
unique, comme seonstruction le prouve, B va enB’. A son tour le passage du diaméOB’) au
morceau de cercle passant A etB par la méme inversion est unique. |l ne peut pastasxd'autre
droite que celle trouvée.

Figure 11: A gauche les détails de la construction, avec le cerclavdrsion de centril qui
envoieA enO etB enB’, puis qui renvoie ldroite OB’ pour donner le cercle passant A etB. A
droite la droite unique passant pA etB en verf avec lecercle d’inversio envoyanA enO.

Comme nous aurons souvent besd’utiliser I'inversion qui fait passer d’'un poitA au pointO,
rappelons ses caractéristiq :

L'inversion faisant passer (A a O se fait autour d’'un cercle de centret de rayorr tels que :
Ol = (1/0A% OA etr?= (1-OA?%) | OA.

Autre méthode de constructiol

Prenons la polaire d& et celle deB. Le centre du cercle cherché, passaniA etB et orthogonal
au cercledD, est a lintersection des deux polaires. Remargugume cecentre est aussi sur la
médiatrice deAB]. Le morceau de ce cercle situé dans le disD) est ladroite passant pah etB.

Les coordonnées du cenl du cercle cherché sont solutions du systeme forandes équation
des deux polaires deet deB :

® Comme indiqué sur ligure 11 & gaucheon méne paA la perpendiculaire ®A, qui coupe le cercle de
Poincaré efl. La construction du triangle rectanATI donne le cercle d'inversion faisant passelA enO.
Celui-ci est centré ehet il passe paT. Il est en effet orthogonal@D, aveclA 10 = ITZ On a aussDA Ol = 1,
Ol = 1/0A, Ol = (1LI0A%) OA, ce qui permet de construire le pal, et le rayorr du cercle d'inversion est t
qlierzzz OI? — 1 = (1 —OA% / OA% Puis pour avoiB’ inverse deB on faitIB IB' = r? IB' = r?/ IB, IB' =
(r/1B9) IB.
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xa X+ yaY=( OA+1)/2
yaX+ yaY=( OB+1)/2

Le déterminant du systéme d = xa yb—ya xb On trouve :
szuoﬁ+n—yaoé+n
2d
_ —xb(OK +1)+ xg OB +1)
Yi = 2d
et le rayon du cercle equ(xa— X )2+ (ya- y)2 .

Si I'on veut seulement construire segmententre A et B, il convient de constater gul'arc de
cercle entreA etB est formé ds pointsM tels que I'angleAMB est supérieur & 9¢ Cette contrainte
s’exprime en prenant les poirM du cercle tels que le produit scaldidd MB <0 (figure 12.

////ﬁ\
( e \‘t

\__

Figure 12: Un segment [AE

Exercice 5: A partir d'un point P et d'une droite hyperboligeide points limite A et B,
construction des deux droites paralléles asymptogs (PA) et (PB).

On se donne une droite de points limiA et B, ainsi qu'un poinP. La droite(AB) est construite
comme on l'a fait cdessus. Puis on pratique une inversion dont ldecdeccentrd est orthogonal au
cercledD de Poincaré, de facon gP soit envoyé e© (la détermination d’une telle inrsion a été
faite dans I'exercicerécédent). Comme le cercle I'inversion est orthogonaldD, le cercledD reste
globalement invariant etB deviennent deux point&s’ etB’ situés sur le cercloD (figure 13.

Figure 13: A gauchde dessin initiala droite I'action d’'une inversion transformant le poiP en
O, centre du disque de Poinci

On trace ensuite les diametres portés |OA’) et (OB’) dans le disquédD. Appliqguons a ces
diameétres la méme inversion que précédemment, ickaiuevenir A’ etB’ enA etB, etO enP,

® C’est une conséquence du théoréme de I'angle inkorisque I'on a un cercle avec une colAB], le
grand arc délimité pak et B est formé des poinM tels que I'angleAMB reste constant et aigu, tandis qu
petit arc est formé des poirisavec langleAMB constant et obtus.
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I'inversion étant une involution. Les diamétresidenent des cercles passant 'un A, l'autre parB,
et tous deux paP (et 1), et comme le cercloD reste globalement invariant, ces cercles
orthogonaux au cercléeD comme I'étaientes diamétresfifure 14. Leurs parties intérieures au
disqueD forment des nehoites passant I'une pA et l'autre parB, elles sont bien paralléles a
droite AB.

Figure 14: En hautsuite de la construction, avec le rési final en bas unedroite AB et deux
droitespassant paP et qui lui sont parallelcasymptotiques.

4.3. Inversiontéflexion et médiatrice hyperbolique

Rappelons d’abord qu’'usegmer entre deux pointé et A’ situés dans le disque de Poincaré e
partie de ladroite passant paA et A’ et située entre ces deux points. Cela permet deirdé&f
médiatriced’un segmentcomme étant Idroite passant par Imilieu du segmer et perpendiculaire a
celui-ci. On dspose alors de la propriété suivante, qui rapmdahnotion deréflexion de celle de
réflexion, puisque I'axe joue le réle de médiat

Propriété 1: Soit deux pointsA et A’ dans le disque D de Poinag&, symétriques par rapport a
une droite L, c’est-adire transformés 'un en l'autre par une réflexion par rapport a L. Alors L
est lamédiatricedu segmer [AA’].

La droite L coupe ladroite passant paf et A’ en un pointS. La distance entreS et A est égale a
celle entreSet A’, puisque leréflexionfaisant passer dé a A’ est une isométrie. Plus précisémer
segmentSA est transformé eSA’ de méme longueur. Ces deux segments font un aregtE3d°.
Comme leréflexionconserve les angles r-orientés, I'angle entr8AetL est égal a cei entreSA' et
L, L étant invariante, d'ou un angle de 90°. AinssegmenfA’ est perpendiculaireL (figure 15.
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Figure 15: La droiteL (en ver}, avec les point®\ et A’ symétriques par rapport a e est la
médiatricedusegmenfAA’] etS est lemilieude [AA].

Propriété 2 : SoitA et B deux points du disque de Poincaré. Alors ces poins®nt inverses I'un
de l'autre dans l'inversion dont le cercle est limédiatricede [AB].

En effet, en appelaritle milieu de [AB] et (4) la médiatrice, on a(Al) = d(IB). L’inversion de
cercle () laisse fixe le poinl et laisse globalement invariant le cerd@ portant lesegmen{AB].
Comme elle conserve lgistance, le pointA devient un point a égale distancel queA sur (), et
c'est le pointB.

4.3.1. A partir de deux points distincts A et A’ dans le disque D) de Poincaré,
détermination de la réflexion qui fait passer de lin a l'autre

Appelonsa et a’ les affixes des points donnA et B. Exprimons gu’une inversion autour d’
cercle de centred’affixe ¢ inconnu fait passer de I'un a l'autifigure 16.” On trouve une inversion
unique de centre

c=a- a't aa(a-a)

aa-aa

Dans le cas oma— a'a'= 0, ce qui signifie qua|| = p’|, les points sont équidistants du centr
c'est une réflexion d’axe la médiatrice (AA’] qui fait passer de I'un a l'autre. Dans tousdas de
figure on a trouvé uneflexior qui fait passer dé aA’.

saufsiaa—-a'a'=0.

" Cette inversion a pour écriture comple
7' - €Z-1 ¢étant inconnu. Exprimons qu'elle fait passeia aa’ :
Z-C

ca-1
a-c
conjuguée de I'équation précéde ga'c+ ac= aa+1. En combinant les deux pour se débarrasser dugoé
dec, par multiplication de la premiére ga et de la deuxiéme paf, on a par soustracti :

(aa-aa)c=a d+ aa(a 9§

d’'ou la formule obtenue lorsqiaa- a'a'# 0, et I'on vérifie que cette valeur « convient, méme s (ou

a’) est nul. Le passage en nombres réels donne dedaméex, ety, du centre du cercle et son rayr, tel que
OoFP=r%+1.

a'= , Soit ac+a'ct= aa+l. A cause de la présence deet de son conjugué, on prend auss
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»

Figure 16: A partir de deux pointA et A’, détermination de leéflexior faisant passer de I'un a
l'autre.

Dans le programme permettant d’obtenir le dessilafigure 16 on se donne les deux poilA et
A’ dans D), et I'on détermine le cercle d'inversion qui fpasser dA aA’, avec son centil :

o = Xal- OA?)- x, (1- OK)

! OA2 - OA2
y, = YAl 0A?)- yp (1~ OK)
! OA2 — QA2

et son rayom tel quer?=01%-1.
Exercice 6: Centre et rayon du cercle d’'inversion faisant s de A a |

Il s’agit d’'une variante du calcul précédent. On denne deux points A et B dans le disqu:
Poincaré, de coordonnées (xA, yA) et (xB, yB) damsepére orhonormé d’origine O, centre
disqueD. Déterminer les coordonnées du centre | et le malRodu ercle de I'inversior(C) faisant
passer de A a B. Pour cela, écrire que vectoriedietAl = k AB et déterminer le nombre

On prendAl =k AB aveck > 0, en supposant quiest plus prés d que deA, soit
Xl =xA+k (xB—-xA) etyl =yA+k (yB—yA). Il s'agit de trouvek.

L’inversion s’écritlA IB = R? avecR? = 10% — 1, puisque le cercl€] est orthogonal au cercle un
de centreD.

IA IB =10% — 1 s’écritk AE (IA —AB) =xI> +yI* — 1,k AB(k AB—AB) = xI> +yI* — 1,

K AB -k AB =xI?+yl°— 1

Avec AR = (xB—xA)? + (yB —yA)2, etxl etyl calculés précédemment, on trouve aprés cal
XA+ yA -1

XA+ yK - xB - yB

De la on déduixl, yl etR.

k =

4.3.2.Propriétés de la nédiatrice hyperbolique

Par définition, lamédiatrice d’'un segmenfAB] est ladroite perpendiculaire ZAB] en sonmilieul.
On en déduit que %) = d(B). Et si I'on prend un poin¥ quelconque sur ce droite, on a aussi
d(MA) = dMB). En effet ledriangles MIA etMIB, ayant deux c6tés de méme longueur de méme
angle (90°) entre eux sont isométriques, d’cMA) = d(MB) (figure 17).

Nous allons maintenant voir qu'il 'y a pas d'astoints équidistants (A etB que ceux de la
médiatrice, d'ol d#e caractérisation de la métrice :



18

La médiatricede |AB] est I'ensemble des poinité équidistants dé& et deB. \

Prenons un de ces poirlt Le triangleMAB étant isoceéle, shissectriceenM coupe AB] en un
pointl’. Les triangleMI'A etMI'B ont un angle égal avec deux c6tés adjacents deerugrgueur. Ils
sont isométriques, d'ou ) = d('B), I’ est le milieu deAB], et les deux angles égaux kwmalent
chacun 90°. La bissectrice est confondue avec thamice de la premiere définition.

Figure 17: UnsegmenfAB] et samédiatrice(en rougg, avec des pointls! équidistants dé etB.
Construction de lamédiatricedu segmen{AB]

Commencons par construire le cercle de centtent lesegmen{AB] est une partie. Il coupe le
cercle unité’D de centréD enD etE. En général, les droiteAB) et (DE) se coupent eK ® (figure
18). Le cercle de centri et de rayorR tel queKA KB = R est un cercle du faisceau orthogonal a
celui engendré par le cercle unité et celui dereeintLe cercle de centr& et de rayonR est
orthogonal au cercle unité et a celui de ceht&a partie intérieure au disque de Poincaré d¢oada
médiatricede [AB].

Figure 18: Construction de lanédiatrice(en rougé du segmen{AB] (en ver}, cettemédiatrice
étant une partie du cercle de cendre

4.4. Propriétés des isométries de D

Soit trois pointsA, B, C disposés dans cet ordre et trois pokitsB’, C' dans le méme ordre sur le
cercle frontiereoD. On sait qu'il existe une transformation de Mobiusique dans le corps des
nombres complexe€ faisant passer da aA’, deB aB’ et deC aC’ . La transformation laisse le
cercledD invariant, c’est alors une transformation dBnsComme la notion de distance n’existe plus
sur le cercle frontiére, on a bien trouvé une idoméirecte unique db.

8 Dans le cas particulier oA\B) est paralléle 8JE), lamédiatriceest une partie de la droite médiatrice AB][
pour des raisons de symétrie évidentes. Dans rgmome de construction, il conviendra aussi dedreean
considération le cas particulier ou les poyt©, B sont alignés, lsegmenfAB] devenant un segment.
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Prenons maintenant un poiAtdansD et unedroite L passant paA,
ainsi qu’un pointA’ et une droitd’ passant paA’. Nous allons montrer
\ gu’il existe undsométriedirecte faisant passer &a A’ et deL al’.

Considérons l'inversion uniqug qui envoieA enO, ainsi que l'inversion uniqué, qui envoieA’
enQ, T; et T, étant des isométries indirectes@lela droiteL est transformée en un diamétrepar
T,, et la droitel’ en un diamétrd’, par T,. Prenons aussi une rotation de ce@reui envoie le
diameétrelL; en L’,, cette transformation étant une isométrie dira#eD. En fait il existe deux
rotations possibles, I'angle de droites étant prés. Puis pratiquons la chaine de transformations
indiquée sur ldigure 19

On passe ainsi d&(L) a A’, L’) parT, * o Ro T; de deux facons possibles, et la transformation de
Mobius obtenue est directe.

N " !
—_ - e d

Figure 19: Chaine de transformations faisant passeAde a A, L’).

Ajoutons maintenant un deuxiéme posurL tel quelL soit ladroite (AB), ainsi qu’un poinB’
surL’, et imposons que A( B) = dA’, B’). L'inversion T; envoieB en B; sur un demi-diamétre.
L'inversion T, envoieB’ enB’, sur un demi-diamétre. Et I'on a@|(B,) = d(O, B’,). Il n’existe alors
gu’une seule rotation envoyant le demi-diameé®&,] sur le demi-diametre(B’,]. Finalement, il
existe une isométrie directe Beunique envoyant lsegmenfAB] sur lesegmenfA’ B’] lorsque dA,
B) =d(A’, B'). En résumé :

Etant donnés trois poitns B, C dans cet ordre sur le cercle frontié2 et trois pointA’, B, C’
dans le méme ordre s, il existe une isométrie directe uniquelienvoyant ces trois points sur les
trois autres respectivement.

Etant donnés deux pointd et B dansD et deux pointsA’ et B’ dansD, ces points étar
équidistants : &, B) = d(A’, B'), il existe une isométrie directe uniqgue@envoyantA enA’ etB en
B'.

—

Notamment, si une transformation de Mobiubdenvoie un poinP deD en un autre poir®’ de
D et aussi le poinP’ en P, cette transformation est unique. EtPsreste fixe ainsi qué®’, cette
transformation ne peut étre que l'identité.

5. Triangles hyperboliques

Un triangle non-euclidien est formé de trois sona#etB et C qui appartiennent au disque de
Poincaré, et de trois cotés qui sontdegments ABBC etCA

5.1. Somme des angles d’'un triangle

Nous allons montrer que la somme des angles damgle est inférieure a 180°. Pour cela, faisons
subir au triangl@BC une transformation, ici urréflexionqui amene enO. A leur tour les point8
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et C deviennentB’ et C’, et les c6té:OB’ et OC’ du nouveau triangle sont rectilignefigure 19.
Comme la transformation conserve les angles, larsodes trois angles du trianOB'C’ est égale a
celle deABC. DansOB’'C’ le segmenB’'C’ est un arc de cercle, et par comparaison avelagte
euclidienOB’C’ ayant comme c6té la corde (rectilignB’C’], dont la somme des angles est 1t
celle des angles dtiangle OB’C’ est strictement inférieure a 180°.

Figure 19: TriangleABCtransformé eiOB'C’.

Ce résultat se généralise apolygoneaN c6tés Comme il peut étre découpéN — 2 triangles, la
somme des angles du polygone est strictementeniéria N — 2) 7.

5.2.Triangles isométriques et semblables

On dit que deux triangleABC et A'B'C’ sontisométriquess’il existe uneisométriefaisant passer
des trois sommets de I'un aux trois sommets ddréafPuisqu’une telle transformation conserve
seulement les distances mais aussi les anglesri@nés, deux triangles isométriques ont leurs
angles repectivement égaux. Par analogie avec la géon®idkdienne, on peut dire que les di
triangles isométrigues sont aussi semblables, pllsont leurs angles respectifs égaux. Mais
géométrie euclidienne deux triangles semblaABC et A'B’C’, qui ont leurs angles égaux, ne s
pas isométriques en générals ont seulement leurs cotés respectifs dansmésies proportior :
A'B’/AB=B'C’'/BC = C'A’/CA (figure 20. En géométrie noauclidienne, il n’en est pas de mér
et I'on a la propriété suivante

Deuxtrianglessontisométrique si et seulement s’ils sont semblables (angles ctifpégaux’ \

B' A
%C'

B (&
Figure 20: Deux triangles semblables, et -isométriques, en géométeeclidienn.

Il reste seulement a prouver que si ddriangles sont semblables, ils sont auisométriques
Partons de deux triangles semblakABC et A'B'C’, ayant par définition leurs angles respet
égaux. Amenon#\ en O par uneréflexion et amenons aus#’' en O par uneréflexion Puis par
rotation de centr® (avec éventuellement une réflexion supplémentdaredpassant p:0O) on peut
toujours faire en sorte que les triangles obteipuésacette transformation aient leurs deux cotas
de O qui soient portés par deux mémes droites. AppeODE et OD’E’ les deux triangles obtent
La transformation ayant conservé les angles, odas I'un des contextes indiqués sufigure 21,
avec des angles égaux@retD’, ainsi qu'erE etE’ :



21

E EE' E B
D D
O )' Do D' o DD 0 B

Figure 21: Les quatre cas de figure, du cas 1 au cas #laat de gauche a droite

Cas 1: le quadrilaterBEE’D’ doit avoir la somme de ses angles strictementitfée & 360°,
c'est une conséquence immédiate du fait que la sodes angles d'un triangle est inférieure a 180°.
Or la somme de ses angles2retD’ est égale a 180° ainsi que celle de ses anglésetik’, et la
somme des quatre angles vaut 360°, ce qui n'egiqsssble.

Cas 2: le triangl&DD’ a un angle nul e& (ouE’), et la somme des anglesretD’ vaut 180°.
On tombe encore sur une contradiction.

Cas 3: le quadrilatere croiB®’'EE’ est formé de deux triangles, avec une somme déssagigD
etD’ égale a 180° pour I'un et aussi a 180° pour l@ute qui est impossible.

Cas 4 : les triangle®DE et OD’'E’ sont confondus, donc isométriques, et les triangliginaux
ABCetA'B’'C’ aussi. C'est la seule possibilité.

5.3. Triangles idéaux

On dit gu’untriangle est idéal lorsque ses trois sommets sont a liinélest-a-dire sur le cercle
limite 6D du disque de Poincaré. Dans ces conditions, sissangles sont nuls et son aire vautl
existe aussi desianglesdeux-asymptotiques ou un-asymptotique lorsqu’ilsd@ux ou un sommets
a linfini.

Exercice 7 : Triangle rectangle isocele et sa limilleux-asymptotique

Montrer que la hauteur hyperbolique d’un trianglgperbolique rectangle isocéle est inférieure a

In (1+ \/E). Cette propriété a été trouvée en 1807 par F.K. ®dkavt, inventeur de la géométrie
astrale

Placons ce triangle avec un somme©e@avec un angle droit, et les deux autres sommets sut
Ox et Oy, avec dQA) = d(OB) (figure 29. L’hypoténuseAB est un arc de cercle dont le centre est sur
la premiere bissectrice du repére. Comme ce cestlerthogonal au cerclg il appartient au faisceau
de cercles dont les points limites sont les paifitgersection de la bissectrice avecL’hypoténuse
du triangle atteint sa limite e, B,.. LorsqueA va de 0 a 1, laauteurdutriangle OABva de 0 &h,
ce pointh étant sur I'arc de cercl&, B,. Calculons dD h), la hauteurhyperboligue maximale. L'arc

de cercleA, B,.ayant un rayon égal a 1, on en déduit @he= /2 - 1, puis

doh=mnoN -y 2 2+2/_2:|n(1+J§)
1-Oh ~ 2-4/2 2
B
h
B
ONA A oo

©

Figure 22: Trianglesrectangles isocéles et la haut@irmaximale.
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5.4.Médiatrices d’'un triangle

Nous allons montrer que les traisédiatricesd’un triangle sont ou bien concourantes ou bien
ultra-paralléles avec la ménmperpendiculaire communélous admettrons ici que deux droites ultra-
paralleles admettent une perpendiculaire commuriguan ce que nous démontrerons dans le
paragraphe 7

Considérons utriangle ABG et prenons lesédiatricesdescotés[AB] et [AC]. On distingue deux
cas.

a) Les deuxmédiatricesse coupent. AppelonG ce point. On ad(GA) = d(GB) et d(GA) =
d(GC). D'ou d(GB) = d(GC). Le pointG, équidistant dé3 et C, est aussi sur Imédiatricede BC]
(figure 23.

Figure 23: Untriangle ABC (en ver} dont lesmédiatricessont concourantes.

b) Les deuxmédiatrices ne se coupent pas. Elles sont ultra-parallélesadehettent une
perpendiculaire communé&our montrer que la troisienmeédiatriceest ultra-paralléle avec les deux
autres en ayant la méme drofterpendiculaire communeommencons par montrer la propriété
suivanté :

Considérons usegmenf{AB] de médiatrice(D), et unedroite (EF). Les pointsA et B se projettent
orthogonalement el etQ sur EF). Alors lesdroites(D) et EF) sont perpendiculaires si et seulement
sid(AP) =d(BQ) avecA etB du méme cbté dé&F).

Supposons queD{ est perpendiculaire aEF). Les droites AB) et (EF) étant toutes deux
orthogonales a), elles ne peuvent pas étre sécantes (sinon @it aartriangle dont la somme des
angles dépasserait 180°). Les poikest B sont du méme coté deF).

Faisons maintenant I'inversion de cerd®).(Elle envoieA enB (cf. propriété ci-dessiyset elle
laisse ladroite (EF) globalement invariante. Le cercle portansé&gmen{AP] est transformé en un
cercle passant p& et orthogonal au cercle unité ainsi qu'au cerddgmt €F). Il s’agit du cercle
portant BQ]. [AP] devient BQ)], et P est transformé e®. On en déduit, puisque l'inversion est une
isométrie, qual(AP) = d(BQ) et aussi qud(PJ) = d(JQ) ouJ est lemilieu de [PQ] (figure 24.

° Cette démonstration est donnée par D. Perrin lgargéométries non euclidiennes et ce qu’elles nous
apprennent sur la géométrie euclidienne et sonignement
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N

Figure 24:Fé_tQ étant les projections deetB sur la droite EF) orthogonale a la médiatricB),
on ad(AP) =d(BQ).

Inversement, supposons qu@P) = d(BQ) avecA etB du méme cété de la droitER). Appelons
J le point d'intersection de la médiatridg)(de JAB] avec EF). Il s’agit de prouver qued) est aussi
la médiatrice deHQ)], et (D) sera bien orthogonale BR).

On a déjad(JA = d(B), et les trianglesAlJ et BIJ sont
isométriques. On en déduit que leurss angles ehB sont égaux. A
leur tour les trianglesAJP et BJQ sont isométriques (triangles
rectangles avec deux cOtés isométriques), di@P) = d(JQ) et les
angles erA et enB sont égaux. On en déduit que les angleA ehen
B des trianglesAIP et BIQ sont égaux, et ces deux triangles sont
isométriques (un méme angle et deux coOtés adjacsomsétriques).
D’ou d(IP) = d(IQ). | etJ étant équidistants deet Q, ladroite (D) est
aussi lamédiatricede [PQ)], et (D) est orthogonale &F).

La propriété est démontrée. Il reste a l'appligaex trois médiatricesd’'un triangle ABC.
Supposons que lesédiatricegD) et O') descotés[AB] et [AC] sont ultra-paralléles. Elles admettent
une perpendiculaire commurd) (Les pointsA, B, C se projettent eR, Q, Rsur (). On a alorgl(AP)
=d(BQ) etd(AP) = d(CR) grace a la propriété précédente. Il en découwad(BQ) = d(CR), et grace a
la réciproque de la propriété, aédiatrice de BC] est orthogonale a la droitef)( Les trois
médiatrices sont orthogonales a la droite(figure 25.

Figure 25: Un triangle ABC, avec ses trois médiatriceen( rouge et leur perpendiculaire
commune €n bleu.

Exercice 8: Autre démonstration pour prouver quesl médiatrices ont la méme
perpendiculaire commune lorsque elles sont ultrarpbeles

On considére un triangle;B;C; dont les médiatrices de {B] et [A;C;] sont ultra-paralléles.

1) Que devient ce triangle et ses médiatrices loeskpn fait I'inversion qui envoie le milieu
de[BC]en O ?
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On obtient un triangl&BC dont lecété [BC] est sur un diamétre du disque de Poincaré, avec e
plus d(OA) = d(OB), ou encoreéDA = OB. La médiatricede BC] est un diamétre orthogonal BG).
Les deux autremédiatricesdeviennent de droites ultra-paralléles, portéegdpa cercles de centres
etJ.

2) Pour faciliter les calculs qui vont suivre, faiune rotation de centre O de fagon que le
diametre (BC) soit porté par I'axe des x, ce quéda la figure isométrique au sens euclidien (&gur
26). La médiatrice de [BC] est portée par (Oy). Lmsints A, B, C ont alors pour coordonnées
respectives (xA, yA), (b, 0) et (b, 0). En utilisle résultat de I'exercice 1, montrer que la deoflJ)
est parallele a (BC).

On aAl =k AB etAJ =k AC. Grace a kExercice 1on a

XA + yR -1 ot k'= xK+ yR-1
XA+ yK - 1f xR+ yR- B
Par la réciproque du théoréme de Thalés, la dfidiest paralléle a la droit3(C).

k= douk =K.

3) En déduire que la perpendiculaire commune auxliatéces de [AB] et [AC] est aussi
perpendiculaire a celle de [BC].

Le cercle du disque de Poincaré étant orthogonal deux cercles ;) et (C,) portant les
médiatricesde [AB] et [AC], son centreO est sur I'axe radical du faisceau engendré padées
cercles C)) et (C,), ce faisceau ayant pour axé)( Cet axe radical est confondu avealédiatricede
[BC]. La perpendiculaire communa [AB] et [AC] est portée par un cercle orthogonal lui aussi au
faisceau. Son centre est sur I'axe radical eitibi@n un angle droit avec taédiatricede BC].

En faisant la rotation inverse et l'inversion prdegte, qui conservent les angles, les trois
médiatricesdu triangleA;B,C, admettent la méme perpendiculaire commune.

6. Cercles hyperboliques

Par définition urcercle de centrd et de rayorR est 'ensemble des poinité tels qued(IM) = R.
Mais a quoi ressemble un te¢rcle? Nous allons montrer qu’'ucercle est aussi un cercle situé a
I'intérieur du disque de Poincaré, et inversemifatis ces deux cercles qui se confondent n’ont @as |
méme centre ni le méme rayon en général.

Commencons par le cas particulier olcégclea pour centr® et pour rayorR. Il s’agit alors du
cercle de centr® et de rayom tel quer = tanh R/ 2).

Prenons maintenant le cas général ocekele (C) a un centré autre qued. On ne connait pas sa
forme, mais la droite(l) coupe cecercle en deux point#\ et B avecd(Al) = d(IB) = R, etA, I, B
alignés sur QI). Par l'inversion qui envoié en O, le cercle C) devient un ensemble de points
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équidistants d©, c’est-a-dire un cercleC() de centreD. Les pointsA et B sont transformés el et
B’ alignés ave®©.

Puis tracons le cercl€C() de diamétre AB] avec son centrE au milieu de AB] et de rayorR'=
AB/2. L'inversion transforme ce cercle en un cer€&) passant pad’ et B. Comme linversion
conserve les angles, les angles droité ebB entre AB) et (C') deviennent des angles droits &net
B’ entre AB) et (C'1). Il s’ensuit que A’ B’] est un diamétre de,).

Finalement le cercle() est confondu avec le cercl€' (). En revenant aux cercles initiaux, le
cercle (C) est confondu avec le cerclé’). Le cerclenon-euclidien est aussi un cercle euclidien. On
constate aussi que leurs centresl’ sont alignés ave®. Cela donne le moyen de trouver le centre et
le rayon de I'un a partir de ceux de I'autre, comomde montre dans I'exercice suivant. Finalement :

Un cercleest un cercle. Les centres euclidien et hyperbelgpnt alignés avea.
Exercice 9 : Lien entre cercle hyperbolique et clereuclidien

1) Comment avoir le centre I' et le rayon R’ d'uerde euclidien (C’) & partir du cercle
hyperbolique correspondant © de centre | et de nalga?

Le centre lest défini par sa position, c’est-a-dire par ktatice euclidienn®l et I'angle QOx, Ol)
= 6. On commence par calculéfOl) = 2 Argth©Ol). Puis on détermine les poirA®tB d’intersection
de QOIl) et ©, en calculand(OA) = d(Ol) + R, d(OB) = d(Ol) — R. On en déduit les distances
euclidienneDA = th(d(OA) / 2) etOB = th({d(OB) / 2), puis le rayoiR’ = (OA—OB)/2 et la position
du centrd’ parOI' = (OA+ OB)/2, soitx, = Ol cod ety; = OI' sird.

Par exemple, poudl = 0,8, = 70° etR = 1, on trouve le cercle de centreet de rayorR’ sur la
figure 27

Figure 27: Cerclede centrd et de rayon 1, avdt centre du cercle correspondant.

2) Comment avoir le centre | et le rayon R d’'unctehyperbolique © a partir du cercle euclidien
correspondant (C") de centre I’ et de rayon R’ ?

Le cercle C’) doit étre a l'intérieur du disque de Poincarén entrel’ est donné par la distance
Ol'et 'angle # entre OX) etOl' . Ce cercle coupd)]) enA etB, avecA supposé plus loin d@ queB.
On en déduit les distanc€@A =0OI' + R’ ( < 1) etOB = |OI' — R’|, ce qui nous améne a distinguer
deux cas:

SiOr —R'>0, OB = OI' - R’, d'ol d(OA) = 2 Argth(OA), d(OB3 2 Argth(OB), puis d(Ol) =
(d(OA) + d(OB))/2
Ol = th@d(Ol) / 2),xI = Ol cod, yl = Ol sird etR = (d(OA) —d(OB))/2.

SiOl'-R'<0,0B =R -0l dou d(OA) = 2 Argit{OA), d(OB) = 2 Argth(OB), puis d(Ol) =
(d(OA) — d(0B))/2
Ol = thd(Ol) / 2),xI = Ol cog, yl = Ol sirg etR = (d(OA) + d(OB))/2.
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Des résultats sont donnés sufidmire 28 avec quelquesayonsdessinés sur leercles

S
V.,

Figure 28: De gauche a droitdes cercles de centrésavecOl’ =0,5, 0,2, O,éSQ = 300°, 300°
et 120°) et de rayoR’ égal 4 0,4, 0,7 et 0,7. Lesrclesassociés ont powentrel et pourrayon R=
1,38,2,02, 2,74.

Exercice 10 : Longueur et aire hyperboliques d’uercle
1) Montrer que la longueur d’un cercle de rayon égwlique R est égale an2sh R.

Prenons un cercle de cenfe de rayon euclidieR’ et de rayon hyperboliqgue Un élément de
longueur hyperboliquels du cercle est tel ques= 2R’ df / (1 —R™). La longueurdu cercle est
2% 2R’ 4R’
[ Sdf=——.
0 1-R' 1-R
AvecR’ = thR/2) =shR/2)/chR/2)et1-R?*=1-tHR/2) =1/ chR/ 2), la longueur
hyperbolique du cercle estlshR/ 2) chR/ 2) = 2z shR.

2) Montrer que l'aire du disque de rayon hyperbobcR est égale asH(R / 2).

Un élément d’aire de cotés euclidiarsetr dd a pour aire hyperboliquedt r dd /(1 — A% L’aire

hyperbolique du disque est
2

R r2rdrdrdd _ (R 8mrdr _ 1 r_ 1 R* ‘
[0 ooy =[ a4l = A =4 e ATt RI2) o R /2
=4nsR(R/2)

3) Conclure sur la différence de comportement dergueur et de I'aire d’'un cercle selon gu'il
est euclidien ou hyperbolique.

Lorsque le rayon devient grand, la longueur duleezaclidien et son aire restent proportionnelles
au rayon et a son carré, tandis que pour le chyglerbolique, la longueur et I'aire ont une évanti
exponentielle.

7. Perpendiculaire commune a deuxroites

Commencons par un probléme annexe, celui de laristd’'un point & une droite. En géométrie
euclidienne, on sait que par un point on peut mener perpendiculaire unique a une droite, ce qui
donne la distance du point a la droite. Il en estrdéme en géométrie hyperbolique, comme le montre
I'exercice suivant.
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Exercice 11 : Distance d’un point a une droite hgyiolique

Considérons un point A et une droite hyperboliqueMontrer que par A on peut mener une
perpendiculaire unique a la droite L, et que le reegt [AK] obtenu a pour longueur la distance
hyperbolique d(A, L) = d(A, K) entre le point etdeoite, et qu’il s’agit de la distance minimaleten
le point et tout autre point de la droite.

Donnons-nous un poim et unedroite L (en forme d’arc de cercle en général). Puis fason
l'inversion de cercle@) qui envoie le poinAA en O. Cette inversion transforme la droiteen une
droite L'. La perpendiculaire menée p@rversL’ est un segment euclidie®K’] (figure 29 a
gauche, et ce segment est le plus court parmi tousdgments (desegmentgaussi) joignanO© a un
point quelconque de la droité . En refaisant l'inversion, le poitt’ devient un poinK surL, avec
[AK] orthogonal &, et ce segment est aussi le plus court entreite gola droite, puisque l'inversion
est une isométridigure 29 a droitg.

z A
P‘

Figure 29: A gaucheinversion de cercled) envoyantA enO etL enlL’ : la distance d© aL’ est
d(O, K"). A droiteretour a la figure initiale avec Al(K) distance du poinA a ladroite L

En géométrie euclidienne, on sait aussi que sed&s< droites paralléles
admettent des perpendiculaires communes, et qu'éx@ste alors une infinité, les
segments transversaux ayant tous méme longuewenl est plus de méme en
géométrie hyperbolique. On va constater que sedéesx droites ultra-paralléles
(mais pas symptotiques) admettent une perpendieutammune, et que celle-ci est

unique. La notion de distance entre deux droiteallgtes n'a alors plus aucun sens. La démonstratio
se fait en deux temps.

1. Si deuxdroites admettent une perpendiculaire communeces deuxdroites sont ultra-
paralleles.

Supposons que les deuwdoites sont sécantes ou paralléles asymptotiques. Ledesequi les
portent ont deux points d’intersectidnet B, éventuellement confondus. Ces deux cercles dééni
un faisceau de cercles a points de #aséB, ou tangents. Ce faisceau admet un faisceau anmiabg
points limitesA et B ou tangent. Le cercle de Poincaré appartient taiseeau, ainsi que le cercle
portant laperpendiculaire communéais tous les cercles du faisceau orthogonakqut intérieurs
au disque de Poincaré ont leur centre a I'intércaudisque. Aucun ne peut porter uheite. Il ne
peut pas y avoir deerpendiculaire commune

2. Si deux droites sont ultra-paralleles, elles admettent uneperpendiculaire commune
unique.

Considérons les deuwdroitesultra-parallelesl(; L';) et (L, L’,) portées par les cercle€f et (C,)
de centred etJ (figure 30. Le faisceau de cercles engendré par ces deabesest a points limites.
Comme le cercléD unité de Poincaré appartient au faisceau orthdgbraupe la droitel() en ces
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deux points limited® et Q. A son tour, ladroite (PQ) est portée par un cercle du faisceau orthogonal.
Etant orthogonale aux deux cecl€s)(et (C,), c’est ungperpendiculaire commureuxdroites

Figure 30: Construction de la perpendiculaire commuee rougé a deux droites ultra-paralléles
(en ver.

Sl existait une autre perpendiculaire
commune, on aurait deux cas de figure. Si les
deux perpendiculaires communes ne se coupent

| pas, on aurait un quadrilatere avec quatre angles
| droits, ce qui est impossible. Si les deux
perpendiculaires se coupent, on aurait un triangle

dont la somme des angles dépasseraie qui est
aussi impossible.

\

N\

La perpendiculaire commune est bien unique, et &hate utilisée ci-dessus permet de la
construire. Il suffit en effet de trouver les damoints d'intersectiorP et Q du cercle unité et de la
droite (J).

Remarqguons aussi que les droites (euclidienhgd) () et (L, L'»), si elles se coupent, ont comme
point d’'intersection le centré du cercle qui porte cetgerpendiculaire commun@vecKL,; KL'; =
KL, KL', = R, ce qui donne le raydR du cercle).

8. Courbes équidistantes d’une droite hyperbolique

En géométrie euclidienne classique, on sait quidte des droites paralleles a une droite donnée.
En géométrie hyperbolique, il n’en est rien. listgides courbes, et non disites qui sont paralleles
a unedroite donnée. Et ces courbes sont des arcs de cerclelePoérifier, considérons urdroite
dont les points limites sort, etB,, ainsi qu'un arc de cercle (euclidien) passantcgeardeux points
(figure 31). Cet arc de cercle est caractérisé par I'angi@’il fait avec la droite en ses points limites.
Nous allons montrer que les points de cet arc ddeceont équidistants des points dellaite. Pour
ce faire, commencons par simplifier le problémepestiquant une isométrie directe —une certaine
transformation de Mobius, qui fait passer de latdr(A,.B,) a la droite AB) qui est un diametre du
disque de Poincaré, plus précisément avéd, 0) etB(1, 0)° L’arc de cercléA,B,, est transformé en
arc de cerclé\B faisant le méme angke avec le diametre. Il reste a démontrer que ceABra ses
points équidistants du diamétre. Comme les distaroat conservées, il en sera de méme pour l'arc
de cercleA,B...

19 Cette transformation existe, puisqu'il existe tna@sformation isométrique faisant passer d’un fpeiml’'une
droite pasant par ce point & un autre point etdneéte passant par ce point.
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Aes

Figure 31: Passage de [roite A.B,, et d'un arc de cercleef roug¢ A.B,, au diamétréAB et a
I'arc de cercle correspondant, les distances étargervées entre les uns et les autres.

Constatons d’abord que le cercle de Poincaré edride associé a I'asB définissent un faisceau
de cercle dont I'axe radical est la droitdB] (figure 33. Puis prenons un point quelcondRisur I'arc
de cercleAB. Par ce point passe un cercle du faisceau ortlabgmun précédent, et ce cercle est
orthogonal non seulement au cerl® mais aussi au diametid3 et au cercle de Poincaré. Il coupe le
diamétre erQ, et I'arc de cercl®Q, qui est ursegmenta pour longueur ldistance ¢PQ). Il reste a
montrer que cette distance est la méme quelleajtuaposition du poinP.

Z—q
—-qz+1
point Q devientO, et les point et B restent fixes. Le diametrdBB] reste invariant, et I'arc de cercle
AB devient un arc de cercle passant par A et Buetgnserve I'angle avec le diamétre. Ainsi 'arc
de cercleAB est lui aussi invariant. Leegment PQlevient un segment porté par I'axe vertiogl a
cuase de la préservation des angles droits, eite P devient le poinP’ situé a l'intersection de l'arc
de cercleAB et de I'axe deg. Par conseervation des distanaPQ) = d(OP), et cela quelle que soit
la position du point P. Tous les points de I'&B sont bien équidistants de daoite AB, et cette
distance est(OP).

Pour ce faire, considérons l'isométrie directectellie z' = ou g est l'affixe (réel) d&Q. Le

C
Figure 32: Les points de l'arc de cerchB (en rougg sont équidistants du diametr&H], avec

d(PQ) =d(OP).

Calculonsd(OP). L'arc de cercleAB ayant pour centr€ et pour rayorR, on aCO = R cost, OP
=R-Rcost =R (1 — cos), avecRtel queR* = 1 +OC* = 1 +R? cosa, R* = 1/ sifa, R=1/ sin.
D’ou la distance euclidien®P’ = (1 — cos)) / sim ) = (2 sif(a/2)) / (2 sin@/2) cos@/2)) = tang/2).
La distance hyperbolique est alors :

1-OP' ' 1-tan@ /2)
_pCOS@ 1 2)+ sing 12)  2sing /27 /4)

" cos@ /2)- sinér 12)  J2cos@ |2+ 1 4)

In(tan(@ / 2+ 7 / 4))

On a finalement la propriété :
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Soit unedroite de points limite®\, etB,.. Alors I'arc de cercle euclidien passant paretB,, (voire
la corde A.B.]), et faisant un angle avec la droite, a tous ses points équidistanta deoite, et cette

distanceestIn (tan% +%)).

9. Horocycles

Considérons ugercledans le disque de Poincddé Puis faisons tendre saentrevers l'infini. A
la limite, le centredevient un point idéal surdD et lerayon devient infini. C’est toujours un cercle
euclidien, mais ce n’est plus gercle puisque sogentreT n'est pas danB. Il s’agit d’'unecourbeen
forme de cercle tangent €h a oD, que I'on appelle horocycfe.Les diamétres de I'horocycle,
orthogonaux en ses extrémités au cercle euclidiefegeprésente, et notamment orthogonauX an
cercle unitéD sont des parties de droites asymptotiques issupsidt idéalT.

Figure 33: Un horocycle €n rougé dans le disque de Poincagn(noif), avec ses diametresn
vert) portés par dedroitesasymptotiques issues de smntreT.

Exercice 12 : Construction d’horocycles

1) Déterminer I' horocycle de centre hyperboliquddnné sueD et passant par un point A donné
du disque de Poincar®.

Le centre euclidierk de I'horocycle est surT) (il est méme surQT[) et sur la médiatrice de
[TA]. Il existe toujours un point unique d'intersecticet un horocycle unique. Celui-ci appartient au
faisceau de cercles tangents au cercle @hiténT. Son centre euclidiel, ici situé sur QT[, a pour
coordonée®K cog), OK sing. L'équation d’un cercle centré &net de rayorKT est

(X —OK co9))?+ (Y — OK sind)® = (1 —OK)?. Imposons que le cercle passe Agxa, ya) :

(%a —OK co9)’+ (ya — OK sird)* = 1 —OK®. On en déduit
__ 1-xa-Va

 2(1- X, coF -y, sid
Un résultat est donné surflgure 34

OK d’'ou le centreK et le rayorirl.

1 En géométrie euclidienne, un cercle limite de rayafini devient une droite. Autrement dit, un derc
généralisé reste a la limite un cercle générai&st différent en géométrie hyperbolique :aemcledevient une
courbe qui n’est plus ucercle
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I T

Figure 34: Horocycle passant pA et tangent efi adD.

2) Construire les horocycles passant par deux goiet B du disque D, en distinguant dew :
a) Les points A et B sont équidistants du centcri@isque |
b) Les points A et B ne sont pas équidistants

a) La médiatrice! de JAB] coupe le cercle unitcD en deux point3 et T'. Elle est aussi un axe
symeétrie de la figure. Dans ces conditions, leslesrpassant psTAB et parT'AB, qui sont leurs
centres swi, sont tangentsdD. lls sont les deux horocycles passant4oatB (figure 35.

Figure 35: Les deux horocycles passant par les pA etB lorsqueOA = OB.

b) La médiatrice deAB] coupe le cercle unitoD en deux points. Prenons I'un de ces deux pi
comme centre d’'un cercle passant paA et B. Ce cercle coupe le cerad® en deux point& et F
(figure 36. La médiatrice deEF] passe pa© mais pas celle deAB] puisqueOA # OB. Les droites
(AB) et EF) nesont pas paralléles. Elles sont sécanteG, et I'on aGA GE = GE GFE D’autre part
les pointsE et F sont de part et d'autre de l'aAB sur le cerclel". Il s’ensuit que le poir
d’intersectionG est a I'extériet du cercledD. Par le pointG on peuttoujoursmener deux tangentes
(GT) et GT’) au cercledD, T et T’ étant les points de contact, ett 'oBA GE = GT> = GT*, soit la
puissance d& par rapport au cercle unité. Mais pour tout hortEyassant peA et B, la puissance
de G est aussGA GB Comme cell-ci est aussGT* = GT’%, un horocycle qui est tangentéD a
comme point de tangendeou T'. Il existe donc deux horocycles qui sont les e dirconscrits
TABet aT'AB.
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Figure 36: Construction des deux horocycles passanfAmB dans le cas général.

10. Classification des isométries directes de D

Rappelons qu’une isométrie directe Beest une transformation de Mobibd de la forme
M(z)=d? =
-mz+
Sous forme normalisée (avec son déterminant édgaledld devient :

€1 Nz-nf &% N .
M(z) = 4 . ou A=,/1-|mf .

( ) _m(e—IH/Z/ A Z+( éIH/Z/ % | |2
_d%+¢'%? _2cosp /2)

A Ji-mf

Comme | < 1, la trace est réelle. Notre étude sur lassfommations de Mobius, dans un chapitre
précédent, indique qu'il existe deux points fixiesyr produit valant b / c. Dans le cas présent, cela

1 avecin| < 1.

La trace déM est : TM =

donne—¢€?, soit 1 en module. On en déduit qu'il existe trmas possibles : soit il existe un point fixe
m

unigue dan®, l'autre étant a I'extérieur, soit les deux poifikes sont distincts mais tous deux sur le
cercle unitéD, soit ils sont confondus en un point@2. Finalement , on obtient ces trois cas :

Si |[Tr M | < 2, la transformation est elliptique. Il exist® point fixe unique dan®. La
transformation est uretation hyperbolique autour du point fixe.

Si |TrM | = 2, la transformation est parabolique. Il existe seul point fixe sudD. La
transformation est unetation limite dont le centre est ce point limite.

Si |TrM | > 2, la transformation est hyperbolique. Il n&giaucun point fixe dari3, mais deux
points fixes limites su@D. La transformation est uninslationhyperbolique.

Cela peut aussi étre vu sous forme géométriques Nawons qui est une isométrie directe @e
et qu'elle est toujours le produit de deuvéflexions hyperboliques. Cela nous améne encore a
distinguer trois cas, selon que keeesdes réflexions sont sécants, paralleles asympiegigu ultra-
paralléles. Et I'on retrouve lestations lesrotations limiteset lestranslations L'exercice qui suit
montre le lien entre la trace ket la position respective des axes dexions
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Exercice 13 : Trace de M lorsque M est la compodéedeux inversions.

1) Deux inversions-réflexions d2 ont pour centres a et b. Supposons que la drait®é)(est
verticale : les points a et b ont pour coordonnéesa’) et (h, b’). Montrer que pour | h | > 1, les
cercles d'inversion se coupent en deux points dantlansD, et que pour | h | <1, ils ne sont pas
sécants (les droites correspondantes sont ultralfies).

Lorsque | est supérieur a 1, la droi@If) ne coupe pas le cercle unit@. Cette droite et ce cercle
engendrent un faisceau de cercles ( asdd) Comme axe radical. Il admet deux points limiBest B’
sur Ox (figure 37 a gauche Le faisceau orthogonal contient les cercles elgresa etb, et il a
comme point de bad® etB’. Les cercles d'inversion sont sécantsBegt B', ou encore les axes des
deuxréflexionsse coupent eB.

Lorsque | est inférieur a 1, la droitea (b) coupe le cercle unitéD. Cette droite et ce cercle
engendrent un faisceau de cercles a points delbask’ (figure 37 a droitg A leur tour, ces deux
points sont des points limites pour le fasceauogithal dont font partie les cercles de centresb.
Les cercles d’inversion ne se coupent pas. Il exisssi des contraintea etb doivent étre hors de,
soit 1 -’ <a?etl-h<b?

Figure 37: Les deux cas possibles selon dujer|[La gaucheet h| < 14 droite

2) On rappelle (cf. exercice 3) que la composéalelex inversions s'écritz' = §Z+Ti avec
z+
A=ab-1, B= a- L, a et b étant les centres (ou les affixes) deslegrd’'inversion. Calculer le

carré de la trace de cette transformation de Molusvérifier que pour h=1,onabien | TrM | =2

Sous forme normalisée, la transformatMra pour trace(A+ A)// AA- BB. Aprés calculs, on
trouve : A+ A=2(If -1+ a'b) et AA- BB=(H -1)(Hf + &+ B*-1)+ & B’
(h? -1+ a'b"?
(h* =1)(h* + a*+ b?>- 1)+ a” b?
Pourh = 1, on trouve bien (TM)?= 4.

(TrM)? =4

3) On pose X =h-1, et Y = ((Tr Mj— 4) / 4. Ecrire Y en fonction de X.

Le résultat précédent s’écrit :
(TrM)? _ (X +a'b)? B (X+ & b)? _ (X+ abp?
4 X(X+at+b?)+aZp? X+ (% b)) X+ &K (% D X* B
Y = (TrM)* -4 _ (TrM)? _q= X+ a'b)?- X*-(a% B? X- d° b?
4 4 (X +a?)(X+ b?)
—~(b-a)? X
(X +a?)(X+ b?)
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LorsqueX est positif, ce qui signifie quh? — 1 > 0 ouH[ > 1, on constate qLY est négatif, ce qui
signifie que (TM)?< 4 ou |TiM| < 2.

LorsqueX est négatif, soith| < 1, on sait que I'on doit avoir 1R < a’? et 1 —h? < b’?, soit
X >-—a“etX >-b'? Yest positif, d'ot [TM| > 2.

10.1. Rotation hyperbolique

Sous l'effet des deux inversions, un poA est transformé e, puis enA’. Quant au point
d’intersectiorK des deux cercles d'inversion c’est un point fixeyree figur, comme un triangldans
la figure ) est transforneéen une figure isométriq, avec ses angles orientés conserves, cette
étant tournée, autour d€ d’'un angle double de celui compris entre les deercles d’inversiol
(figure 38. Il s’agit d’'unerotation.

Figure 38: A gauchepassage dA a A’ en passant pak;, avec un anglAKA’ double de l'angle
entre les deux cercles d'inversicA droite a partir du triangleouge 123, la premiére inversiolAB)
donne le triangl@ert, puis la deuxieme inversioA'B’) donne le triangle final 1’2’ en bleu

A partir de deuxdroitespassant paun pointA dansD et faisant un angle c6/2, constituant les
deux axes des réflexions, l@wites successives qui passent pagn faisant ce méme angle de I'un
la suivante, sorles morceaux des cercles d’'un faisca points de basd et A’. Il est orthogonal au
faisceau qui est engendvér le cercle unitoD et le cercle poind, et ce faiscee a pour points limites
les pointsA et A'. Il donne des cercledansD, et tout point déD situé sur un cercle du faisceau
transformé par la rotation en un point qui est wurméme cercle. Ces cerclrestent globalement
invariants sous l'effet de la rotation de cerK et d’angled. Lesdroitesqui leur sont orthogonal
sont telles qu’un point situé sur l'une a pour transformépoimt situésur ladroite qui fait un angle?
avec l'autre. Lafigure 39 montre I'évolution e figuressous l'effet d’une rotatiorde centreA et
d’angled = z/3 & partir de la composée de deux réflexions tsnaxes passent fA et font un angle
0/6 de 'un vers l'autre.

Figure 39: Rotation d’anglex/3. A gaucheles deux axes des réflexions sen vert ils font un
angle der/6. Sous I'effet répété de cette rotation, on assista nouvement tournade quadrilateres
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rougessitués entre deux cercles globalement invariantessegmentsgjui leur sont orthogonaux et
faisant entre eux des angles de 20%roite on a une succession périodique de six triangles s
I'effet répété de la rotation.

Un cas spécial se produit lorsque le pdingst enO, centre du cercle uniD, le pointA’ étant
envoyé a l'infini. Les axes des deux réflexionstsoaintenant des diamétres du cercle, ce qui donne
par réflexions successives des diameétres sépartés ahigle 9/2. Et les cercles qui leur sont
orthogonaux sont tous concentriques ragation devient une rotation de centeet d’angled (figure
40). Remarquons que I'on peut passer de la rotatamgte 6 autour du poinA a la rotation de méme
angle autour d© en faisant la transformation de Mobius qui estdmposée de lgflexionenvoyant
A en O suivie de la réflexion autour dex. Et signalons que pour un « habitant » du disque d
Poincaré, le mouvement de rotation lui apparaitidae dans les deux cas, et le point O est unt poin
comme un autre dans le plan hyperbolique.

Figure 40: A gaucheune rotation d’angle/3 autour d’'un poinA autre queD. A droitela rotation
de méme angle et de cenDe

L’exercice suivant traite un cas particulier deatimn, celui ou la transformation échange les goint
m et 0,m étant donné dans le disque de Poin€aré

m
avec m

Exercice 14 : Etude de la transformation de Mobii, telle queM ,(z) = z

tel que | < 1.

1) Montrer qu'il s'agit d’'une isométrie directe dequi échange les points m et 0.

. L. iz Z—Mm . .
Cette transformation s’écrit ausM! (z) = é”_—+1 avec In| < 1 (cela explique la notatidvi,
-mz

pour 8 =), il s’agit donc d’'une isométrie directe Be On vérifie que I'on a bieM,(m) = 0, etM,(0)
=m.

2) Utiliser la réflexion S unique qui échange mOepour démontrer que Mest une rotation
d’anglex dont on précisera le centre. Pour simplifier, gemdra m sur (Ox).

La réflexionSc, est une inversion dont le cerclg)(de centre
et de rayorr est orthogonal au cercle un&B. La figure ci-contre
indigue comment le construire. Grace au triangtéarggleOTJ, on
aJmJO = r? et aussiOm OJ= 1. Mais cetteréflexion d’axe le
cercle C) est une isométrie indirecte. Composons-la avec la
réflexion Som) d’axe ©m), soitSom)(2) = Z, qui laisse les points
m et O fixes. On obtient ainsi une isométrie directe éghiange les
pointsm etO. Cette isométrie est unique, il s’agit donaMig soitM, = Som) 0 Sc)- Composée de deux
réflexions d’'axes orthogonaul], est unerotation d’'anglex et de centré\, seul point d’intersection
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du cercle C) et de la droite@m) dansD. Précisons que, grace a la réflex@m est lemilieu de
[Om, soit dO, A) = d(A, m).*

3) Vérifier que la transformation Méchange aussi tout point z DBeavec le point Mz). Et déduire
|[mz=1|+|z- m|
|mz-1|- |z m|

cette formule sur la distance entre deux pointg m:e(m, 2 =In

A cause de I'angle plat de la rotation, il est nalrogueM,(2) soit transformé en Mais vérifons-le
M, (2-m_ z—-m-mmz m_ @&- mn

rT]M,T(z)—l_ Mz mm megl 1- mm

d(m, 2) = dM.(m), M,(2)) = d(0,M.(2) , et I'on applique la formule de la distancesadtip du centre

0: dOM.@) = N M @I_ 1+ [2=m|/[mz 1]

1-1M,(2)] Flz—=m|/[mz 1
[mz=-1|+|z- m|
|mz-1]-|z- m|

4) Visualiser la transformation en construisantquadrilatére a quatre angles droits et son image.

par le calcul M, (M.(2) = z. On en déduit que :

. Finalement la distance entre deux pomtst

zest:d(m 2=In

Rappelons que I'on s’est donmeéréel positif dan®, soitOm=m. On en dédui®J = 1 Om, puis
le rayon r du cercle d'inversion (C), soit=Jm JO= (OJ—Om) 0J= (1 /0m-0m) / Om= (1 —n¥)
/ n?. Les points d’intersection d©) et (C) sontA etA’ avecOA= OJ—r etOA’ = OJ+r, soit

OA:l—\/l—mZ 1++/1-m?
m m

Le cercle unit&D et le cercle poinA définissent un faisceau de cercles de pointsdawitet A’
Prenons deux cercldset/” de ce faisceau a l'intérieur @ lls restent globalement invariants sous
I'effet de la rotation hyperbolique puisqu’ils soatthogonaux aux deux axes des réflexions. Le
faisceau orthogonal au faisceau précédent a conmimtspde baseé\ et A’ et le cercle €) en fait
notamment partie. Prenont deux cercles de ce aispassant paXk : il s’agit de deux droited et A’
du disqueD passant paA . Les cercleg et/” déterminentavec lesdroites4 et4’, un quadrilatére a
quatre angles droits. Son transformé par la ratdtigoerbolique est le quadrilatére situé a 'oppasé
aussi délimité par les mémes quatre courbgsré 41 a droitg.

et OA'= (figure 41 a gauche

Figure 41: A gauchdes deuxaxesderéflexionen vertdans le disque de Poincafédroite dans
le disque de Poincaré, un quadrilatére et sonfoané par la rotation de centfeet d'angler, en
rouge

5) Grace a Tr M, vérifier que la transformation est elliptique. @appelle que les deux points
fixes d’une transformation de Mobius, sous sonté&inormalisée, obéissent a la formule

120n avait vu que la composée d’'une inversion deleeentré em suivie de la réflexion dont I'axe fait un
angled avecOx s'écrivait z'= é*’(a z1)/( z 4. Avec le liena=1/m, on a aussi :

€?(zl m1)/(z1/ =" (m M z MM ma)=( -z )hi mB. On retrouve bien la transformatith.
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a-d+VTrM?-4

2c

. Vérifier que I'on retrouve bien A et A’, A étdatseul point fixe dand.

Avec @ =z, Tr M, = 0. On a bien | TM,| < 2. La transformation est elliptique. D’autretpées
a-d+vJ-4 _a-d+2i_(2i/A)1* A)_ 1T nf
2 2  (2/AM  m
pointsA etA’, seulA étant dan®. On a bien une rotation hyperbolique autouAdee multiplicateur

4 vaut =1, la rotation a pour angte

points fixes vérifient . On retrouve bien les

10.2. Rotation limite

On est dans le cas ou la transformation est la osé® de deuxéflexions d’axes paralleles
asymptotiques en un poit de I'horizondD. Les cercles correspondant a ces axes engendrent u
faisceau de cercles tangent€a) enA. Sur lafigure 42 nous avons pris la réflexion d’age suivie
de l'inversion de cercle centré &a (1, a). Sous l'effet de cette inversio@,, I'axe Ox est transformé
en un cercle de centr@, (1, a/2). Puis sous l'effet de cette inversio@,), le cercle C;) est
transformé en un cercle de cen@g Et ainsi de suite. Dans @xercicequi suit, on constate que le
centreCy du cercle numéré a pour ordonnée/k. Dans le disqu®, cela donne des droites toutes
asymptotiques eA. Prenons maintenant les cercles du faisceau attab@u précédent, tous centrés
sur Ox. Tout point situé sur I'un d’eux est transformé wan point situé sur lui. Ces cercles restent
globalement invariants sous l'effet de la transfation. Sur lafigur42 au centre on voit le
mouvement tournant ou la rotation fait passer djuadrilatéere rouge au suivant, et cela dans un
mouvement sans fin. On constate que les cerclémiglment invariants sont des horocycles de point
idéalA.

C a

Figure 42: A gauchdes deux réflexions initiales, celle d’agx et celle de cercle centré én (1,
a). ici aveca=+/3. Sous I'effet de cette derniere, I'a®x devient le cercle de centf®. Au centrele
mouvement de rotation limite, avec le mouvementrtant infini faisant passer d’'un quadrilatére

rouge au suivantA droite aveca =-J3 pour avoir une rotation dans le sens trigonomedyiq
évolution d’un triangle sous I'effet répété derknsformation.

Exercice 15 : Droites asymptotiques en un mémenpoi

En reprenant les notations de la figure 42 a gayd®&erminer les coordonnées du centgg Qu
cercle (G+1) qui est le transformé du cercle(f sous I'effet de 'inversion de cercle JCAu départ,
on connait ¢ (1, a) et G (1, a/2). On notera que les droites hyperboliqagsociées aux cerclesJC
découpent chaque cercle du faisceau orthogonabstides distances hyperboliques égales.

AppelonsT, le point situé a I'extrémité opposée Aesur le cercleCy, et notonst, et ¢, leurs
ordonnées. Sous l'effet de I'inversioB ) appliquée a.;) pour donnery.;), on a :
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CTrt Gk T =G T
(AT — AG()(ATia — AC) = CA®
(2c1—C) (2Ce1—0) = o’
Ces1 = Ge1 G avecc; = a etc,= a/2.
2G4~ G
Il existe une suite uniqu(cy) obéissant a ces conditions. On vérifie alors¢g, =a/ k (k> 0)
vérifie aussi bien les conditions initiales quedkation de récurren. C’est la formule cherché

On notera aussi que la composée des deux réfleiidiades est la transformation de MobiM
= (1+|a)z.—1: |.(1+.|a)z.— = .(—a+ l)z__lqui est bien de la form éZH_B avecA =
z-(1-ia) iz-i@-ia) iz+(-a—i) Bz+ A

telle queM (2)

—a+i,B=-et Bl=1<p =+1+a® (cf. exercice B Tout cela est utile pour faire le program
aboutissant au dessin ddigure 42 a droite

10.3. Translation hyperbolique

Lorsque I'on fait la composée de deréflexionsde cercles non sécants, c-a-dire de deux
droitesultra-parallélesil n’y a aucun point fixe, on dit qu'il s’agit dhtranslatior (figure 43.

Figure 43: Unetranslatior, avec le triangle 123 transformé en triangle 1, sous l'effet de deux
réflexionsautour de deusroites ultra-parallélesgn rougé.

Ce qui suitva permettre de mieux comprendre ce phénomene ahsldtion, et de précis
comment faire les constructions géométriques cporetante:

Choisissons comme réflexionslle d’axeQy et celle de cercle

(Cy) orthogonal au cercle unité, ce cercle ayant peatreC; (ci,
K_td k™ T b) et pour rayorR; (R; < ¢;). Comme es deux cercles générali
<

limites K etK’, les centres de ces cercles étant suroitey = b.

La droiteOy coupe cette droite dn(0, b) et le cercleC,) la coupe
enT, etT’y, ce qui donndT, ITy = IK? soit (c; —Ry) (¢, + Ry) =

IK2. On en déduitk (etlK’). Comme le cercle uniidD fait partie
du faisceau orthogonal, il passe par les poK et K', ce qui
imposeb” = 1 —1K?, et aussi pour les conditions initiales ¢, et
Ri:(@—-R)(C+R) <1l

/ I Ib ne se coupent pas, ils engendrent un faisceau rdlese point:

Prenons ensuite le cercC,) inverse de 'ax®y par I'inversion de cercleC,). Il passe pa€, et il
est tel queC,l C,T,=R? ¢, 2R, =R R, = R (2 ¢y), etc, = ¢, — R, avecc, abscisse du centf@.
Puis on construit les cercles suivants, le celCs) est le transformé du cerclC,) par l'inversion de
cercle C,), et plus généralement, le cercCy) est le transformé du cerclCy,) par l'inversion de
cercle Cy.1), avec les formule de récurrencec{. chapitre sur l'inversiohn:
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__ (G2 =6G) Res etR, = Ré1Rc2

B GG’ R, ) | €2~ CGer)’ ~ Rl

Il reste a tracer les courbes orthogonales auwégdsstes. Elles font partie du faisceau de cercles a
points de bas& et K'. Parmi elles se trouve la seuleoite (KK’), les autres étant lesourbes
équidistantesle cettedroite (figure 44.

Pour le tracé de lfigure 44 on pourra aussi utiliser la formule de la transiation de Mobius
associééM :

Z—> 3 =-2— zzalL_l (aveca centre du cercled;)), soit M (2) = —az—_l = (-G ~ib) Z__l.
z—-a -z-a -z-¢+ib

Figure 44: A gaucheles droites en bleusont les transformées successives des enegertdes
deux réflexions qui définissent la transformatiam Mobius. Les courbes circulaires globalement
invariantesen noir passent par les deux points fix¢®tK’. Les quadrilatéresougesa angles droits
situés entre ces courbes sont transformés de lisuigant en allant d€’ versK. A droite on voit les
transformations successives d’'un triangle. Parmtéesbes invariantes, la seule qui soit drate est
tracéeen bleu



