Le demi-plan de Poincaré

Le demi-plan de Poincaré est le demi-plan situéleasus de I'axe de dont les points ont des
ordonnéey > 0. Pour qu’il devienne un modéle de la géométaer-euclidienne hyperbolique, il est
muni d’'une distance qui n'est pas celle de la distzeuclidienne telle gu’on la voit dans ce deraipl
Cette distance hyperbolique entre deux points imimt proches d’affixeg etz + dz, que I'on note

d(z, z+d2), est prise égale & la distance euclidietsre 1/dX? + dy? divisée pay = Im z, soit

d(z z+ dz:@.

Mais d'ou vient cette formule ? Pour cela nous devaire une digression historique, ou le réle du
mathématicien E. Beltrami joue un réle décisif.

L’histoire commence avec le cinquieme postulat dlEle (années -300), qui sous sa variante la
plus simple s’énonce ainsi: par un point donnénenpeut mener qu’'une parallele & une droite
donnée. Pendant plus de mille ans, de nombreuxémaificiens, Omar Khayyam et G. Saccheri
parmi les plus remarquables, n'ont pas voulu aecegt’il s’agisse d’'un axiome, et ils ont tenté de
démontrer cette propriété a partir des autres agomtEuclide. Sans vraiment y arriver. Cet
acharnement a abouti a la naissance de la géométrieuclidienne, appelée « géométrie imaginaire »
par ses inventeurs, et dite hyperbolique ensuit@nsDcette nouvelle géométrie, celle du plan
hyperbolique, on dispose maintenant de cette p¥dpri par un point on peut mener plusieurs
paralléles & une droite donnée, les autres axiahieglide restant valables, notamment celui qui dit
que par deux points passe une droite unique. Gétmétrie ne présente aucune contradiction interne
et posséde une multitude de propriétés qui lui pampres, fort différentes de celles de la géométri
plane euclidienne. Par la méme occasion, son egst@muve que le cinquiéme postulat d’Euclide ne
peut pas découler des autres postulats.

Comme I'écrit K.F. Gauss (années 1800) « L’hypsthgue la somme des trois cotés d'un
triangle est inférieure & 180° conduit a une géaméut a fait différente des autres géomeétriesism
gui est cohérente en elle-méme. »

« A partir de rien, jai créé un étrange nouvelvens », s’exclame J. Bolyai qui, avec N. .
Lobachevsky, est un promoteur de cette nouvellengéde, dans les années 1830. Mais ces
mathématiciens sont relativement ignorés, voirgiégéen leur tempsll faut attendre les travaux de
E. Beltrami en 1868 pour commencer a faire accepe géométrie. Celui-ci est le premier a en
donner une représentation concréte, en utilisagtiteappelle la pseudosphéfte.

1. La pseudosphere, premiere illustration de la géoétrie
hyperbolique

La pseudosphére est une surface en trois dimengina la particularité d’avoir une courbure
négative constante (— 1 en 'occurence), a 'oppieséa sphére qui a une courbure positive constante

! Pour le mathématicien logicien G. Frege : « Sydamétrie euclidienne est vraie, alors la géoméiie-
euclidienne est fausse », et vice-versa.

2 Pour la petite histoire, précisons que Beltraotsdu'il est étudiant & I'Université de Pavie, ai fenvoyer
pour activités subversives contre I'autorité.

% A cause de cette analogie avec la sphére, Beltepriéféré le terme « pseudosphére » a celuiisfanire,
considérant gu’elles sont « plus soeurs jumelléangagonistes ». Précisons qu’une surface & coanbégative



le plan ayant, lui, une courbure nL On a vu que sur la sphére la somme des anglestiiungyle
dépasse 180°. Sur la pseudosphere, la somme des dha triangleest inférieure a 180°, comme
peut le voir sur ldigure 1a droite. Si 'on considere que le cinquieme postulat digieca poul
conséquence immédiate que la somme des angledrdingle est égale a un angle plat, on a
I'’émergnce d’'une géométrieyperbolique sur la pseudosph Et sur cette surface, les mesures
angles et des longueurs sont celles de la géonegitigienne

Comment construibn la pseudosphé ? On part d’'une courbe appelée tractrice, représesur le
figure 1 & gauché Si I'on appeller la distance d’'un poinM de la courbe & I'axe vertical, ¢ la
longueur de I'arcAM, la courbe a pour équatir = e~°. Puis on passe en trois dimens : en faisant
tourner la tractirce autour de I'axe vertical, lafaceainsi créé est la pseudosphérfigure 1 au
centra. Dans le cas présent, on peut vérifier que sebcwe est partout égale— 1.° Par analogie avec
la sphere, on peut considérer que les tractricegagissent la surface jouent le réle méridiens et
que lescercles horizontaux de la pseudosphere sorparalléles

Tout pointM de la pseudosphere est a l'intersection d’'un nemiet d'ur
parallele. Il peut étre caractérisé par sa longild, c’es-a-dire par I'angle
que faitM sur son cercl@arallele avec une direction servant d’orig (ce

' . cercle a pour rayoe ), et par sdatitude s qui ici n’est pas un angle, mais

longueur de I'arc de tractri allant de I'altitude 1 a celle (M.

A 1

Figure 1: A gauche la courbe appelé«actrice, telle que = e~ °. Au centr, la pseudospheére,
surface de révolution engendrée par la tractiA droite un triangle sur la pseudosphére, ave
somme de ses angles infériear&80°

A ce stade, nous devons préciser le concept deedrdbin’y a aucune droite présente sul
pseudosphére. Mais en géométrie euclidienne, oigsaila ligne droite est le plus court chemin ¢
point & un autre. Un tel plus court chemin est Bppae €odésique. Désormais, le motdroite va
devenir synonyme de géodésique. Dans ce nouveaextenles méridiens en forme de tractrices
la pseudosphére, qui constituent manifestemengéedésiques entre deux points de méme &b,
seront appelés des segmentgddstes. Par contre les cercles horizontaux pgur 1 ne sont pas des
géodésiques.

est telle que pour tout plan tangent a la surfacarepoint, il existe des points voisins de cetidaxe qui son
de part et d'autre de ce plan.

* On peut la construire en utilisant ses équatiomarpétriques x = 1 / cht, y =t —th t. Pour plus de détails
sur cette courbe, voir le sikdath Curve.

® La démonstration se trouve déVisual Complex Analysise T. Needha, Clarendon Press,19



L'intérét de la pseudosphére va se préciser lorfqueva aplatir sa surface, en revenant en deux
dimensions. Imaginons qu’elle soit recouverte dtissu élastique que I'on découpe suivant un
meéridien, et faisons en sorte que ce tissu deviemne rectangle » de longueut Bongueur de la
pseudosphére a la baseyenl) et de hauteur infinie. On veut que cettesdfamation soit conforme,
c'est-a-dire qu'elle conserve les angles orientésla signifie aussi qu'a trés petite échelle, la
transformation se comporte comme un similitudeatietransformant un cercle en cercle.

Les méridiens de la pseudosphére deviennent deisddeites verticales, et les paralléles< cte)
qui sont perpendiculaires aux méridiens, devienmkest segments horizontaux. Un poiit(6, o)
devient un poinM’ (@, y) (figure 2. Il s’agit de déterminey par rapport &. Pour cela prenons un
triangle infinitésimalABC avec PC] de longueur dé sur un parallele eB[C] de longueuds sur un
méridien. La longueuAB, plus court chemin dA a B, est la distance hyperboliqueAdB). Apres la
transformation, on obtient un triangkB’C’ avec A'C’] horizontal de longueudd, [B'C’'] de
longueurdy et perpendiculaire &A[C’], et [A'B’] de longueur euclidiennds Comme l'angle e\
doit étre conservé, ondy/ dd =do / (r db), soitdy/ do = 1 /r =€°. On en déduit que= €+ cte, et la
constante est nulle puisque= 1 pours = 0. Finalemeny = e°. Le rectangle plan subit un étirement
vertical de plus en plus grand.

cl A

y=1 T
Figure 2: Passage de la pseudosphere au rectangle plen,l@vriangleABC transformé en
A'B’C’, les angles étant conserveés.

On a ausstls/ d(A, B =1 /r =e° =Yy, soit d@, B) =ds/y. Cela explique pourquoi, lorsque I'on
travaillera dans le demi-plan de Poincaré (aved), on prendra cetmétriqué : d(A, B) = ds/y qui
donne la distance hyperbolique par rapport a leanie euclidienne. Sauf que pour le moment, notre
rectangle est tel que> 1. Nous allons le prolonger jusqyé 0.

Placons-nous entre = In 2 = 1/2) eto = 0 sur la pseudosphére, et dessinons de petitkese
centrés sur un méridien, tous de méme diameétrerbgligue ds’ et accolés les uns aux autres. lIs
deviennent, dans le rectangle, de petits cercledé@xdont le diamétre passedig= 2ds’eny=2 a
ds, =ds’ eny = 1 figure 3. Les tangentes communes a ces cercles se capentpoint d’ordonnée
y = 0 et elles font en ce point un petit angléOn en déduit que la distance hyperboligakest égale
a cet anglex. Cela nous autorise a prolonger le rectangle ufesgy = 0 en conservant la métrique
d(A, B) =ds/y. Supposons maintenant que I'on marche verticaleahenp = 1 ay = 0 a une vitesse
hyperbolique constante. On passeydel ay = 1/2 pendant un tempspuis de 1/2 a 1/4 pendant le
méme temps, puis de 1/4 a 1/8 dans le méme teanps)si de suite. On mettra donc un temps infini
pour atteindrey = 0. Aussi appelle-t-on horizon I'axe horizonyat O.

® Une métrique est une facon de mesurer la longiesicourbes.
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Figure 3: A gauchecercles accolés de méme diaméds’ le long d'un méricen de la
pseudosphére, droiteleurs images sur le ple

La pseudosphére montre alors ses limites. Elleen r@présenter la géomeétrie hyperbolique
dans une zone limitée. Et il a été démontré qu’ae surface ne pewtisualiser compléteme cette
géométri. Ce qui va a I'encontrde sa réalité. Par exemple un méridsen la pseudosphéne va a
l'infini que d’'un seul cbétéet ne peut étre urdroite qui s’en va a I'infini des deux col. Aussi a-t-on
été amené a élargir le rectangle plan représetagrgiuudosphére jusqu'st = 0. Mais cela ne suff
pas. Le rectangle a une longueur limitz. La pseudosphére se comporte comme un cylindréaqu
peut étaler suivant un rectangle, et pas suivant un plan. Aussi Beltrami &{proposé de ne pas
conterter de recouvrir la pseudosphere une seule fois di@nrouler tout autour une piéce élasti
une infinité de fois ce qui n'est pas parfait non plus car on perdbijaction entre le plan et
pseudosphéreédn en arrive ainsi au modele du d-plan dePoincaré, en fait inventé par Beltra
puis largementiéveloppé par H. Poinci dans les années 188@@s angles resteront euclidiens, i
les droites ne seront plus de vraies drc

2. Le demiplan de Poincar¢ et sedroites

Il s’agit d'un modéle dwplan hyperbolique, formé des nombres complez = x + i y de partie
imaginairey positive. Par modele, on entend que I'on va utiliss objets classiques (points, droi
cercles, etc.) de la géométriupe pour visualisi la géométrie noruclidienne. Dans ce modéle,
angles restent ceux de la géométrie euclidiennés haa distancese sont plus celles de 'espa

euclidien, puisque I'on a@(z, z + d2 = \/d¥* + dy*/ y. La bordure du denplan est I'axe dex

d’équationy = 0, appelédorizon n'appartient pas au de-plan.Lorsque I'on s’approche de I'horizc
y tend vers 0, di distance tend a devenir infinie. Les points elitecbordure sordes points a I'infini,
on les appellpoints idéaux ou pots asymptotiques. Précisons que lorsgtend verstoo, on atteint
aussile point a l'infini vers le haut, et I'horizon, quien peut considérer comme un cercle de re
inifni, contient aussi ce poinb : on obtient ainsi I'horizon élargi, sdiensemble des nombres ré
auquel on ajoute le poind.

Dans tout ce qui suit, nous mettrons en italiqué t® qui concerne la géométrie hyperbolic
Ainsi les droites seront les droites hyperboliques, a savoir des égiqdes lorsque I'on prend c
segments de droite®n a alors la propriété suiva :

Lesdroitessont
soit des demeercles orthogonaux a I'horiz—donc centrés sx
soit des deméroites verticales (orthogonales horizon)®

" Comme le dit F. Klein, la représentation du plapémpolique au moyen de surfaces a courbure néc
« semble malheureusement ne jamais pouvoir foulintuition du plan tout entier. »

8 Ces demidroites peuvent aussi étre considérées comme deserthogonaux {Ox) et de rayon infini.



» Commencons par prendre deux poists, y;) etB(X, y,) sur la méme verticale. Nous allons voir
que le plus court chemin hyperbolique qui les j@st le segment vertical qui les réli€n effet
prenons un chemin courbe quelconque eAtret B. A l'altitude y entrey; ety,, on a un segment
infinitésimal euclidiends sur JAB] et un segmends’ sur la courbe, aveds< ds’ (cela arrive toujours
méme si I'on a parfoisls = ds’). Pour les distances hyperboliques, on a adsgiy < ds’'/y. La
longueur hyperbolique du segmem\B| est bien strictement inférieure a celle d'une rbeu
qguelconque entré etB. Le segmentAB] est unegéodésiqueet la demi-droite d’équation= cte est
unedroite.

On en déduit que(A, B) = J‘yzﬂ =1nY2 poury, > yi.
Y1 Yy y1
Mais que se passe-t-il dans des directions quoneus verticales ?

* Prenons un demi-cercle centré €bx et pratiguons une inversion par rapport a ce eesl
partir d'un pointA d'affixe z=x + iy, considérons un petit segmeAf] de longueur (euclidiennels
et orthogonal aQA). L'inversion le transforme en un segmeAtH’] lui aussi orthogonal adA)
puisque l'inversion conserve les angles non orgerAg&ecH etH’ projections de etA’ sur OX), soit
HA =y etH'A” =y, les trianglesABH et A’'B’'H’ sont semblables et il en découle que la distance
hyperboliqued(A’, B’) = A'B’ / y’ = AB/y = d(A, B). Les longueurs sont conservées. D’autre part,
l'inversion, transformant les angles orientés emdepposés, se comporte a petite échelle comme une
similitude indirecte, et transforme un petit cerefepetit cercle. Le cercle de diamethd] devient le
cercle de diamétreA[B’], et tout segment de méme longueur ciiB] [mais dans une autre direction
conserve sa longueur sous l'effet de I'inversioell€&ci est donc unésométrieindirecte du plan
hyperbolique.

» Considérons maintenant deux poiAt®t B d’'abscisse différente. Nous voulons déterminer la
géodésiquayui les joint. Pour cela tracons le demi-cercle @eisur Ox) et passant par ces deux
points. Il est unique puisque son centre est defgection de @x) et de la médiatrice deAB].
AppelonsC un des deux points d'intersection de ce demi-eeagkc QOX) et considérons un cercl€)(
de centreC et de rayon quelconque. Sous l'effet de l'inversiencercle €), le demi-cercle passant
par A et B devient une demi-droite verticale, (passant paroiat d’intersection des deux cercles s'il
existe). L'inversion étant une isométrie, commewvient de le voir, on a(A’, B’) = d(A, B). Les
transformésA’ et B’ étant sur la méme verticale, on sait qugdadésiquesst le segmentyB’] qui
les joint. Par suite, si I'arc de cercle joign&nét B n’était pas leplus court chemirde A a B, le plus
court chemin entréd’ et B’ ne serait pas le segme#tf. Ce qui est contradictoire. Finalement la
géodésiquentreA et B est I'arc de cercle qui les joint, le demi-cercterespondant étant orthogonal
a Ox).

Lesdroitesétant ainsi définies, on constate que les axiafiteisclide autres que le cinquieme sont
bien vérifiés. Unalroite s’en va a I'infini des deux cétés, et par deuwnmpasse ungroite unique.

Lorsque I'on prend deudroites trois configurations sont possibles. Elles petiétre sécantes en
un point, ou encore n'avoir aucun point en commuwn-dit qu’elles sont ultra-paralleles, ou encore
elles peuvent se rencontrer a I'infini, -on dit gjlés sont paralléles, ou encore asymptotiques. Ces
trois cas sont illustrés surfigure 4

® On retrouve le fait que les méridiens de la peeptére, transformés en droites verticales, sosit de

géodésiques hyperboliques.
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Figure 4 : De haut en bagroites sécanes, droites u-paralléles, droites asymptotigt

On trouve enfin la propriété caractéristique dgéamétrie hyperboliqi: Par un point, on pel
mener une infinité de parallél€sltra-paralleles) a undroite donnée, comme on le constate su
figure 5 On peut aussi mener deux droites asymptotiquedroite.

)\ )

Figure 5: A partir d’'un pointA et d’unedroite (L) (demi-cerclea gaucheet dem-droite a droite),
on a une infinité deroitesultra-paralléles al) passant pah (en bleudans la zonen grig et deux
droites aymptotiquesf rougé qui constituent des cas limit

3. Isométries du dem-plan

On a vu au paragraphe précédent qulinversion de cercled) est une isométr indirecte.
Considérons deux pointset A’ inverses I'un de l'autrefiure 6. On sait que tout cercle passant
A et A’ est orthogonal au cercleC). Choisissons celui quii est centré slOx). Il coupe
orthogonalemennt le cercl€)enl. A cause de I'isométrig,étant invariantpn ad(l, A) = d(, A’). Le
point| est lemilieu dusegmenfAA] et le cercle €) est lamédiatricedusegmer [AA’].*° L'inversion
de cercle €) est uneéflexionautour de ldroite (C).

Al
©)
A

)
Figure 6: Linversion de cercleC) est aussi une réflexion autour du cer€@gdui est la médiatric

de [AA].
Exercice 1. Construction de la médiatrice de deux poir

Etant donnés deux points A et B du ¢-plan, construire la médiatrice hyperbolique du segh
hyperbolique [AB]. Envisagdesdeux cas possibles.

Supposons d'abord que les deux poA etB ont des ordonnées différentes. La médiatriceAB]
coupe Ox) enJ . Le cercle {) de centred et de rayordA permet de tracer kegmer [AB] représenté

19'sj I'on prend un poinM quelconque suiC), on a aussi &g, A) = d(M, B), ce qui est une caractéristique
la médiatrice.



par un arc du cercld’) (figure 7). D’autre part la droiteAB) coupe I'axe Qx) enl. Les pointsA etB
sont inverses dans l'inversion de cerd® ¢entré enl et de rayorR tel quelA IB = R%. Ce cercle
passe par leilieum dusegmenfAB] et lui est orthogonal. Il s’agit de faédiatricedu segmen{AB].

Supposons maintenant que les poiatst B ont méme ordonnée. Tracons la médiatrice de [AB].
Elle coupe lesegmenf{AB] représenté par un arc de cercle en un poirDeux petits arcsls et ds’
symeétriques ayant méme longueur, ils ont aussi méngieur hyperboliqu@uisqu’ils ont la méme
ordonnée. On en déduit qdéA, m) = d(B, m) et m est lemilieu du segmenfAB]. La médiatricedu
segmenfAB] est aussi la médiatrice du segmekig]| et il s’agit d’'unedroite.

Dans ces deux cas de figuremadiatriceest unadroite.

Figure 7 : Le segmen{AB] esten bleuet samédiatriceen rouge. Suivant le cas de figure, la
médiatriceest unalroite en forme de demi-cercle ou de demi-droite.

On sait dorérnavant qu’unéflexion est une inversion-réflexion autour d’un demi-cerdtoite
orthogonal a@x). En composant deux réflexions, on obtient isoenétriedirecte, et celle-ci n’est pas
loxodromiqué?, car une transformation loxodromique est forcéntesbmposée de quatre réflexions,
comme on I'a vu au chapitre précédent.

3.1. Isométries directes

Inversement, considérons une transformation de ddidi qui, dans le contexte actuel, préserve
laxe desx. On sait que cet axe n'est jamais une courbe igmv& pour une transformation
loxodromique. Notre transformation de Mobius n’étgas loxodromique, on sait quelle est la
composée de deuréflexions Celles-ci se font dans le cas présent par rappodeux cercles
orthogonaux a la courbe invarianteX]. On constate alors qu’en composant ces aéflexionsqui
sont aussi des inversions-réflexiong gxercice suivahpton trouve une transformation de la forme

az+b

M(2) = aveca, b, c,dréelsead-bc>0
cz+d

Exercice 2 : Transformation de Mobius dans le depian
az+b

cz+d

Il s’agit de prouver que la composée de deux riftex hyperboliques s’écrit M (z) =
aveca, b,c,dréelsetad—-bc>0.

1) Montrer que la composée de deux réflexions (gpport a des droites verticales) correspond a
cette formule.

Prenons une droite d’équatiar= k (k réel). AppelonK le point k, 0) d’affixe k. La réflexion fait
passer dé(2) aM’(z"), ce qui signifie que le vecteM’ a son affixe qui est 'opposé du conjugué
de celui deKM, soitz’ —k = — (z- k), z'=-z+2k. Composons cette réflexion avec une autre d’axe
x=K:

1 Ce cas est traité dans le chapitre précédenesurdnsformations de Mobius.



Z+> z=-27+2k— 2= —_12+ 2 k= 22 k2 | Cestune translation de vecteur horizontal, qui
est bien de la forme cherchée.

2) Montrer que la composée d’une réflexion d’axdic@ et d’'une inversion dont le cercle est
centré sur Ox aboutit aussi a la formule.
y . ) . kz+R-K
L'inversion dont le cercle est centré ek Q) et a pour rayorR s'écrit z 5k
Composons-la avec la réflexion d’axe k' :
kz+R- K _—kz+2kk+ R- K

Z> =-7+2K—> 2=—— k K- K
4= —Z -

qui a bien la forme cherchée
puisquea d—b c=R? > 0.

3) On considere deux cercles (C) et (C") centrégkerD) et (k’, 0) avec comme rayons R et R'.
Montrer que la composée des deux inversions pgoadpm ces cercles ((C) puis (C’)) aboutissent a
la formule.

- _ - 2_ 2
L :kz+_R2 k’-szkzin K

z-k z—-K
Apres calculs, on trouve :
= (kK R?- K?)z+ kK R+ kR+ K&- k%
(k-Kk)z+ kk+ R- K

aveca d—b c=RFR?> 0, ce qui correspond a la
formule.

3.2. Isométries indirectes

Parmi lessométriesndirectes, on connait déja les réflexions par oaip@ une droite verticale, soit

kz+ R-K

Z—-k

z'=-2+2Kk, ou les inversions par rapport a des cercles €esurOx, soit z'= . Elles

sont de la formeM '(z) = azt

b , .
. aveca, b, c, d réels eta d—b ¢ < 0. Inversement, considérons une

isométrie indirecte quelconquél’, et formons M - y'avecy’ telle que y'(z) =-z(réflexion par

rapport &0y). On obtient une isométrie dired#®: M > y'=M avecM(2) de la formeM (2) = az:;)
cz
. . , Vo -az+b .
(a, b,c,dréelsead—bc>0). OnendéduM = Moy', dol M'(2) =—— 5’ qui est de la forme
M'(2) = a‘_z+ bl aveca’,b’,c’,d réelse’d —b' ¢’ <0.
c'z+
En résumé :

Dans le demi-plan de Poincaré, le groupe des is@nétst formé du sous-groupe des isométries

directesM de la forme M (z) = aztb
cz+d

aveca, b, ¢, d réels ela d—b ¢ > 0, ainsi que des isométries

indirectesM’ de la formeM '(z) = a'z+h aveca',b’,c’,d réelsetd’ d —b’' ¢’ <O0.




Exercice 3 : Isométries dans H

On appelleH le demi-plan de Poincaré. On considére une tramsétion de Mobius M qui s’écrit
_az+b
cz+d

aveca, b,c,dréelsetad—-bc=1.

1) Calculer la partie imaginaire Im z’ par rappoé Im z. En déduire que si z est d&hsz’ est
dansH.

Le calcul donndm z' __Imz . AveczdansH, Imz> 0, d'ou Imz’ > 0 etz’ appartient a.

lcz+ df

2) Prendre un segment infinitésimal dz de longwmualidienne |dz| et de longueur hyperbolique
|dz|/Im z, et calculer son image dz’ sous I'effetia transformation de Mobius. En déduire que cette
transformation est une isométrie hyperbolique.

Par dérivation de’ = M(2), on trouvedz' :(d—zd)2 de longueur hyperboliques’ avec
cz+
ds’ = |dz |= |dz| Jcz df = |dz: ds, longueur hyperboliqgue de&lz Les distances

Imz' |cz+df Imz Imz
hyperboliques sont bien conservées par la transtiosmde Mobius.

4. Distance entre deux points

Nous connaissons déja la distance entre deux mgintgne verticale. Mais qu’en est-il dans le cas
général ? Nous allons démontrer la formule :

o lz-af
ch@d(z,3))= 1+ 2 1Im(z)Im(z,)

Prenons une transformation de MobMs Elle transformez; etz enz ; etZ,. CommeM est une
isométrie, on a : @&(;, z',) = d(z, z), d'ou

ch(d@'y, Z'2)) = ch(d, 2)).

D’autre part, sachant que In(= (@d — b ¢ Im(2) / |c z+ df* (cf. exercice B:

3%+ b_ a;+kzr (ad-bg|z - zf
d(zy 2)=10 222l g, oard cgrd _, | o Al ¢z M
2Im(z)Im(z',) 2(ad - b0 Im(z)Im( 3) 2(ad- b¥ Im( 2Im(
lcz + df |cz+ df |cz+ of | ez d
—1+ 12,-2F

2Im(z)Im(z,)
Ainsi, une transformation de Mobius conserve lesnimes gauche et droite de la formule a
démontrer.

Choisissons maintenant la transformatMrgui envoiez; etz, enZ,;=iaetZ,=ib avecb > a.
Sachant que & ib) = In (b / a), on trouve pour que les membres gauche et dsoiteégaux :

ch(dfa, ib)) = "™ —e="® 12 =p/a+al/b)/2=@+b%)/(2ab)
etl+p-a)(2ab) =@ +b’)/(2ab) aussi.
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La formule est donc valable dans ce cas particuliecomme la transformatiad préserve les
1z-3f

deux membres, on a biemd(z,z))=1+ ————————.
42 T S Imz) Im(z,)

Exercice 4 : Longueur hyperboliqgue d’un chemin emtideux points

On se donne un chemin entre deux points A et Bfeoug paramétrée. Cela revient a se donner
deux fonctions x(t) et y(t) telles que le point dtf, y(t)) décrivent ce chemin lorsque t va gla t,.
En géométrie euclidienne, la longueur de ce chesirégale a

Jf\/dx2+df =I:J( dx di2+( dy de dtjt‘%/( %)+ YY) ¢ Silon prend l'affixe de M :

z(t) = x(t) + i y(t), dont la dérivée est z'(t) 2(® + y'(t), cette longueur est aussi égale a
RECILE
Dans la géométrie hyperbolique du demi-plan, laglegur du chemin devient :
u]z'(t)]
[ =

o y(t)
Dans ce qui suit, on prend les deux points de mé@naesinées A (— 1, 1) et B (1, 1).

1) Calculer la longueur hyperbolique du chemin AiBsant une ligne droite horizontale.

Le chemin s’écriiz(xX) = x + i avecx allant de —1 a 1 (le paramétre étantOn a alorsZ(x) = 1,
1
[Z(X)] = 1, ety(x) = 1. On en déduit la longueur de ce chemjpll dt=2. On retrouve évidemment la

longueur euclidienne puisque I'on circule a l'altiey = 1.

2) Calculer la longueur du chemin de A a B lorsgebui-ci est un arc de cercle dont le centre est
en O. Pourquoi est-elle plus courte que la précézlén

A B Le cercle a pour rayom/i et ses équations parameétriques s@pt= J2
, " cost, y(t) = V2 sint, soitz(t) = v/2 cost + i v/2 sint. On a alorsz|(t)] = V2,

1 etla Iongueur de ce chamin est

sl /4 mia _ |, 1aN(37 /8)_ )
V2[° \/_smt dt = jm_—dt [In(tan(t / 2)f7* = m~l'76‘

Elle est plus courte que celle obtenue au 1° peisguhemin en arc de cercle est une géodésique,
et il s’agit méme du plus court cheminAl@B.

N
pury

~

3) Vérifier le résultat obtenu au 2° en appliqguémformule de la distance hyperbolique.

Onach(d, B))=1+4/2=3,dou d B) =argch(3) .
Sachant que argck( = In(X + ¥ X? —1), on retrouve bien 1,763 comme précédemment.
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5. Classification des isométries directe

On connaita classification des transformations de Mobiusséeurs points fixe'” (cf. chapitre
précédent Dans le cas présent, seuls trois ceprésentent, selon que le réet|d| est supérieur, égal
ou inférieur a 2.

1) g +d| < 2, ks points fixes sont conjugués. Dans le plan de Poincaréseul le point fixeA
d’ordonnée positive convient. On obtient alors rrotation hyperbolique d'anle ¢ autour du point
fixe. Cetterotation peut étre crée par deux inversions autour de deux cercles cenirdOx) et se
coupant au point fixe suivant un angle ¢/2 (figure 8. Les cerclesqui constituent les courb
invariantes de la rotation soreprésentés pades cercles euclidiens qui artiennent au demi-
faisceau de cercles ayant pour point limite le pfixe et pour axe radical I'axe dx. Cescerclessont
orthogonaux auxroites passant par le point fixd_es distancesséparant deux de cicerclessont
partout égalesNotamment prenons le cer-point A. Un point M quelconque sur une cour
invariante est transformé en un pcM’ sur cette méme courbe, et du fait de I'isométdegistance
hyperboliqued(AM’) est égale d(AM). Chaquecercle correspondant a une courbe invariante a
centreA, et tous leserclesde ce faisceau ont le méicentre

Figure 8: Rotationd’anglex/3 autour du point fixe. Elle est engendrée par deugrsions autoL
des cercles (dedroiteg faisant unangle dez/6, en vert La rotation fait passer d'unrectangle »
rougeau suivantors du mouvement tourna

2) b+ d > 2 les points fixesa et @’ sont réels, situgur I'horizon qui est I'axe dex. Le
mouvement se fait du point fixe source vers lespuits’agit d’'unetranslation Elle est la compose
de deuxréflexionspar rapport a dedroitesultra-paralléles, et le mouvemesd fait suivant decercles
qui leur sont orthogonaux, suivant udistancequi est partout la mémd2armi ces cercles q
constituent des courbes invariantes se trouvertdecde diametrea a’], et qui est la seuldroite qui
reste invariantell s’agit de I'axe de letranslation Chaque cercle estquidistantde cette droite,
formant ce que I'on appelle lesurbes équidistant de ladroite (figure 9)

- / 2 _
12 Rappelons que les points fixes ont pour af @ d+y(d+3° -4 lorsque la transformation de Mobi
2c

est normalisée.
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points fixes ainsi que de tioite en forme de demi-cercle. Ldsoitesqui leur sont orthogonales s¢
les cercleen bley avecen vertles deuxdroites ultra-paralleles qui pa€flexion: successives autour
d’elles créent laranslation

3) g +d| = 2,il n'y a qu'un point fixe A sur I'horizon. La transformatiorseparabolique, ellest
appelée rotation limitd.es courbes invariantes sont représentées paredesstangents OX) enA.
Ce faisceau de cercles a pour faisceau orttal les cercles tangents @y) enA. Ceux-ci sont des
droitestoutes parallélest asymptotiques €A.

Si le pointA avait une ordonnéy, non nulle mais qui tendeers 0, les courbes invariantes sera
descerclesde centreA (des cercles aussi)) et I'on aurait une rot:. Mais a la limite, pouy, = 0, on
n'a plus uncercle(au sens hyperboliqueLes cercles correspondants sont apghorocycleset ils ont
comme particularité d'étre orthogonaux aux drogasalléles aymptotiques (A (figure 10. On verra
dans lexercice 5u'il existe aussi des horocycles sous formeroites paralleles Ox.

Figure 10: Rotation limite, les courbes invariantes sont dexcles appelés horocycles, ave:
faisceau delroitesasymptotiques au point fixe qui leur sont orthodes

Par comparaison avec d’autres géores, on a cette conclusion :

En géométrie euclidiennplang, il existe deux types d’isométries directdes rotations et le
translationsEn géométrie sphérique, il en existe un : les rotationsEn géométrie hyperbolique,
y en a trois : les rotations, leanslations et les rotations limit

12

Dans ces trois géométries, les isométries directesteujours des composées de deux réflex
az+b

et elles s’écrivent sous des formes particulieéeesransformations de MobitM, soit M (z) = g
cz+

avecad—-b c> 0.
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Exercice 5: Construction d’'une rotation (hyperbaglie) a partir de deux réflexions
d’axes sécants.

1) On se donne un point A (0, 1). Construire deerxles (G) et (G)centrés sur (Ox) engéet K,
et se coupant en A suivant un angleztte

A Comme le dessin ci-contre l'indique, I'angle de &bftre
le les deux cercles se partage en deux angleso,(en rougeet
‘/ en ble). En appelank, et k; les abscisses des centres des

K1 0 Ko cercles, on &, = 1/tanao, k, = -1/tana,, et pour les rayons des

cercles :Ry = 1/sinag, Ry = 1/sina;. Pour le tracé final, nous
avons choisig = 10° eta; = 20°.

2) Les deux cercles {Cet (G) engendrent un faisceau de cercles a deux pakes,fl'un étant A.
A partir d'un cercle, (@) par exemple, construire les quatre autres cerdie$aisceau faisant de I'un
au suivant un angle de/6 autour de A. Précisons qu'au-dessus de (OxXagdisaussi bien de droites
hyperboliques.

Avec notre choix des angles eta,, le cercle C,) fait un angle de, + 30 = 40° avec la verticale,
d’ou . Puis I'on continue en ajoutant 30° a chafpie soit 70, 100 et 130°.

3) On veut maintenant construire les courbes iraraes, formant le faisceau de cercles
orthogonal au précédent. Les cercles hyperbolig@eseciés sont tous centrés en A. Prendre un cercle
coupant (Oy) en des points d'ordonnégsey y. Calculer le rayonp du cercle hyperbolique
correspondant. Puis en déduire I'ordonnée ¢ du leesuclidien associé ainsi que son rayon r en
fonction dep. En déduire comment tracer des courbes invariantes

On connait la formule de la distance hyperboligureuse verticale commé), et 'on a
2p = In(y2/ y1), ouy, /y; =e?®. On a aussj; y, = 1. On en déduit que’ =e?®, ety, = €. De méme
y: =e™.Avecy, =c +r ety; =c—r, on en déduit

e’ +e”
c=———=coshp

Il suffit de se donner plusieurs valeursgpour tracer des cercles de certdret de rayom. Tout
cela aboutit au dessin defigure ci-dessus

4) Montrer I'évolution d’un triangle hyperboliquess I'effet répété de la rotation hyperbolique.

Comme l'angle de la rotation est3 qui est une fraction dez2 on obtient un mouvement
périodique avec six triangles qui se répétégti(e 11).
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Figure 11: Un triangle et ses images sous l'effet de la rotation répétdmgte /3 autour du point
fixe.

Exercice 6: Translation hyperbolique a partir de deux réfleoms d’axes ultre-paralléles.

1) Prendre deux droites hyperboliques D ¢, représentée I'une paelderr-axe des y et l'autre
par un demieercle centré sur (Ox) eng et de rayon R et ne coupant pa®y). Une fois le point K
placé, déterminer Rde facon que le faisceau de cercles engendré madeex droites hyperboliqu
aient pour points limitekes points A et A’ d’abscisses 1- 1 sur (Ox).

Le cercle de diametréAR'] est orthogonal (C,. La puissance du poit, (ko, 0) par rapport a ce
cercle donndeA KeA' = Ry, soit (ko — 1)Ko + 1) =Ro?, d’oU R

2) La composée des réflexions autde D et G est une translation de points fixes A et A’. Q&
sont les courbes invariantes sous l'effet de dedigslatior ?

Les courbes invariantes (les lignes de courant) lssncercles passant par les points fA etA’.
lls forment le faisceaude cercles orthogonal a celui engendré D et G. Pour tracer ces courb
invariantes, on prend des points <Oy) qui sont le centre de ces cercles, soiyc) puis on calcule le
rayonr, tel quer® = 1 +yc.

3) Construire les droiteghyperboliques) orthogonales aux courbes invarianBour cela, on ser
amené a construire le cerclg {thage de D par o, puis G image de gpar C, etc

On connait déja ledroites L et Cy. Le cercleC; est le transformé de la droD par I'inversion de
cercleC,. Le cercleC, passe paKg et 'on a 2R; kg = Ro?, soit Ry = Ry? / 2 ko, puisk; = ko — Ry, ce qui
permet de construire le cerciEnsuite le cerclC, est le transformé dg, par I'inversion de cerclC;,
et plus généralement le cerclgeSt I'image du cercl€; _ , par l'inversion de cerclC;_ 4, pouri > 1.
En utilisant la formule donnant le transformé daancle, on obtiel :

L (kp ko) 2 :
s (k-p —k_)*— 12, "

2
il

" (K- I§—1)2 - TEZ

Une fois tracés ces cercles, on peut tracer lgungsiques par rapport Oy).

Comme les inversions somaussi deréflexions les distancesentre ces cercles sont égales.
vecteur de la trranslation est délimité par deuscles successifC; et Ci4, et il est porté par u
segment de cercle passant paat A'. Tout cela permet de construirefigure c-dessus

4) Construire les images successives d’'un triarsgles I'effet de cette translatic Quel est le
vecteur de la translation ?
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Le vecteur de la translation est le segment sépamarsommet d’'un triangle avec le somi
correspondant du triangle image. On obtient leideds lafigure 12 ou I'on voit que les lignes ¢
courant sont équidistantes entre €

/ \

Figure 12: A partir du triangleen bas a gauchen a pris ses quatpgemiéresimages successives
sous l'effet de la translatiohes lignes de courant en forme d’arcs de cerclesiom longueur infini

5) Que se passeitlorsque les deux axes des réflexions sont deteseconcentrique ?

Les deux demi-cercles concentriques saugsidesdroites ultra-
paralléles. La composée de dewdflexionsautour d’eux—il s'agit
d’inversions, donne une homothétie de cetrele la formez’ =k z
Les courbes invariantes sont des ddnoites issues dO, et elles
sont équidistantesMais il s’agit toujoursd’une translation dont le
vecteur est un segment de demi-draitthogonal au deux cercles
concentriquegt de longueur égale au double de leur dis.

Exercice 7: Rotation limite comme composée de deux réflexiorexes asymptotigLs
1) Montrercomment évolue un triangle hyperbolique sous t'efigne rotation limite

Le résultat est donné surflgure 13.

Figure 13: Transformés successifs d'triangle sous I'effet d’'une rotation limit
2) Que se passeitiorsque les deux axes deréflexion sont des derdroites verticale ?

Dans ce cas particulier, les demi-droitesticalessont aussi des
droites asymptotiques se rencontrant a l'infini. La commoskes
> deuxréflexionsd’axes paralléles séparés par une distdd donne
une trankation (euclidienne mais pas hyperbolique) de wat
parallele a0x et de longueur @ Les horocycles correspondant
courbes invariantes deviennent alors des droites|@es a Ox).
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Quelqgues précisions sur la classification des isomiés directes de H

«» Transformation de Mobius parabolique dans H (rotdion limite)

—*

Une transformationM de Mobius deH (demi-plan de Poincaré)autre que lidentité, eg
parabolique si et seulement si

(1) M admet un point fixe unique sur la frontiéid.

(2) [Tr(M)| = 2

(3) M est conjuguée a une translation (écrite sous faunidienne).

(4) M est conjuguée a la translatior=z + 1 ou a la translationt = z— 1.

On sait déja que (1) équivaut a (2) et que (4)aemer (3).

Montrons que (3) entraine (4). Prenons la tramsidil(z) = z + k aveck # 0. On distingue deux
cas. Sk est positif, considérons la transformatmrde Mobius dansl telle quegs(z) = k zqui a bien
pour déterminank > 0. La tranformation conjuguéeaMg,™ s’écrit g.Mg,*(z) =z + 1. Sik est
négatif, considérons la transformatigp telle queg,(2) = — k z de déterminant k > 0. La
tranformation conjuguéepMg,™ s'écrit g;Mg,(2) =z — 1.

On sait que (3) entraine (1) puisqu’une translatdonn point fixe unique qui est. Il reste a
montrer que (1) entraine (3). Par le biais d'ua@gtformation de Mobiug qui envoie le point fixd
deM enc, la transformation conjuguégM g™ a pour point fixeo et c’est une translation.

« Transformation de Mobius hyperbolique dans H (trangation hyperbolique)

Une transformation de Mobild deH est hyperbolique si et seulement si

(1) M a deux points fixes sur la frontiépel.

(2) |Tr(M)| > 2 (en prenant itV telle que| = 1)

(3) M est conjuguée a une dilatatidle la formed(z) =k zaveck réel > 0 ek # 1.

(4) L'axe de la translation hyperbolique est laidrpassant par les points fixes, efdlagueurde
la translation est |k.

On sait déja que (1) équivaut a (2). D’autre pad dilatation est une transformaiton de Mobius de
H (coefficients réels et déterminakt> 0), et elle a deux points fixes O ®tsur dH : elle est
hyperbolique, et (3) implique (1). Il reste a mentque (1) entraine (3).

Appelonsf et f' les deux points fixes del. On distingue deux cas. Si le point fikestoo, on
considére la translatioptelle queg(z) = z—f qui a pour point fixeo etg(f’) = 0. La conjuguée del
qui s’écritgM g a pour points fixes 0 ét= «, et c’est une dilatation. Si aucun des deux pdires
n'est infini, f et (avecf < ') sont deux nombres réels. Considérons la transttiom de Mobiugy
telle queg(2) = (z—f') / (z—f) a coefficients réels et de déterminéint f > 0. On ag(f) = 0 etg(f’) =
«. Avecg agisant dansl, la conjuguée d# qui s’écritgM g* a pour points fixes 0 et. C'est une
dilatation.

Sous l'effet deM, un pointP est transformé eR’. Alors d@, P’) est la longueur de kanslation
Sans perte de généralité, on peut premdirsous la formeM(2) = k z I'axe de la translation étant la
demi-droite Py), et I'on peut choisiP sur cet axe. AveP =qi, P’ =ik g, et dP, P’) = Ink. Posond.
= Ink. La longueulL de la translation est liée a la trace de la t@anshtionM, soit TM = Jk +1/4k
="+ "% = 2 ch(2).

* Transformation de Mobius elliptique dans D (rotation)

13.0n préfére ici se placer dabs car on peut fait intervenir dans ce cas la rotatide centreD et d’anglef.
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Une transformation de MobitM deD (disque de Poincaré) est elliptigsiest seulement
(1) M a un point fixe danb.

(2) |Tr(M)| < 2 (en prenant potcalculer la trace la transformatidhtelle queM| = 1)
(3) M est conjuguée & une rotat RdansD de la forme(2) =€ z

Vérifions d'abord que la rotaticR de centréD et d’angled est bien une tranformation de Mob
de la forme (az+B)/ (Bz+@) avecr 1> B 4. Il suffit de prendres = €%% et # = 0. Et cette

transformation est elliptique avec pour seul péig O. On a (3) qui implique (1). Il reste & mont
gue (1) entraine (3). Appelohke point fixe deM et considérons une transformatg de Mobius dé
qui envoief enO. Alors la conjuguégM g* admet comme point fixe unique 0. Elle est de lanfe

(az+p)I(Bz+a)avecr 1> 3 4, et avec 0 comme point fixe, onfa= 0, d'ou gM ¢g'(2) =
(ala@)z=(a?!r? z. Posons =r €% d'ol I'on déduit quggM g'(2) =€ z

6. Aire et angles d’un triangle

Revenons a la pseudosphére, qui est a l'origingedu-plan de PoincaréJn élément d’airddA sur
la pseudospheére est égal a I'élément d’dx dy/ y* sur le demi-planpuisque chaque longuedx et
dy est divisée pay. On en déduit la formule donnant I'aire de la pkesphére, sc

+odXx dy  pom +00 dy 1. o 14
A= [fon= [ S = o 217 ki =] o2

Prenons maintenant un triangle asymptotlABC sur la pseudosphereson sommeC est en 4o
avec un angle nul, et ses co@4 et CB sont des méridiens. Appelonset ses angles eA etB. Ce
triangle se retrouve, avec la méme aire, dansr@-plan de Poincargil est délimité par deux de-
droites verticales issues des polA’ etB’, et ces deux pots sont sur un méme de-cercle (ladroite
A’B’). On retrouve les méme angla et enA’ etB’ (figure 14. Quitte a pratiquer une translati
horizontale (uneotation limite qui ne modifie pas les aires, on peut supposeregercle est cent
en O. De méme en faisant une homothétie (translatior), on peut s’arranger, sans changer I’

pour que le cercle ait un rayon unité. L’équatiencéércle esy = Y1-x* . Les pointsA’ et B’ ont

pour coordonnées (& cosf —a), y = V1-X? ) et k = co®, y = v1-x? ). On en déduit I'aire de ¢
triangle :

aire@BO) = [ r; =1 dy =fer K

cosa X= cosfr-a X cost-a 2/1_ X2
g —sind dH R . .y
= j o snd =m—-a - [, aprés avoir procédé au changement de varx = co9.
-a  sin

C

14 Bien que lgpseudosphére s'éléve a I'infini, son aire restifi
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Figure 14: A gaucheun triangle asymptotiqu&BC avecC a I'infini sur la pseudosphéra,droite
le méme triangleA’'B’C’ en gris dans le demi-plan de Poincaré, délimité geux demi-droites
verticales et le cercle unité.

Prenons maintenant un triangle quelcon@li®’C’ dans le demi-plan de Poincaré. Patation
autour deA’, ce qui ne modifie pas l'aire, arrangeons-nous pue lesegmentyperbolique A'C’]
devienne verticalfigure 15. L'aire du triangle devient la différence de esllde deux triangles
asymptotiques, soit r~a—f—-0) —(@—0— (t—y) =x—o —f —y. Finalement :

| aireABO=rz—a —f —y ouencorea +f +y=r— aire@BC |

Figure 15 : Aire d'un triangle quelconque.

Exercice 8 : Triangles idéaux et aires dans le depian

Il s’agit d’'une variante de la démonstration préeéte sur I'aire d’un triangle, ici indépendante
de l'aire de la pseudosphére..

1) Par définition un triangle idéal a ses trois d&g nuls. Montrer par intégration que son aire est
égale ar.

On peut s’arranger pour que le triangle ait sés sommets en — 1, 1 et
Son aire hyperbolique est :

dydx J-
>;o\/—1

2) Montrer qu’un triangle rectangle 1-asymptotigaygant un angle nul, un anglg2 et un angle
non nula, a une aire égale a/2 —a.

———— dx= 2[arcsinxj = 77.

2. iy

-1 1

L'aire est égale a :
dy dx Icosv/

=[arcsinx [*** = arcsin(sing /2 a )

[

=ml2-a

dx
VX2 -1

-1 0

3) En justaposant deux triangles comme ceux deulsstipn précédente, calculer I'aire d'un
triangle 1-asymptotique avec un angle nul et dewydes non nuls etg.

En additionnant les aires de deux triangles ngges 1-asmptotiques, on
trouve,grace a la question précédente, l'aid2=—o + /2 —f = —a —f5.
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3) Prendre un triangle quelconque ABC d’angleg y, avec D qui est un point d’intrsection de
droite hyperbolique AB avec 'axe de (figure 16) Calculer I'aitre des triangles ADC et BDC, et
déduire celle de ABC.

C

A6

D
Figure 16 : Triangle ABC, dont 'aire est la différence de cellesADC etBDC.

Le triangleADC est lasymptotiqu, avec un angle nul, un angleet un angley + 5. Son aire e
7 —a—y—20. Le triangleBDC est -asymptotique, avec un angle nul, un angies et un anglé. Son
aire est 7 —x +f —o. L'aire deABCest la différence des aires ABC etBDC, soitr —a —ff —7.

7. Formulesliant cotés et angle dans un triangle hyperbolique

7.1. Cas dun triangle rectangle

Considérons un triangBC rectangle ert, et faisondui subir une transformation de Mobius
I'envoie enA'B’C’ avec lec6té[B'C’] porté parOy et avec C’ en. Celle€i est de la formr

z-C, . A . -
z'=K B: ou B, etC, sont les extrémités du de-cercle qui porte lsegmen[BC]. Ainsi le
Z_

point B,, est envoyé em et C, enO. Par conservation des angles draits, le -cercle devient I'axe
desy, et B'C’] est un segment vertical d’abscisse nulle. Impesarsuite quC aille eni, soit

i = KZC;C‘”, K =M. On trouveK = (Co = B";) Y qui est bien un nombre ré
z. - B, z-G (% =C.)2+ ¥

-

A

B
€
o
A

(Q) 00 Coo

Figure 17: TriangleABCet son transformA’'B’C’.

Appelonsa, b, ¢ leslongueur: descodtésdu triangle ABC Elles sont égales a celles triangle
A'B’C’ a cause de l'isométrie. Les poilA’, B’, C’ ont pour coordonnées,(v), (0, k) et (0, 1) avec
k> 1 etu’ + Vv = 1 car le cercle qui porte segmen{C’A’] a pour centreéD et pour rayon : Puis

: A . - 12,- 3|
appliquons la formule précédemment : ch(d(z ,z ))= 1+ —=————.
42 Sim(z) Im(z,)
Aveca=d@B’,C’),b=dA’,C),c=dA’, B’):
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cha=ch(d{ ki )= l*-li(k_l)lz = W k-1f _K+1

2k 2k 2k
Ny — i 2 _1\2 2 2
chb=ch(d(,u+iv)):1r|u+lv ||2=1Fu (=17 P+l 1
2v 2v 2v v
chc:ch(d«i,u+iv)):1+|U+'V k||2:Bu + (=K VR K
2kv 2kv 2kv 2kv

On trouve ckt = chachb. C’est le théoreme de Pythagore en géométrie hypqum

Que se passeiltiorsque les cotés du triangle sont grée ? On a cle = e/ 2 tout comme cla et
chb. Le théoréme dPythagore devie :

e/2=~e%e”/ 4, e“~e®/2,c~a+b-In2 Ainsi, dans un granc» triangle rectangle
hyperbolique, le chemin en ligne droite A versB est proche de celui qui va A versB en passant
parC. C’est une différenceotable avec ce qui se passe en géométrie eucle

Exercice 9: Formules trigopnométriques dans le triangle rectgie

On reprend les mémes notations que précédemmrvent)atriangle A'B'C’ rectangls
1) On appelle g le point (ou I'affixe) du cer du cercle qui porte le segment hyperbolique
Calculer gB* et qC*® pour montrer que® = 1 — 2 u g. En déduire que t#F (2 u k) / (F - 1).

Dans le triangle rectangl®gB’, B’ = ¢” + k. Dans le triangle
rectangleugA’, gA” = (u—q)® + V2. On en déduit qu(u —g)*> +V* = ¢f
+IZ. Commeu? +V? =1, il rested®=1—-2u q

L'angle f enB’ du triangleA’'B’C’ se retrouve eq dans le triangle
qOB’. tanf = OB’/ qO =k / (-q) carq < 0.Avecq = (1 =K% / (2 u),

- 2uk
q O &u tarﬂzkz_ .

2) Utiliser les formules vues a propos du théoremePgbtagore pour trouver ch b et sh a
fonciton de u et k. En déduigeie tary = th b /sh a.

sh’b cHb-1 1
th’b= = =1-——=1-V =
ch’b  cifb cHb

2\2 a2 282
siPa=cifa- = LFK )2 4k’ _d k2)
4k 4k

d’oti thb =u et sha= (K*—1) / z. On a bien tap = thb /sha.

3) Montrer que cg8=th a/th c et siff =sh b/ stc.

Exprimons cog en fonction de tarfg, et ensuite nous éliminerohgour qu'il ne reste qua etc,
cela grace au théoréme de Pytha :

cod f= 1 1 _ stta _ ska cb _ sha chb
1+tarf B8 1+ ttfb /sha sha+ thb sha cbt $b  Sm e c ’t 1

_ sh?a ctfc/cifa _ sha chc _ sha chc _ sha ék

“st?acifc/cRa+cRc/cRa 1 sha cher c he cha dha éhe éha 8ha ke

_th’a
th’c
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Aiinsi cosp =tha/ thc.

Pour avoir sing, utilisons ce que nous avons trouve :
thbtha  shbshachc = stb ct _ sb ch st

sinf =tang cosp = = = = :
shathc chbsha cha slt clb cla sh ch gh q

En résumé :

Dans un triangle rectangle hyperboliqgM@C decdtés ab, c et d’'angles, £, y
le théoreme de Pythagore s’écrit : acchchachb

et I'on a les relations :

sina = sha/ shc sing = shb/ shc

cosa =thb/thc cog =tha/thc
tana =tha/ shb tans =thb/ sha

7.2. Cas d’un triangle quelconque

Il existe trois catégories de formules, que noumdas ici sans démonstration.

sing _ sing _ siny
sha shb st

chc=cha chb- sha stb cgs
cha=chb chc- st skt cas
chb=chc cha- sic sta cq8

cosy=simr sinB clt- cag cgd
cosa = sin@ siry cla- cof cgs
cosf=siny sir clhh- cog cos

Remarquons que la troisieme série de formules pgedinbtenir les trois c6tés si I'on connait les
trois angles. Cela confirme le fait que deux trlaaghyperboligues semblables (avec les mémes
angles) sont isométriqués.

Nous allons maintenant passer a l'autre modélayi crl disque de Poincaré, sur lequel nous
donnerons plus de détails. Mais nous ne reviendpasssur les formules trigopnométriques que nous
venons de donner, pas plus que sur les calculedai

15 Les autres cas d’égalité (& une isométrie présjlalex triangles restent les mémes qu’en géométrie
euclidienne. Notamment, deux triangles ayant déitfgscde méme longueur deux a deux, avec le méme ang
entre eux, sordégaux



