Géomeétrie inversive et transformations de
Mobius

Nous poursuivons notre étude du groupe circulfinené des composées d’inversions-réflexions
planes qui transforment les cercles-droites enlesdroites. Parmi elles vont apparaitre les
transformations de Mobius, qui sont I'objet de bagitre.

1. Définition d’une transformation de Mobius

az+b
cz+d
aveca, b, ¢, d donnés dan€ etad —bc# 0. Ce a quoi on ajoutd(-d / c) =« etM(x) =a/ c, et sic
=0, M(o0) = 0.

Par définition, une transformation de Mobing de C dansC fait passer dg a M(2) =

Remarquons qu’une transformation de Mobius ne ahaag si 'on multiplie tous ses coefficients
par un méme nombre non nul. On peut notammentasiger pour qua d—b ¢ = 17 on dit qu'il
s'agit de la forme normalisée de la transformation.

. L . . . [a
Il est possible d’associer a une transformatioMadbius la matrlce(

b
J dont le déterminant
c d

ad-bcl-c a
correspond & la transformation de Mobius invéMsé et que la composée de deux transformations de
Mobius a pour matrice associée le produit des deaixices.

: . e e . 1 d -
ad —b cest non nul, donc inversible. On vérifie aisénaum la matrice inverse——

Exercice 1 : Parties réelle et imaginaire de M(z)

Considérons I'application faisant passer de z &fle que z' = (az + b) / (cz + d) avec a, b, ¢, d
réels et ad — bc = 1. Montrer que Im(z’) = Im(4¥Z + df, et calculer aussi Re(z)).

On connait la formule + z=2 Re(z). Appliquons cela & :
az+b, azt b (az X cz Y+ ( az )b €z)

2Re(z )=
) cz+d cz+d |cz+ df
_2ac|zf +2(ad+ bgRe(2+ 2bd
|cz+ dP

1 On I'appelle aussi homographie, ou transformaliomographique.

a'z+b

2 A partir d’'une transformation de Mobius de la ferm (2)= 5
c'z+d

aveca'd’ —b’c '# 0, on peut diviser

az+b

ses coefficients pa/a'd'- b'c', ce qui donneM (z) = g
cz+

aveca d—b c= 1. Précisons aussi que I'écriture

v Z correspond a l'une des deux racines carrées coampld®Z. Remarquons par ailleurs que si la matrice

ad—bcl-c a
_dz-b
-cz+a

inverse est = [d _bjon peut prendre plus simplement la transformaticn Mobius inverse

M™(2)



ac| zf + (ad+ boRe(2+ bc

|cz+ df
On connait aussi la formule— z=2iIm(2). Appliquons celaa z' :
aztb_az b_(ax }§ cx )+( az)b €z)

D'ou Re(z")=

2i Im(z)=z- z'=

cz+d cz+d |cz+ df
_(ad-bg(z= 3_ =z z _2Im()
|cz+ df |cz+ df |cz df
Im(z") = (ad=bgim(3 __Im(3 puisqu’on a suppos#d—-b c= 1.
|cz+ df |cz+ df

Il existe un lien organique entre les transformagianversives (les composées d'inversions-
réflexions) et les transformations de Mobius. Méri§ en effet qu'une transformation de Mobius est
une transformation inversive :

» Lorsquec = 0, une transformation de Mobius devient une fionclinéaire, et c'est bien une
transformation inversive.

» Lorsquec # 0, une transformation de Mobius peut se rééciif€z) = a_ad-he i g Elle
c cC cz
est alors la composée de trois transformations :
1 1 ad-bc a
z0OBL z=cx dDfB. z=== . z=- + = :
4 £ 2 cz+ d 7z c z o )
fy (c0) =00 f2(0) =0, fy(0)=0  f5(0)=00

On a aussM («) = fyo f,o fy(0)=a/c et M(-d/c)= fo fo f(-d/ Q=0

f, et f; sont des transformations linéairef, est la transformation inverse, ce sont des
transformations inversives, et leur composée est bne transformation inversive. On constate aussi
guefy, f, etf; sont des transformations qui conservent les amglentés, d'ou le résultat :

Les transformations de Mobius conservent les angtentés, et elles transforment les cercles
généralisés en cercles généralisés.

De simples calculs permettent de voir que la cor@ake deux transformations de Mobius est une
transformation de Mobius, et qu'une transformati@nMobius admet une transformation de Mobius
inverse. L'ensemble des transformations de Mobsné un groupe (pour la composition des
fonctions). Cela dit, on connait des transformationersives qui transforment les angles en leurs
opposeés, a savoir les inversions. Les transformatioversives ne sont pas toutes des transforngation
de Mobius.

Nous allons maintenant voir qu’une inversion stétwujours sous la form&i(z), c'est-a-dire
comme composée de la fonction conjugpéed’une transformation de Mobius, sdito .

« Silinversion se fait par rapport & une droiteflgéon élargie), elle est de la forme :
az+b _
0zZ+1 M3

» Silinversion se fait par rapport a un cercle datcel et de rayorR, elle s’écrit :

2 _ i
Z— ZI=_R_ + Z:ZI Z+£ — Z IZ)= NK—z
-4 = ¢

Z— Z=az+ b=




Une inversion peut ainsi s'écrire comme la compaféee transformation de Mobius et de la
fonction conjuguée.

Composons maintenant deux inversions, ce qui donne

az+b az+b . .
——) = My(M'y(2)avec M (2) = qui est une transformation de
cz+d cz+d

Mobius. Le produitM, - M *; étant une transformation de Mobius, le produitldex inversions en est
une aussi.

Z'= M,(M(2)) = My(

Z+

Prenons enfin une transformation inversive queloenqui s’écrit par définition comme produit
d’inversions, soitif, o f,_;o...o f,o f;. Sin est pair, on les regroupe deux par deux, et |fareat un
produit de transformations de Mobius, qui est uamdformation de Mobius. Si est impair, le
produit peut s’écrire

foof,qjo.0of,ofiopoy=(f of jo..0f,0f o))y olyestla fonction conjuguégz) = z
qui est une inversion (réflexion). Le produit empagenthéses forme un nombre pair d’inversions, qui
est, comme on I'a vu, une transformation de Molsog&M. Celle-ci, composée avecdonneM(z).

On trouve finalement le résultat suivant :

L . . . el AL az+b
Toute transformation inversivie (composée d’'inversions-réflexions) dabs'écrit f (2) = r
cz+

z* 2 aveca, b, ¢, d dansC etad — bc£ 0.

ou f(z2)=2

Le groupe des transformations inversives contieomme sous-groupe le groupe des

. . az+b . S
transformations de Mobiug (2) :—d, et celle-ci conservent les angles orientés —erafmpelle
cz+

Z+Db

: . . . : : : a
transformations inversives directes. Les autresstoamations inversived (z) = — g sont celleg
cz+

qui transforment les angles orientés en leurs aipese sont les transformations indirectes.

Les transformations inversives transforment leslesrgénéralisés en cercles généralisés.

Exercice 2 : Fonction inverse d’'une transformationversive indirecte

. L L ,_az+b
Considérons la transformation inversive indirectielfe quez— z'=— r
CZ+

avecad-bc=1.

Déterminer la transformation inversé'f

avecad—-bc=1.0na

. . . +
Prenons la transformation de Mobius (diredie)elle queM(2) = az s
cz+

alorsf= Moyavecy(z)=z, et f t=yoM*:

,0Wn, z=92"P gy, - dzb_dz b
-cz+a -cz+a -—-Czta
Il s’agit de la transformation de Mobius indirectent la matrice a pour coefficients les conjugués
de la matriceM ™.

Mais les transformations inversives indirectes onent pas pour autant un groupe, puisque la
composée de deux d’entre elles est directe.



Exercice 3 : A partir d’'un cercle donné et d’'une ansformation de Mobius donnée,
détermination des caractéristiques du cercle tramshé

Un cercle C de centre | et de rayon R étant doai®si qu’une transformation de Mobius M de

. (a b ,
matrlce( OI]avec ad — bc = 1, on supposera que le transforméedlale est un cercle et non une
c

droie. Déterminer son centre I’ et son rayon R'.

Pour cela utiliser la propriété suivante : si depaints M et M’ sont inverses dans l'inversion de
cercle C, et qu’on leur appligue une transformatiabs Mobius M, alors M(z) et M(z") sont inverses
dans l'inversion de cercle C' = M(C).

Prendre le point I' et son inverse dans l'inversida cercle C’ dont le centre est I et le rayon R’,
puis pratiquer la transformation Mpour trouver finalement le point I'.

AppelonsC’ le cercle image du cerclé par la transformation de Mobiug. Nous voulons
connaitre son centte et son rayofR. Faisons l'inversion de cercl@’ : les pointd’ (d’affixe z) etwo

. _ . (d
sont inverses. Par la transformation de Mobit's de matrlce(
-C a
les points d'affixez, = M™(z') et —d / ¢ Ces points sont inverses dans l'inversion dele@dcentrel
2

et rayonR). Grace a la formule de l'inversion, on en dédui¢ z, = z +% . Ainsi le point z

J , ces deux points deviennent

est connu. On en déduit gge=M (z), ce qui donne le point (figure 1).

Pour trouver le rayoR, il suffit de prendre par exemple le pomt+ R qui est sur le cercl€, son
transforméVi(z+R) est sur le cercl€'. Le rayonR’ est la distance séparant ce point du celitre

dh ,
. I

A D

Figure 1: A gaucheun cercleC, & droiteson imageC’ par une transformation de Mobius, avec son
centre!l’ calculé par la formule indiqué&n rouge deux rayons orthogonaux du cerdesont
transformés en arcs de cercle orthogonaux entreteamec le cercl€’.

2. Propriétés des transformations de Mobius

2.1. Isomorphisme du groupe de transformations de Wbbius et de
PSL(2,C)

a b
On appelleSL(2, C) le groupe des matrice[sC dj aveca, b, c, d complexesead—-bc=1. A

chaque matrice peut étre associée une transfommdgid/iobius écrite sous sa forme normalisée. Mais



a b -a -b
les matrice{C dJ et[ c dj donnent la méme transformation de Mobius normali®@&eappelle
alorsPSL(2, C) le groupe des matrices &(2, C) au signe pres, sdtSL(2, C) =SL(2,C) / (x1d). Il

y a alors bijection (un-un) entre les matriceP&(2, C) et les transformations de Mobius. Et comme
la multiplication des matrices revient & la composi des transformations de Mobius, il y a

isomorphisme entre leurs groupes. On peut assintdigroupe des transformations de Mobius avec
PSL(2, C).

Nous allons maintenant voir les propriétés desstmamations de Mobius, et d’abord le principe de
symétrie, déja rencontré pour les inversions.

2.2 Le principe de symétrie : conservation de deugoints inverses par
une transformation de Mobius

M(B) Lorsque deux points sont inverses par rapport éeutle,
et qu'on leur appliqgue une transformation de Mopies
B M . : R , I
- images de ces deux points sont a leur tour invepses
v MO rapport au cercle imagde.
c M(A)

Considérons un cercl€) avec deux pointA etB inverses par rapport a ce cercle. Le celC)eett
un cercle du faisceau de cercles a points linitesB. Le faisceau orthogonal est formé des cercles
passaant pak etB. Prenons deux de ces cercles passarh gaB (figure 2. lls sont orthogonaux au
cercle (C). Sous l'effet d’'une transformation debls, le cercle@) devient un cercle), les points
A et B deviennent les pointd’ et B'par lesquels passent les deux cercles imagesanii encore
orthogonaux au cercle (C’). Ce cercle (C") appattiu faisceau de cercles a points limites A’ et B’
Ces deux points sont donc inverses par rapporealec(C’)

<

Figure 2: Conservation de points inverses par une tramsfion de Mobius.

2.3. Propriété fondamentale des transformations dilobius

Etant donnés un triplet de trois poiatd, ¢ et un autre triplet de trois poirds b’, ¢/, il existe une
transformation de Mobius unique qui fait passepdemier triplet au second.

Pour le prouver, commencons par trouver une tramsftion de Mobius faisant passer des trois
pointsa, b, ¢, aux trois point&’, b, ¢’ respectivement. Pour cela utilisons comme inteliaiées les
trois points 0, 1.

» Cherchons une transformation de MoblMis faisant passer dg b, c a 0, 1,.0. Elle est de la

forme M,(z) = KZ;"Jl avecK tel queM(b) = 1, soitK:?. On a trouvé
z-c -a

% Rappelons que le principe de symétrie vaut aussi les inversions.



z—a b- : .
M;(2) =—— s et cette transformation est unique.
z-c b-

o

» De méme la transformatidv, faisant passer &, b’, ¢’ a 0, 10 s’écrit

z-a b-c¢
M.(2) = z-c¢ b-4d

. Formonst'lo M;. Cette transformation de Mobius fait bien passes,d, c aa’, b’, ¢’. Mais

cela ne prouve pas qu’elle est unique, du fait ltpre est passé par un intermédiaire bien précis, a
savoir 0, 1.

* Supposons maintenant qu'il existe deux transfolwnatide Mobiud etM’ faisant passer dg
b,caa, b, c’. Alors M, oM oM, envoie 0, 150 en 0, 10, et M, o M '>M;* de méme.

Considérons une transformation de Moliutelle que 0, 1 soient envoyés sur eux-mémes. Elle

est de la forme%). Avec N(w) = oo, cela impose = 0, etN(0) = 0 donned/d = 0, d’'oub = 0, et
cz

N(2) = (&/d) z AvecN(1) = 1, on en dédu = d. FinalemeniN(2) = z. On trouve I'identitd comme
seule possibilité.

Il en découle queM, oM oM =l et My,oM oM =1, d’00 M,oM o M;*=M, o M'>=M;*, etM
= M’. On a bien une transformation unique.

 Ce que nous venons de faire peut se traduire eneserde birapport. Rappelons qu’une
définition du birapport de quatre points d’affix&sB, C, D est

C-A_D-A_C-A D-B
C-B D-B C-B D-A

[ABCD =

Dans le cas présent, on a vu i, - M )(2) = M,;(2 . En posant’ = M(2), cela s’écrit :

Ma(z) = My(2), soit zZ-a b-c_z-ab-c
z-c¢ b-da z-c b-a

, ou encored ¢’ z b']=[ac z B’ Dou ce

résultat :

Une transformation de Mobius conserve le birapgertjuatre points |

2.4. Résumé des principales propriétés des transfoations de Mobius

az+b
cz+d
avec ad-b c#0, ou encora d—b c= 1 sous leur forme normalisée, ont les proprigétgntes :
» elles possédent le caractére circulaire : ellestomment les cercles-droites en cercles-droites.
+ elles sont des transformations conformes : elles@went les angles orientés.
» elles conservent le birapport.
+ elles obéissent au principe de symétrie : ellesewment deux points symétriques-inverses.
il existe une transformation de Mobius unique tfameant trois points en trois points.

Les transformations de Mobil4, ou transformations homographiques, de la foivhg) =

* |l existe 24 facons d’ordonner les quatre pomtb, ¢, d dans I'écriture du birapport. Les 24 birapports
correspondants sont tous liées les uns aux auRasexempled c z =1 — [z a b § (il suffit de faire le calcul).
L'égalité des birapportsa ¢’ z’' b’'] = [a ¢ z | vaut aussi bien pouzla’ b’ ¢’] = [z a b ¢, ainsi que pour les
autres ordres possibles.



az+b

Il en découle que les autres transformations imuesd/’, celles de la formeM '(z) = i avec

ad-b c# 0, ont des propriétés du méme type, sauf qu'eltsforment les angles orientés en leurs
opposés, et qu’elle transforment le birapport engmjugué Yoir exercice suivant

Exercice 4 : Birapport et transformations inversigéndirectes

1) On considére la transformation conjuguételle que y(z) =z. Montrer qu’elle transforme le
birapport en son conjugué.

La transformation conjuguée telle que z'Z=est la transformation inversive indirecte qui dais
I'axe desx invariant point par point. Elle peut étre caraisge par les trois points 0, &,transformés
en eux-mémes. Prenons les birapports :

z 1 1- z' 1 1-
[0 z1]= + =z oo=zet[0c>oz'1]= + =772 = 7=
z— 1-o Z— Z'-0 1-o Z—

On trouve bierf0 o« z'1]=[0 0 z1]

2) En déduire que les transformations inversivedirgttes transforment le birapport en son
conjugué.

On sait qu’une telle transformation peut toujouésisre M o y avec la transformation de Mobilk

qui conserve le birapport etqui le transforme en son conjugué. Le birapportadgansformation
indirecte est donc transformé en son conjugué.

2.5. GroupeAut(C ) des automorphismes deC

On appelle automorphisme dé une bijection conforme de€ . Le groupe formé par ces
automorphismes est noté A(ﬁo. On a vu que les transformations de Mobius @esont des
automorphismes d€ . Il a aussi été démontré (nous I'admettons icd tpute bijection conforme de
C est une transformation de Mobius. Finalement, mipe Aut(é). des automorphismes d@ est
isomorphe au groupe PSL(é,).

3. Points fixes et classification des transformatis de Mobius

3.1. Points fixes d’une transformation de Mobius

Prenons une transformation de Mobius écrite sofigrsa® normalisée, soit
az+b

M(z) = avec ad—-bc=1.
cz+d

Cherchons ses points fixestels queM (z) = z, soit z(cz+ d = az |,

cZ+(d-9 z b0

«  Pourc#0, le discriminant est(+ a)? — 4, ol I'on a utilisé le fait que d—b c= 1. L’équation

a-d+.(d+3>-4

a deux solutions complexes >
c

gue cette formule n’est valable qu'avec I'écritnogmalisée d& : a d—b c=1.

avec une racine double paut d = 2. Rappelons

e Pourc=0,0nad=1, nianidne sont nuls, et la transformation de Mobius dei&((z) =
(a/d) z +b/d. Il s’agit d’'une similitude directe. $i# d, oua/d+# 1, on a une similitude a centre, avec



un point fixe fini, et aussi un deuxiéme point figec. Sia =d, M(z) =z + b/d. Sib # 0, il s’agit
d’une translation dont le seul point fixe esteret sib = 0,M(2) =z et tous les points sont fixes.

Remarquons que si une transformation de Mobius athois points fixes, elle est unique et ne
peut étre que l'identité.

3.2. Transformations elliptiques, hyperboliques eloxodromiques

Nous supposons ici que la transformation admet denirts fixes distincts, notég+ et f—.
Considérons le faisceau de cercl€s) (@ points de bas et - (les cercles passent par ces deux
points), et le faisceau de cercl€s)(orthogonal, ayant comme points limifesetf—. Puis soumettons-
les & une transformation de Mobikgjui envoie le poinf+ en 0 et le point- enw. Les cercles@,)
deviennent des droite®1;) passant par 0, et les cercl€s)(deviennent des cercle€’{) orthognhaux
aux droites, c’est-a-dire gu'ils ont tous pour cerd et qu’ils sont tous concentriques. Remarquons
aussi que si deux cercle€,) font un certain angle entre eux &n les droites images qui leur
correspondent font aussi le méme angle entre éidesansformatiorr la plus simple peut s’ écrire

z-f,
z—f

F(2) =

Faisons maintenant agir une transformation de Maliu un pointz est transformé ex, avecz =
M(2). Sous l'effet de&F, ces deux points sont transformésZeet Z’ avecZ = F(2) etZ' = F(Z). Mais
comment ces deux poinksetZ' sont-ils liés ? Il s’agit de profiter de la figausimple faite de droites
et de cercles concentriques ol sont placés cets@o@Z’. On aZ’ = F(z) = F(M(2)) = F(M(F(2))).
AppelonsM’ la composée des ces transformations qui est anegsransformation de Mobius, soit

Z’=M'(2) avecM'=FoMoF*

D’autre part M’ admet comme points fixes O et Il s’agit donc d’une similitude a centre 0, de la
formeM’(Z') = u Z, ol est un nombre complexe de la forme® (avecr # 0). Trois cas vont alors
se présenter.

3.2.1. Transformation elliptique

u=e", etM’ est une rotation d’anglé et de centre 0. Cela signifie qu’av@situé a I'intersection

d’'un cercle C',) et d'une droite’,), Z' = M'(Z) se trouve sur le méme cercle et sur une droita de
famille (D’,) faisant un anglé avec la précédente. En revenant a la figure leipar le biais d& ™,
avecz se trouvant a l'intersection de deux cerclég et (C,), Z se trouve sur le méme cerclé,j et
sur un cercle@,) faisant I'angled enf+ avec l'autre cercle@,) (figure 3°. Sous lI'effet deMl, on
assiste a un phénomeéne tourbillonnaire autoufr+det aussi autour die-. Les cercles du faisceau a
points limitesf+ etf- restent globalement invariants, et forment deesale « lignes de courant ». On
dit alors que la transformatiavi est elliptique.

® Si l'angle 0 est de la forme 7@n ou encore rtVn)2z (avecm et n entiers naturels), le mouvement est
périodique, avet " (2) =z sinon il ne I'est pas.



Figure 3: Résultat obtenu pold = z/3, avec les points fixds+ etF- , & gauch. Le passage déa
Z’ est indiquéa droitepar une flechen noir, et celui qui lui correpond gauchedez az’, est indiqué
par une flechen bleu Les points fixes de la transformation elliptiqaeert le role de tourbillon:

On sait qu'une rotation de cenO et d’angled peut toujours s’écrire comme la composée de
réflexions d’axes passant par avec entre elles un an@/2 (et cela d’une infinité de fagons). C'es
cas deM’. Grace au pricipe de symétrie, par le biais de la transformatie MobiusF*, la
transformatiorM est la composée de deux inversions dont les ceiamdesussi entre eux un angle
0/2 enf+ etf-— (figure 4).

Figure4: A droite la rotation de centr©O et d’angle 2/3 revient & composer deux réflexic
autour de deux droites séparées par un ancz/3 (en verj. A gauchda transformation de MobiutM
est la composée de deux inversions dont les cglen ver} sont dans le faisceau a points de f+
etf—, faisant en ce point un angle z/3.

3.2.2. Transformation hyperbolique

u =r réel positif £ 1, etM’ est une homothétie positive de centre O et de rar. Le passage dé
aZ se fait suivant une droite passant par 0, est délimité par deux cercle€’¢). Le passage de z a
Z' se fait suivant un arc de cercle (C,) et entre les deux cercleS,] transformés des deux cerc
(C’,) parF ™.

Lorsquer est supérieur a 1, il se produit un phénomene d®sipn, avec la teance a s’éloigner
def+ (associé &) et de se rapprocher f— On dit quef+ est une source (ou point repousseurf—
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un puits (ou point attracteur). Lorsquest entre 0 et 1, il se produit une attractiors ey qui joue le
réle de puits ef— de source. Les cercles du fasceau a points defbastef— restent globalement
invariants. On dit que la transformation est hypéduoe figure 5.

&/

Y

Figure 5: Transformations hyperboliques, les points figemnt I'un une source et I'autre un puits.
En haut le cas or > 1 (le point 1 est la sourcen basle cas ou 0 £ <1 (le point -1 est la source)

On sait que le composée de deux inversions deesecdncentriques ayant pour cerreet des
rayonsR; et R, est une homothétie de cent@e et de rapportk = R% R’ Faisons cela avec
I'homothétieM’. Par la transformation homographigEg, les deux cercles sont transformés en deux
cercles appartenant au faisceau a points linfitetf—. La transformatiom est la composée de deux
inversions par rapport a ces cercliggufe 6.
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F‘Pigure6 : A droite I’'homothétieM’ est la composée de deux inversions de cercles otigres
(en vern}, avecZ — Z;— Z'. A gauch, on passe aussi @&z’ par la composée de deux inversion:
cercles appartenant au faisceau a points lirf+ etf— (en ver}.

3.2.3. Transformation loxodromique

u =1 e avecr positif différent de 1 e différent de 0. La transformatidv’ (2) = x z devient une
similitude directe de centre 0, de rapyr et d'angled. Les courbes invariantes sont alors des spi
logarithmiques s’enroulant autour de voir exercice ci-dessousSous l'effet deF*, les courbes
invariante sont des courbes qui s’enroulent autour des peunts fixes, I'un étant attracteur et I'au
repousseurfigure 7).

Figure 7: A gauchespirales logarithmiques autour O. A droite courbes loxodromiques qui s’
déduisent paF ™.

Exercice 5: Spirale logarithmique

Une spirale logarithmique a pour équation en jiresp =a b’=ae’"™® Avec M qui est un poil
de la courbep = OM etd est 'angle de (Oxa [OM). Le parametre a > 0 donne I'abscisse posi
du point sur (Ox) pouf = 0. Le pararetre b, qui doit étre positif, indique le degrégliessissemen
plus ou moains rapide. En effet, 'angleentre la courbe et la droite (OM) en M reste taule néme
car tana = 1/ In b? La spirale logarithmique coupe tous les rayonsssse 0 sous le méme an

® En effet, cet angle est tel que taa =p / p’ olp’ est la déérivée depar rapport 9, ce qui donne tan =
1/Inb. Sur lafigure, les spirales ont une valeur b telle quex = z/2,7.
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1) Ecrire I'équation de la courbe en complexes.sPpbur un point M d'affixe z sur la courbe,
déterminer I'affixe z1 du point Mransformé de M sous l'effet de la rotation detoe® et d’angle
0.

z=ad """ & Sous l'effet de la rotatiorg, = ad "* &7 & = a@"P @)

2) Déterminer le point M’ d’affixe z' transforme& d, par 'homothétie de centre O et de rapport
k. En déduire que la similitude directe de central@ngled, et de rapport 80" fait passer du point
M(z) sur la courbe au point M’(z’) sur la courbeuttement dit, la courbe reste invariante sous &eff
de cette similitude.

z'=kad"" §9*%) Ce point d'affixez’ dont I'argument esf + 6, est sur la courbe &ia e”"P =

a e®+00inb . s0itk = et
Remarquons que pour chaque valeuégld existe une similitude laissant invariante jerale.

3) Pour un multiplicateury donné, tel que Z' = M'(Z) =u Z, déterminer les spirales
logarithmiques qui restent invariantes sous I'etfetcette similitude.

Avecu =K e'% (K > 0), on doit avoiK = e’0"™". On en déduit que=€&"K"%  ce qui permet de
construire les spirales correspondantes de parametr

3.3. Multiplicateur et forme normale d’une transformation de Mobius

Le nombreu défini précédemment est appelé le multiplicateer ld transformation. Plus
précisément, comme nous avons enviayén 0 (ef— enc), il s’agit du multiplicateur associéfa. A

partir de la relatiorM '=F oM oF ™, onaaussM'«F =F oM , avec :

(FeM)(@) = F(M(2)= ) =2 et (M> B(2= M(R 3= ME—5y=p 2L dou
z- f z- £ z- f

z- f+ — Z- t— 7

z- f —H z-

Cette relation entre etz est une nouvelle écriture de la transformatiorivitbius M. On dit qu'il
s'agit de la forme normale dé ®. En échangeant le numérateur et le dénominatelar fdemule, on a
aussi :

z-f 1 z-f o . , .

Sy =; A Autrement dit, si c’est— qui est envoyé en 0 (&t en), le multiplicateur

associé & est 1.

La connaissance des deux points fixes et celle dltiplicateur . caractérisent la transformation

ki +
M. Lorsque celle-ci s’écritM (2) = aztb
cz+d

aveca d — b ¢ = 1, on sait trouver les points fixes en

fonction dea, b, ¢, d, et commeM envoie le pointo ena/c, le multiplicateun: est tel que :

" En itérantn fois cette transformation, on obtient un poit, transformé dez par M", tel que
Z(n) - f+ _,Un zZ- f+
Z" - f z- f

8 Ne pas confondre avec la forme normalisé®id®rsquea d—b c= 1.



13

alc-f, = 41, soit g = a-cf
alc-f a-ct

, On peut écrirdl sous sa forme classique :

z- 1

. A
Inversement, a partir de—+ =y
z'- f z

f
(-t )(z= ) =p(z- 1)(z §)
Z(z-t-puzwp )=tz ff-puftz2pfsf
Z,:(f,r—,uf_)z+(,u—1) f, L
A-p)z+ uf, - 1)

3.4. Transformation parabolique

Il reste a traiter le dernier cas, celui ou lesnpofiixes sont confondus. On sait qu'alars d =
* 2 lorsque la transformation de MobilMkest normalisée, et ce point fixe éswvecf = (a—d) / (2c).
Pour connaitre le comportementefaisons comme auparavant (en gardnat les méntasams) et
pratiquons une transformation de Mobkugui fait passer dea, par exemplé-(z) = 1/ —f). Dans

ce nouveau contexte, la transformatMrdevient une transformatidd’ telle queM’ = FoM o =
CommeM’ admet comme point fixe unigue il ne peut s’agir que d’une translation, soit= M'(2)

. .1 1 o ,
=Z+t. Cela s'écrit aUSSH—— =—— +t, et c’est la forme normale d4, qui s’écrit aussi :
z'- z-

1+ ft)z— 2t _ - . o
A :% si 'on connait la translationet le point fixef.’
z+1-

Prenons maintenant le faisceau des drolgy toutes paralleles au vectdyrinsi que le faisceau
des droites[),) toutes perpendiculaires aux précédentes, elles paralléles entre elles. Sous I'effet
de F* qui envoiex enf, le faisceau de droite®{) devient une faisceau de cercl€s)(tangents eff,
tandis que le deuxieme devient un faisceau de erCh) passant paf et tous orthogonaux aux
précédents, c’est-a-dire le faisceau orthogona.dreites D) étant invariantes par la translation, les
cercles C,) sont a leur tour invariants pht.

Par exemple, prenotiis 1 ett = (1/2) €' ™. Sous l'effet d&F * =z/ (z+ 1), les deux faisceaux de
droites deviennent deux fasceaux de cercles orttaagoenf. Le fasceau de cercles dont I'axe passe
parf et qui fait 'anglex/3 avec OX) forme I'ensemble des courbes invarianteshpdfigure 8).

az+b

Inversement prenons z' M (2) = d avecad-bc=1leta+d=2 (ou-2).
cz

+t et avedM(«) = a/c etf = (a—d) / (2¢), on trouve

z-f z-
t= 1 = 1
alc-(a-d)/(29 (at 9d/(29
Finalement on connaft= (a—d) / (2¢) ett = ¢ (ou —c), et I'on peut en déduire la forme normale
deM.

En utilisant

=c (ou-c)

° Il s'agit d'une forme normalisée dd, aveca + d = 2. En changeant le signe des quatre coeffigiemts
auraita +d = - 2.
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Figure 8 : A droite quadrillage des droitedD() et O,) avec des carrés de longueur 1/4, et un
vecteur de translation= (1/2) e' ™. A gaucheles deux faisceaux de cercles orthogonaux qui s'en
déduisent paF *, autour du point fixe 1, avesn rougeles courbes invariantes piel; et un exemple
de passage deaz’ = M(2).

On sait qu’une translation de vectéyreut s’écrire (d'une infinité de fagons) comme posgée de
deux réflexions d’axes orthogonaux, &n passant du premier au second par la transté2ioll s’agit
de deux droites¥,).Sous l'effet deF *, et grace au principe de symétrie, la transfoionadl est la
composée de deux inversions dont les cer@gsspnt les transformés des deux droifggife 9.

Figure 9: A droitela translation, ici de vectewer' ™ faisant passer d& aZ’ est la composée de
deux réflexions d’axeserts A gauche on passe de a z' par la composée de deux inversions de
cerclesverts

3.5. Classification des transformations de Mobius

A partir d'une transformation de Mobius normalidé¢gavec deux points fixes etf—, nous avons
trouvé la matriceM’ = p z telles queM'=F oM oF ™. En prenant les matrices associées, on a
I'égalité entre déterminantdetM = defF x deM x degt ™= d&f . Or detM =a d—b c=1, d’'ou
detM’ = 1. La transformatioM’ est aussi normalisée, Mt (2) =« z s’écrit sous forme matricielle :

[\/p 0 J puisqueM’(2) = Juz+0

———=z.
0 1/Ju 0z+1/\Ju
La trace deM’ —somme des coefficients diagonaux- d;:+1/\/z. Avec M'=FoMoF™ ol

F oM o F ™ est une conjuguée dié qui conserve la trace, on a aussi theea + d = Ju+1iu.
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ip/2 —ip/2

On a vu que la transformation est elliptique loesger e, Alorsa+d=e'"? +e

= 2 cosp/2) qui est réel avea f-d| < 2.

La transformation est hyperbolique lorsquest un réel positi# 1. Alorsa +d = ﬁ +1/\/ﬁ est
un réel positif et + d est supérieur 2'2.0n sait aussi qu’en changeant tous les signesaidfcients
d’une transformation de Mobius, celle-ci reste lamme. Sia + d est réel et inférieur a —2, cela ne
change pas la transformation. La transformatiomgsérbolique poua + d réel etd +d| > 2.

La transformation est parabolique paurd = + 2.

Il s’ensuit que dans tous les autres cas, c’esteapbura + d complexe non réel. la transformation
est loxodromique.

En résumé,

az+ b etad-bc=1,
cz+d

» La transformatiorM est elliptique poum| = 1 (etu # 1) ou, ce qui revient au ménee;+ d réel
eth+d <2
» La transformation est hyperbolique peuréel positif£ 1, ce qui signifiea + d réel etd +d| >

Avec M (z2) =

2.
+ Latransformation est parabolique paur 1, ce qui signifia + d réel =+ 2.
« La transformation est loxodromique poude la forme e avecr positif# 1 etd # 0 [2x], ce
qui signifiea + d complexe non réel.

Les transformations elliptiques, hyperboliques atapoliques peuvent s’écrire comme composées
de deux inversions-réflexions, tandis que les faanstions loxodromiques s’écrivent sgnt
composées de quatre inversions-réflexions.

Exercice6:z2’'=1/z

Montrer que la transformation de Mobius M telle qu&) = 1/z est elliptique.

M(z) = (1)z+ ;aveca d—b c=-1. Divisons les coefficients pa/{'—_lzl (ou si I'on préfere +)
z
. . . Oz-i Oz+i . .
pour avoir la forme normalisée, sdit (z) = — 0 =- T0 La transformation admet les deux points
-iz iz
fixes +1, et le multiplicateur est/ =% =-1=¢€". La transformation est elliptique.
i

Exercice 7 : Transformation loxodromique

Considérons la transformation de Mobius M de pofites — 1 et + 1 et dont le multiplicateur
associé au pointfixe —1 st 1 + 0,4 1.

1) Quelle est la nature de la transformation ? Dét@er son expression sous la forme (az + b) /
(cz +d).

Avec u complexe dont le module est 1 et l'argument# 0 [2z], la transformationM est
loxodromique. Puisque||> 1, il y a expansion autour du point fixe — $a@dé du. Le point fixe — 1

19 Pourx réel positif, la fonctiori(x) = x + 1k admet un minimum qui vaut 2 lorsquest égal a 1.
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est une source et le point 1 un puits. Appliguan®imule précédemment trouvée en pref+ = -1
etf-=1:
(e mpf)ze(u-Df f_(-1-1-0,4p+ (I 0,4- 1 1) | 2 0j4g- 0j4
A-w)z+uf, - 1) 1-1-04p+ €+ 0,4-1) - 0,z— 2 0j4
_(+2+0,4+0,4
+0,4i + 2+ 0,4

2) Ecrire la transformation de Mobius F genvoie —1en 0,1 enet0enl. Avec z' = M(2), Z:
F(z) et Z’' = F(2’), déterminer la transformation N&isant passer de Z & Z'. En déduire a nouvee

. + s . .
PourF avecZ = F(z) on obtientZ =Z—1. Par le procédé inverse on en dédueF™ est telle que

Z+1 . . - . .
z:Z—1 (les écritures d€ etF™* ne sont pas normalisées, cela n’ayant pas d'impeoetici). On ¢

M telle queZ' =M (Z) =4 Z= (1 + 0,4) Z.

z_>Z=Z+1_> Z'=,LIZ='UZ+'U—> . Z+1_pztpu+ z1_ W+ zu-1
z-1 z-1 Z-1 puruy-z#1 Ww-)zu+1l

On retrouve la méme formule que préimment.

3) Visualiser par programme les courbes invarianfignes de courant) de la transformati
loxodromique.

Partons d'un poing, sur I'axe de«x. Il a pour transforme; = M(zy). Si I'on est suffisamment loi
de la source, on peut considérer ce segment rectiligne joignant ces deux points Bsharceau d
la courbe invariante passant [z, et zz. On divise alors le segment en une multitude d&tpe
régulierement espaceés, puis pour chacun de cetspomprend leurs itérés successifs sceffet de
M. On obtient ainsi la courbe invariante issuez, (figure 10Q. Lorsque le poinz, est proche de la
source, on prend la transformatiM ™ qui échange les points fixesl devenant un puits, et I'on f:
(U+)z+1-pu

comme auparavant. Remarquons M ™(z) = (= 2)z+ g+l
“H)ZTH

%

Figure 10: Construction des courbes invariar

4) Déteminer les spirales logarithmiques qui restent inaates sous l'effet de M’. Calculs
'angle qu’elles font avec les rayons issus de @.deduire le tracé des courbes odromiques
invariantes sou l'effet de M.

Avecu =1 + 0,4, le rapport d’homothétie ew| = /1,16= 1,077%t I'angle de la similitude e$D
tel que tarb0 = 0,4 (avec sif0 > 0), soitb0 = 0,3805. On enéduit que le paramétb des spirales
logarithmiques invariantes ebt= €% =1,048. L'angle qu’elles font avec les rayons vecteutsx¢
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= arctan(1/In b} 86°. La connaissance b permet de tracer des spirales pour plusieurs \akeia
Il suffit ensuite d’appliquer la fottion F -1 pour trouver les courbes loxodromiqufigure 11).

7

Figure 11 : A gaucheguelques spirales logarithmiques associées a létsae telle queM’(Z2) = (1
+ 0,4) Z. A droite les courbes loxodromiquesque que I'on en déauiF ™.

Exercice 8: Transformation de Mobius aveg réel négatif

Considérons la transformation de MobM de points fixes +1 et %, telle que le multiplicatew
associé au point fixe +1 soit ége— 2.

1) Quelle est sa natumt comment s’écr-elle ?
Commeyu = - 2 = 2e™, il s’agit d’'une transformation loxodromique. Eppéiquant la formule déj
o L1 -z+3 PR .
utilisée, on en déduit’ = M(2) = -1 Remarquons qu'ainsi écrite, cette transformatiopour
Z_

(i/\8)z-3i /18
(-3 //8)z+i I8

2i //8=i /\/_2qui est complexe non réel, ce qui caractérise at@sime on I'a vu, une loxodron

déterminant -8. Elle s’écrit sous formaormalisée M (z) = et alorsa + d =

2) Programmer le tracé des spirales logarithmiquiédes a M’ puis celui des courb
loxodromiques liees a M. Comment f-on voir géométriquement le passage de : ?

Les courbes étant construites selon la méthodeerertice précédent, il suffit de se doni un
point z. Par les pointg etz’ = M(z) passe une méme courbe loxodromiquech@nt queZ etZ’ avec

Z' = M’ (2) sont alignés ave®, z etz’ se trouvent aussi sur le méme cercle du faiscganirdis de
basef+ etf- (figure 12.

IEigure 12: Un pointz et son imag«z’ sur le méme cercheert
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Exercice 9 : Transformation de Mobius laissant lewhi-plan supérieur invariant

Montrer gu’une transformation de Mobius qui laisagariant le demi-plan au-dessus de (Ox) a
tous ses coefficients réelsetad —b ¢ > 0.

Prenons les trois points réetsn psur OX) et envoyons-le en trois points réele @' eux aussi sur
(OX). Il existe une transformation de Mobius uniquisdat passer des uns aux antres, et elle est de la

z
forme z'=K

mavec p= KM, ce qui donneK. Tous les coefficients sont donc
p—n

nécessairement réefs.

. az+b
Inversement prenons une transformation de Mobiwde la formez'= M(2) = daveca, b, c,
cz+

d tous réels. Avez = x + iy etz = X + iy, on a vu quelm(z) =29~ B9!m(3
|cz+ df

guelconque dedXx), avecy = 0 devient un point tel que = 0. L'axe (OX) est préservé. D’'autre patrt,
on veut qu'un point du demi-plan supérieur, aye€0, soit transformé en un point lui aussi dans ce
demi-plan, ce qui impose qaed—b c> 0.

. Un point

Finalement, les transformatioNsqui conservent le demi-plan supérieur sont todéeka forme
+ .
M(2) = az 3 aveca, b, c,dréels ea d—b c¢> 0 (ou encora d—b c= 1). Nous retrouverons ce
cz+

résultat dans le chapitre suivant.

Exercice 10: Passage du demi-plan de Poincaré aisqde de Poincarée, et
transformation de Cayley

Le demi-plan de Poincaré, ndt§ est le demi-plan situé strictement au-dessu©dg, €t le disque
de Poincaré, not®, est I'intérieur strict du cercle unitéD (de centre O et de rayon 1).

Premiere méthode par usage d’une inversion

1) Donner l'écriture de l'inversion autour du ceeclde centre K (- i), et de rayoﬁtzx/i.
Remarquons que ce cercle passe par les pointsOAéL,B(-1, 0).

. . —iz+2-1 -iz+
En appliquant la formule précédente, on troave 1z 2 1: 1z _1
z-i z-i
2) Montrer que cette inversion tranforme la droitequation y = 0 en cercle de centre O et de
rayon 1.

La droite horizon du demi-plan de Poincaré, 0, devient un cercle passant gaainsi que par les
points invariantA et B. Il s'agit du cercle de centt@ et de rayon 1. Le demi-plan supérieur devient
l'intérieur de ce cercle.

3) En déduire une transformation de Mobius qui sfanme le demi-plan de Poincaré en disque de
Poincaré.

1 On pourrait préciser qu’en prenantn, p dans cet ordre su©§), avec le demi-plan supérieur & gauche, il
faudrait aussi que 0g, p’ soient dans cet ordre aussi pour avoir le demi-plgpérieur & gauche, ce qui impose
p’ <0, et par suit& < 0. Or le déterminant de la transformationkegtin —n ), il est donc positif.
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Comme l'inversion transforme les angles orientésears opposés, alors que la transformation de

Mobius les converve, il suffit de composer I'inviersprécédente avec I'opération conjuguge z,
puisque celle-ci conserve l'intérieur du cercléPdéncaré. On trouve :
_iz+1

Z+i

4) Montrer qu’une transformation de Mobius transfamt le demi-plan de Poincaré en disque de

. e a2, .
Poincaré s’écrit : z' =—— .Visualiser ce passage.
zZ+i
iz+1 .z-i .
=i——. En composant cette transformation avec la rotatie

z+i ozt
centreO et d’angle —/2 (z+ —iz), qui laisse le disqu® de Poincaré globalement invariant, on

On avait trouvé au 3%'=

obtient z' :%, appelée transformation de Caylégyre 13.
z+i

<N

0
Figure 13: A gauchedemi-cercles et demi-droites verticales dans leigan, eta droite leurs
transformés dans le disque de Poincaré.

On constate que les demi-cercledHtieentrés e® deviennent des arcs de cercles orthogonaux au
cercle unitédD, notamment celui de rayon 1 devie@x| (cerclesen rougesur lafigure 13. Les
demi-cercles centrés s@x et passant paD deviennent des arcs de cercles orthogonaux ale @&c
et passent par le point limite (0, —1) (cer@agaung. Les demi-droites verticales deviennent des arcs
de cercles orthogonauxadD passant par le point limite (0, 1). (courksrs ble). Enfin les demi-
cercles centrés s@x et passant par0, 1) deviennent des diamétresieSur lafigure 14sont tracés
ce que I'on appelle des horocyles, que nous retmauns dans les chapitres suivants.

Figure 14: A gauche des horocycles dans le demi-plan (un horocyleynae on le précisera
ultérieurement, est soit un cercle tanger®»x soit une droite horizontale)A droite les horocyles
correspondants dans le disque de Poincaré.

Deuxiéme méthode, grace a une propriété fondamentde la transformation de Mobius
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5) Déterminer la transformation de Mobius, de lanfe z'=(az+ B/ ( cz d, faisant passer des
trois points d’affixe —1, 0, 1, aux trois pointaffixe i, =1, —i.

On sait qu'il existe une transformation de Mobiusque M faisant passer de trois points a trois
points. Quand on prend les trois points —1, 0,rl’'aye desx dans cet ordre, ils ont le demi-plan de
Poincaré a leur gauche. Les trois points-1, -+ sont sur le cercle unité, et pris dans cet oitir@nt
l'intérieur du cercle a leur gauche. La transfoinratde Mobius transforme la droite en cercle, avec
préservation des angles. Elle fait donc passeedu-glan de Poincaré au disque de Poincaré.

Commencons par la transformatibh faisant passer de -1, 0, 1 a Oqdl,Elle est de la forme

KZ—JriavecM(O) =1, dotK = -1 :M,(2) =—2-2,
Z_

z-1
Prenons ensuite la transformatih faisant passer de-1, +a 0, 1,,0. On trouve, par le méme
procédé que précédemmeritl,(z) = _'Z+__1 puis M;(2) = iz +1. .
z+1 -z—i

On sait queM =M, "o M :

.—z—1+1
M(Z)_I zZ- _-iz-i+z-1_ (1-i)z—- (1+10)

_Tzml o z4l-iz+io (L-i)z+ (+)

z-1
_z-i
z+i

On retrouve la transformaiton de Cayley.

6) Calculer 1 - |z en fonction de z. Puis, a partir de la distancénitésimale hyperbolique au
2|dz'|
-z'f
Par définition on considére que la distance hypédue associée a |dz| dans le demi-plan de
Poincaré est la méme pour |dz’'| dans le disque di@daré. Ce qui permet de définir la distance au

voisinage de z : ds |dz|/ly dans le demi-plan de Poincaré, en dédgire I'on a aussi ds

voisinage d’un point quelconque z dans le disquBalacaré comme étant égale_él:dlellLZFl.
-z

z=2"1 goi |z =lzzib ||2

+1 [z+i |2
1‘|Z'F=|Z+||2_.|Z_ if_ 4y.

|z+if |z+if
En dérivant la formule de passagézz—_! on obtientdz' =L_2 dz, d'ou
z+i (z+1)
oz = 21921 E 12 gy
|z+if 2y

2|dz’| _ |dz|
=1z’f oy

Forme générale des transformations de Mobius faisgasser du demi-plan supérieur au disque
unité

7) Jusqu’ici nous avons trouvé une transformatia@stipulierement simple. Mais il existe une
infinité de transformations de Mobius faisant paghe demi-plan supérieur au disque unité. Il s’agit
de déterminer leur forme générale.
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a) Prendre le point a quelconque, mais de partiagimaire positive. Il se projette sur (Ox) en un
point b, soit b =(a+3a)/2. Prenons aussi le point qui est sur la droite (ab) élargie ainsi que sur

'axe (Ox) élargi. Imposons que le point a soit &® en 0, centre du disque unité, par une
transformation de Mobius, et que le point b sur)(®sit envoyé sur le cercle unité en b’ =
Jusqgu’ici nous avons deux parametres dont dépenlimsntransformations de Mobius que nous
cherchons. Enfin le poinrb sur (Ox) est envoyé en un point ¢’ du cercle ulitéis ce point ne peut
pas étre quelconque sur le cercle. Montrer, enisatilt le principe de symeétrie, qu’il doit étre a
I'opposé du point —&.

Faisons l'inversion de cerclé dont le centre estet le rayorab. Il est tangent a la droit©g). Par
une transformation de Mobius, ce cercle devientensle/” tangent erb’ au cercle unité. Grace au
principe de symeétrie, l'inversion de cerdleenvoie le point O (image d® au pointc’ image dex.
Cela impose que les poiri¥ ¢’ soient alignés, d'ot’ =e"’.

b) La transformation de Mobius générale qui enveiaglemi-plan vers le disque unité est ainsi
caractérisée par les trois points adqui ont pour transformés les points 0,'%ee". Elle peut étre
remplacée par la transformation M’ faisant pass@&sdoints a o aux points 0, -1, 1 que l'on
composera ensuite avec la rotation de centre Qastgle 6. Déterminer la transformation M’, puis
conclure.

La transformationM; qui envoiea boo en 0 1w est la fonction linéairtl,(2) = (z—a) / (b —a).

La transformationM, qui envoie 0 =1 1 en 0 & estMy(2) = 2—21 et son inverse est
Z_

@2z _ z

= . On en déduit :
@X/2)z-1 z-2

M, (2) =

gy EmA-d _ za oz
M'(z) = (M, oM )(2) = (z—a)/(b-3- 2 = a2b a z i

Z—a

Z—a

Finalement la transformation de Mobius la plus géieéestM (z) = &°

Exercice 11 : Passage du disque de Poincaré a |é@rme
1) Trouver les transformations de Mobius qui comsat le disque unité (|z| < 1).

Prenons un poinh dans ce disque et envoyons-le en 0 par une tranafmm de MobiudM qui est
censée conserver le disque unité. Dans l'inverdmoercle unitéq), le pointm est transformé em’
= 1/m. De méme I'inversion de cercl€) envoie le point 0 em. Par le principe de symétrie)(est
transformé en lui-méme at’ devientwo parM. Cette transformatiol est donc de la forme

M2 = Z-m_ K m_z_ m:—Kﬁ‘. _Z_ m_ K' _z m’ K’ étant un nombre complexe.
z-m mz1 -mzl - mgl
Exprimons enfin qu’un point du cercle, par exemplet envoyé sur le cercle en un point quelconque
tel que M(1)| = 1, ce qui donng= |K " |:1 m: K ,|||11—=m||: K ', soitk’ =e™.
-m

FinalementM () = d7 -2~

avecin| < 1.

Vérifions que le cercle unité est bien conservé peenant un point du cercle, spitel que 3| = 1,

|-mz+1lF|-mz+ L F Mz z4 [/ M B |-z etMQ@)|=
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2) Montrer que les transformations de Mobius quhsmrvent le disque unité préservent la

métrique de Poincaré, soit2 |dz I: 2|dz] avec z' = M(2).
-|z'f F |zt

z-m
-mz+1
dz _ 1-|mf ot 1921 1- |mf
dz (1-m2?  |dz| |1-mzf

Dérivons z'= M(2) = &

ou |dz'||1- mizf= |dz| (& |nf|

dz| _ ldZ|  _  |dZ||x ™3 _ |dZ| 12~ m

1-|z'f 1-1z= mf |E™mA- |z n§ @-MYL-mMJ-(z Hz in
|1-mzf
|dz'|[1-mzf _ |dZ||+ mZ _ |dZ€ |m)_ |dz

C1+mmzz zz2 Mm@ |mf)-|zf) @& mI)@E 3) % PP

3) Montrer queM (z) = &° Z7M avec |m| < 1 peut aussi s’écrir®l (z) = azt b avec b« fa,
-mz+1 bz+

et que la réciproque est vraie. Commencer plutdtdganontrer la réciproque.

az+b

Partons deM (z) = 3 avec |b < [a, et divisons en haut et en bas par
z+a
M(2) = (a/_ﬁ)_z+ ba_(d3 ?(_b P ( a_pzja_ff /b)a. Or a/a a pour module 1 et
(b/3) z+1 (b/ @ z1 a (bl'a #z1
pour argument 2 ¢ étant I'argument de. Posonsa = 20, etm = — b/a, d'ou M| = p|/ja] <1.
Finalement
M (2) = &7 —=— ml avec| < 1.

Inversement, partons dd (z) = &7 Z__ ml avecin| < 1. En prenant un nombae# O tel quea =
+

(a/a)z+—-(a/ g m
-mz+1
az/a+bla_ az b
(b/a)z+1 Dbz a

ré’etd=al2, ala=e?=e" M(2)=

. Puis on posb=-am d'ou p| = | Im|

< laJ. FinalementM (z) =

avech| < f.



