Groupes de Schottky
et fractales

Ce qui suit est essentiellement une illustratiotivhe Indra pearlsde D. Mumford, C. Series et D.
Wright. Comme les éléments clés de ce sujet serttdmsformations de Mobius et leur action sur des
cercles, nous commengons par la, sous forme d’ieestcen rappelant qu'une transformation de

+
Mobius est de la forme' = az+ b
cz+d

aveca, b, ¢, d complexes ed d—b c# 0}

Exercice 1: Transformation de Mobius faisant passé'un cercle donné a un cercle
donné

On se donne deux cercles, de centres C et C' eayts R et R’. Il s’agit de déterminer des
transformations de Mobius faisant passer de I'utaatre, I'intérieur de I'un devenant I'extérieured
l'autre.

1) En passant par l'intermédiaire du cercle unigt,en utilisant la transformation z’ = 1 / z,
trouver une succession de transformations de Mofdisant passer d’'un cercle a l'autre, ce qui
donnera une transformaion de Mobius.

Partons du cercle de centeet soumettons-le a une translation ame@a@h O. Puis faisons une
homothétie de centr® et de rapport R, de fagcon a obtenir le cercle unité. Pratiguorsuige la
transformationz’ = 1 / z laisant invariant le cercle unité, mais transfantmson intérieur en son
extérieur. Puis 'hnomothétie de cen@eet de rapporR’ donne un cercle centré énet de rapporR’.
Enfin la translation de vecte@®@’' nous améne au cercle de cerfreet de rayorR’. L'intérieur du
cercle initial est devenu I'extérieur du cercledfiffigure 1). Cela s’écrit :

_ _1 __z-C ~1_ R RR , RR
z—>z=7- 0> §_E rF— F—=—D FTD—) z

_/

Figure 1: La transformation avec trois points et leurs dem respectives de la méme couleur.
L'intérieur d’'un cercle devient I'extérieur de I'ma (ce qui est a gauche des trois points en ssicres
reste a gauche).

R
/

2) Passer maintenant par l'intermédiaire de la tsformation z2 =—1/z ,aulieude z’ =1/ z,
pour trouver une autre transformation de Mobiusaégant au probléme.

R i
+ C' (figure 2.
S_c T C (figure

On trouve de la méme facon que précédemmént-

! Les propriétés de ces transformations sont doraees le documer@éomeétrie inversive et transformations de
Mobius et appliquées dans les documents Eurdemi-plan de Poincaréet surle disque de Poincaré
(www.pierreaudibert.fr/travauxexploratoir@sElles sont supposées étre connues ici. Rappaenlement que
les transformations de la formé= (a z+b) / (c z+d) aveca, b, c,dréelsead—bc>0 (ouad-b c=1)
conservent I'axe deset le demi-plan supérieur, et que les transfonatide la forme’ = (a z+ b) / (c z+d)
aveca, b, ¢, d complexes et[*- |bf > 0 (ou4f- |pf* = 1) conservent le disque unité (de cefret de rayon 1).




O

Figure 2: La transformation avec trois points et leursgemrespectives.

3) Le passage du 1° au 2° a consisté a intercateplas la transformation z' = — z dans la chaine
des transformations. Remarquons que cette transfitom conserve l'intérieur du cercle unité. On

+V

avec |Uuf - |V} =

: . o ,_uz
sait que les transformations conservant le disguigéusont de la forme'=—
vz

1, la transformation z' = — z n’étant qu’un casdrparticulier (avec u =i et v = 0). En déduire une
infinité de transformations de Mobius faisant pasBan cercle a I'autre.

On a la chaine de transformations :

Z—~ 4= 7~ C— gzi ;:Z;CH :EZZ+1/=_U(Z_ Q+ Rv
R R vz+u =z @+ R
I—>Z4=i:—v(z:c)+ R_u|_)25:Rz: Rz ¢+ RRu
zz Wz- Qg+ Ry 0z T+ Rv
Hz'=z4+clev(Z_Q+ RRu

u(z- O+ Rv

Transformations de Mobius faisant passer d’'un eedd centreC et de rayorR a un cercle de¢
centreC’ et de rayorR’ :

= Rv(z- Q+ RR‘u+
u(z- Q9+ Rv

C' avec |uf-|vf=1

Exercice 2 : Transformé d’un cercle par une transfoation de Mobius

A partir d'un cercle C de centre p et de rayon étatminer le cercle transformé C’ sous l'effet
az+
cz+

= 1. Uitliser pour cela la propriété de symétrisous I'effet de I'inversion de cercle C’, le pointest
envoyé en p’, centre du cercle C’, puis pratiquetransformation M*, pour trouver finalement p’.

d’une transformation de Mobius donnée sous sa foratemalisée, soit M(z)

Savecad—bc

dz- t:j Sous l'effet deM ™, le pointeo devient le poinM () = —d/c, et le

Mt s'écrit M (2) =
point p’ devient un poinM "(p’) = g. Par la propriété de symétrie, ces pointc-etq sont inverses
2
— 4 p. AlorsM(q) = MM *(p)) = p’, et l'on
d/ic-p

par l'inversion de cercl&l (C’) = C, soit g =

trouve| p'=M(=————+p)|.
p (—d/c—To P)

Pour avoir le rayom’ deC’, considérons le poimt + r situé sur le cercl€. Son image pa¥, soit
M(p +r), est sur le cercl€’, et

r=Mp+n-p]




Nous allons dorénavant travailler avec un nombredeacercles dans le plan, en les groupant deux
par deux selon la méthode indiquée ci-dessous.

1. Appariement de deux cercles

Donnons-nous deux disqu@sta de centre€, etC, et de rayons, etr,.

__-—-—a—-—.é

On dit que les deux disques sont appariés parransformation de Mobius noté¢€ si :

Les deux disques sont extérieurs I'un & I'autrea dau limite tangents extérieurement.

La transformation de Mobiusfait passer du cercls au cerclea. Plus précisément elle fait passer
de l'intérieur de I'un a I'extérieur de l'autre.

Le point fixef+ attracteur de la transformation de Mobius essdardisquea, et le point fixef-
repousseur est dans le disque_a répétition de la transformati@wa transformer le cercleen des
cercles de plus en plus petits entourBintet emboités les uns dans les autres. De mémelaour
transformatiomA inverse de, transformant le cerclé en des cercles emboités autouf-de

Remarquons que la transformati@nnverse de, transformant le cercla en cercleA, transforme
aussi l'intérieur de I'un en I'extérieur de I'autre

1.1. Cas de deux cercles strictement extérieurs

Placons-nous dans le contexte le plus simple :disx
(©) (€)  cercles C) et (C’) ont leurs centre€ etC’ situés sur l'axe des
- X, de part et d'autre d@, avecOC = OC’, et de méme raydR.
C o C Ces cercles sont aussi supposés orthogonaux ale cerite.
\_/ [ U Appelonsé (entre 0 et 90°) l'angle enti®x et une tangente
menée pad a I'un des cercles. On a ce résultat, demontré dan
I' exercice JJui suit.

Une transformation de Mobius particulierement sarfplisant passer d€Ya (C’) tels qu'on les a
définis s’écrit :
. R% , ,_(1/sin@)z+1/tard
z'=- +C' ou z'= —,
z+C' (d/tan@)z+ 1/sird

I'extérieur de C) devenant I'intérieur de).

avec comme points fixeb = 1 etf = -1,

mz+ n
nz+

fait passer d'un cercleCf a un cercle@’) de méme rayoR = 1 /n, avec leurs centré3 etC’ surOx
d’'abscisses m/n et m/n, 'extérieur de C) devenant l'intérieur deQ).

Ou encore, une transformation de Mobius de la for're avecm, n réels em? =n® + 1

Exercice 3 : Transformations de Mobius et faisceda cercles

1) Considérons le faisceau de cercles de pointgdinz = +1. Déterminer les transformations de
Mobius qui laisse I'axe des x invariants ainsi deeercle de centre 0 et de rayon 1, ce qui en&ain
que les pointz =+1 sont les points fixes de ces transformations,hamstssant le point fixe 1 comme

2 Pour simplifier, nous notons de la méme facoridquka (et le cercle) et la transformation de Mobilas



atracteur et — 1 comme repousseur. Utiliser pouades transformations de Mobius associées au
demi-plan de Poincaré et au disque de Poincaré.s@ar que ces transformations transforment un
cercle du faisceau en un cercle du faisceau.

On est censé savoir que dans le demi-plan de Réinks transformations de Mobius qui le
az+b
cz+d

laissent I'axe des invariant. On sait aussi que dans le disque decBo, les transformations de

laissent invariant sont de la fornzé= aveca, b, ¢, d réels el d—b c= 12 Ces transformations

. . . . . az+b .
Mobius qui le laissent invariant sont de la forme= = avec & - pf = 1. Ces transformations
z

laissent le cercle de centre O et de rayon 1 iaxari

. . . R .. ,_az+b ,
Choisissons une transformation qui posséde cesfdemes, soitz' = aveca, b, ¢, d réels et

bz+ a
az+Va&-1

a> —b? = 1. Elle s’écrit aussz'=———— = aveca > 1. Le point O est envoyé evéaz -1/a>0,
Ja?-1z+a

cela prouve que le point —1 est repousseur etractgur. Cette transformation est hyperbolique (sa

trace est supérieure a 2).

Pour chaque valeur de> 1, on obtient une transformation. Chaque cedcdldaisceau est alors
transformé en un cercle du faisceau, I'un et ladtiant centrés s@x et orthogonaux au cercle unité.

2) Prendre un cercle (C) du faisceau situé a gaubhd’'axe radical, et contenant le point — 1. Il
coupe I'axe des x en deux points d’abscisse négaippeler c I'abscisse du point le plus proch®de
avec 0 > ¢ > -1. Puis prendre un autre cercle (@) faisceau entourant le point fixe 1, qui coupe
I'axe des x en deux points, avec ¢’ abscisse duot p@iplus proche de 0, soit 0 < ¢’ < 1. Les domée
de c et ¢’ déterminent deux cercles du faisceawntMoqu’il existe une transformation unique, parmi
celles obtenues au 1°, faisant passer du cercle &€)cercle (C’), l'intérieur de I'un devenant

I'extérieur de I'autre.
. .., _ac+Vyad-1
Imposons que aille enc’, soitc B e
a

va‘-1lc+ a,
cWal-lc+a=acry -1, § d-1)1 ci)= d& &, (& D& cf= A+ ¥
a’((L-cc)? - (c- 9%)= (1~ cc)?
2 (1-cc')?
a = 2 2
(L-ccH) -(c-0
Cela impose quél-cc')’ > (c- ¢)?, ce qui équivaut & 1e-c’ > ¢’ —c (tout est positif), soit
c' (L+c)<c+1,ouc’ <1, comme nous l'avons supposé. D'autre parsquea > 1,
(d-cc)
J@-cc)? - (c- ¢?
On a bien trouvé une valeur unique aledD’autre part, le demi-plan supérieur est prés@agla
transformation. Si I'on part de dans le sens trigonométrique sur le cer€lg én part dec’ dans le

sens inverse sur le cercl€'): ce qui est & gauche restant a gauche, l'intérike C) devient
I'extérieur de C’).

a=

3) Traiter le cas particulier ou le cercle (C) at tercle (C), de part et d'autre de Oy, sont
symétriques par rapport a Oy, en utilisant commeapeetre I'angled en O entre I'axe Ox et la

% On aurait pu choisir les transformations laissawnariant le demi-plan inférieur, mais celles-chderaient
le point -1 comme attracteur.



tangente a un cercle. Puis visualiser la transfdioraen tracant quelques cercles du faisceau asleu
images.

On sait qu'il existe une transformation de Mobiusque faisant passer de © @) parmi celles
gue nous avons trouvées précédemment. Appelens les points du contact de © &F'j avec les
tangentes menées a partir dedu coté dey positfs. Il est nécessaire qtiesoit I'image det par la
transformation cherchée, puisque le cercle unitéeariant. O’ = —e™ ett’ = €". Cela s'écrit

eig _ _ae_ig + \/ & _1

@ -1+a
a(d?+e'%=2y&-1, aco¥d=+ &- 1, & cof= &- 1,a= 1/sitd
a=1/sinf@

_ (d/sin@)z+ 1/ tard
(1/tan@)z+ 1/sirg

La transformation est’ (figure 3.

Figure 3: Quelq"ues cercles du faisceau et leurs imagemtér le cercle@”), image de’) par
la transformation, ou deCj par la transformation répétée deux fois. Commeedele C’) est a
I'extérieur du cercle@), son transformé est bien a l'intérieur @2)(

4) Retrouver la transformation de I'exemple du 8%&sant le produit de deux inversions

Appelons -d I'affixe du centre de@) etd celui du cercle@’) (d > 0), etr le rayon des cercles. On
ad = 1/cod9 etr = tard. L'inversion T’ transformanOy en (C’) a pour cercle celui de centke=d +r
= (1 + sird) / co® et pour rayorR, vérifiant : 2r k = R2. D’autre part I'inversior transformant)
en Oy a pour cercle celui de centrk-et de méme rayoR. Le produitT’'o T des deux inversions fait
passer de@) a (C’), soit :
2
_R o R e 2Rz(znrk g RO2 ) KR2 (kiz)
z+k z-k R?-2k(z+ K R-2kz2 k
_(RP-2K?)z+2kR-2R
—2kz+ R -2K)
(2kr — 2k®)z+ 2k(2kr- K )_ (- k)z+ K2 K)
—2kz+ 2kr— 2I¢) -z+r-k
Orr —k=—-d=-1/co$, k(2r —k) = (d + r)(r —d) =r?—d? = tarfd — 1/cod0 = — 1. Finalement :
= (-1/cof p- 1 (1/co8 2+ 1 z cad
-z-1/cof z+ 1/ co¥ cald z+
_ (1/sing)z+ 1/ tard
(1/tan@)z+ 1/sirg

W' Remarquons que tout point situé sur le cerd®) & pour
5 transformé son symeétrique par rapport a I'axe ydgSette remarque
U u va s’avérer fondamentale par la suite.

Avec BR=2kr, z'=

en écriture normalisé«




5) Retrouver encore cette transformation en utilidas résultats de I'exercice 1.

En reprenant les notations dexéercice 1on aC =-1/co8, C=1/ co9 etR =R’ = tarp.
Appliguons la transformation trouvée agiaestion 2

. RR ., tar’é 1 _ tarfé cof 1 - sitP+ cédz+
z2'=- +C + - +

z-C z+1/co®d) cod  co8 z 1 cds cs (dbsz
_ z+cosf _ z/sig+ 1/ ta®
cosd z+1 (1/ta® yp+ 1/sifA

) . mz+ n , N
Cette transformation est aussi de la form\e avecm, nréels e =n+ 1, oUR=1/n,
nz+ m

les centreC et C' des cercles étant s@x d’abscisses m/ n et m/ n. Remarquons aussi que cela
revient a fairau =i etv = 0 dans la formule générale trouvée damsdicice 1

1.2.Ensemble limite

AppelonsA eta les deux cercles extérieurs de méme rayon, aveariaformatiora précédemment
trouvée faissant passer de I'extérieurAda l'intérieur dea, ainsi que son invers&. En répétant la
transformatiora, on obtient le cercla(a) notéaa, puis le cercle(aa) notéaaa etc. Les cercles sont
ainsi notés avec des mots a base de la tiépétée un nombre quelconque de fois. Le carchst a
l'intérieur dea puisquea est a I'extérieur dé, et il contient le poinf+ = 1. A son tour le cercleaa
est a l'intérieur dea et contient le point+. Le role attracteur di fait qu’a la limite, le cerclaaaa..
devient le poinf+. De méme aved qui admet comme point fixe attractdurLe mot infini AAAA..
est le point fixe-. L'ensemble limite obtenu a partir de la répétitinfinie des transformatiorsset A
est formé des deux poirfts etf- (figure 4.

Figure 4: Les cerclef\ eta en rouge ainsi que les disques etaaa dansa, en bleueten vert et
AA etAAAdansA, en bleueten vert convergeant vers les points limites 1 et — 1.

Le résultat sera le méme si au lieu de prendreatsstormation de Mobiua la plus simple, celle
gue nous avons choisie, on en prend une autréI’Bh £onjugue cette transformation avec une autre
transformation de Mobius, on aura d’autres poiitesf et des cercles de rayon différent, mais
'ensemble limite sera toujours formé des deux {zdiixes.

Exercice 4 : Ensemble limite de deux cercles exérs I'un a l'autre, et de rayon
différent

Prendre deux cercles de centres C et C’ situéssyrpar exemple OC = -1, OC’ = 1,4, et de
rayon différent, par exemple R = 0,6 et R’ = 1,21 &xit que les transformations de Mobius faisant
Rv(z—- QO+ R F?_u+

u(iz- 9+ Rv
suppose pour simplifier que v = 0, d’oul |u| = 1aier les cas otiu =i, u=1 et u ='%.

passer de l'un a l'autre sont de la forme = C' avec |uf - |vf = 1. On




La transformation est de la forrz' = RR U +C'= Cuz RRu CC .LLes résultats obtenus

u(z-Q uz uC
a partir de cette transformation et de son iny sont donnés sur lgure £ On constate que
'ensemble limite estoujours formé des deux points fixes des transfdona

JOLIOEIS®

Figure 5: Les deux cercles et leurs images convergeantlgsmoints fixes, pow=i,u=1 etu
- elfr/6.

1.3.Cas de deux cercles tanger

Dans le cas de deux cercles tangentérieurement, si I'on veut qu’il y ait convergencery le
point de contact, on doit prendre une transformate Mobius de type parabolique, qui adme

=@+ ft)z- f2t
tz+1- ft
point fixe, ett un paramétre. Si I'on prend les deux cercles taisgem 0 avec leurs centres Ox, la

point fixe unique. Rappelons qu’une telle transfation est de la form ouf estle

transformation devient z'= . Dans le cas otiest réel, cette transformation conserve I'axe

tz+1

x. Avec les deux cercles et A centrés suOx *, leurs images répétées sont des cercles eux
centrés suDx, et ils convergent vers le point fiO, qui constitue I'ensemble limitfigure 6).

Figure 6: Deux cercles tangena et A, avec quelques-uns de leurs transfésaa, aaa, ... OUAA,
AAA...en rouge

On n'obtient plus le méme phénomene si la transfition n’est pas parabolique, comme le mo
I'exercice suivant.

Exercice 5: Cercles tangents et transformation de Mobius hyipaique

1) Comment s’écrivenes$ tranformations de Mobius ayant pour points ff+ = O attracteur, et-
= —1 repousseuP Parmi elles, déterminer la transformation unica faisant passer du poi—2 au
point 2 et vérifier qu’elle est hyperboligt

On sait que la forme normale ne transformation de Mobiuga deux points fixesest
Z,:(f+—,uf_)z+(,u—1)f f
@Q-z+uf, £
Mobius sont de la forme :

ou u est le multiplicateur. Dans le cas présent, lessfamations di

* Le paramétré est déterminé par la donnée des deux cea etA. Par exemple, si I'on prend deux cerc
de rayon 1, le point 2 est envoyé en 2, ce qui impd¢ = 1. Ou encore, en prenant deux cercles de rayat
1, le fait d’envoyer le point 2 en 2 impset = 3/2.



(1/3)z
(2/3)z+1

z' =__Hz
A-pz+1
on au = 1/3 réel, la transformation est hyperbolique.

. Avec en plus le point — 2 transformé en 2, oneoibt z'= mme

2) Montrer que cette transformation de Mobaufait passer du cercle A de centre —1 et de rayon
au cercle a de centre 1 et de rayon 1.Vérifier bpsdérieur de A est transformé en l'intérieur de

Le cercleA passant pdrt = 0 et par le point —2 est transformé en un eexglassant par O et par le
point 2. D’autre part, la transformati@dont tous les coefficients sont réels laisse iavad’axe des
X. Le cercleA étant orthogonal @x, il en est de méme poar Les deux cerclea eta sont tangents en
0, et le cercle a pour centre 1 et pour rayon 1. Le point —1 d$n@rieur deA et a I'extérieur de.
Comme il est transformé en lui méme, on a bientdesur deA qui devient l'intérieur de.

3) Comment sont disposés les cerel@d = aa,a(aa) =aaa, etc ?

Le cercle a étant extérieur au cerBlde cerclea(a) = aa est a l'intérieur de, et il est tangent a
en 0. De méme le cercaaest a l'intérieur daa et tangent @ en 0. On obtient une succession de
cercles emboités tous tangents au cexele 0, avec a la limite le point fixe attracteur 0.

4) Ecrire la transformatiorA inverse dea. Qu’arrive-t-il aux cerclesA(A) = AA, A(AA) = AAA,
etc. ? Conclure.

1/4/3)z
(2/4/3)z++/3°

. Le cercleAA est situé a l'intérieur dA et il lui est

L'écriture normalisée de la transformatianest z'= On en déduit I'écriture de

J3z 3z
—~(2/43)z+ @//3) —2z+1
tangent. Notamment le point —2 sfirdevient le point — 6/5 sukA. A son tour, le cercl&AA est
intérieur aAA et tangent en 0, passant par le point diam@{re8/5) = 18/17. Lors de ces itérations, ce
point diamétral est attiré vers le point fixe attear —1 deA. A la limite, on n’obtient plus un point

mais le cercle de diamétre [0 Tiglre 7). Dans ces conditions, les deux cer@est A ne sont plus
appariés comme on l'aurait voulu.

'inverseA: z'=

Figure 7: A gauchea transformatiora avec les disques en rouge aa en bleuetaaa en verta
droite la transformatioi\ avec les disques, AA et AAA

Ce que nous avons fait avec deux cercles, noussaldogénéraliser. En prenant plusieurs cercles,

en nombre pair, et extérieurs les uns aux autrepeat les apparier deux a deux comme on vient de
I'expliqguer. Commencons par traiter le cas parigsulle quatre cercles régulierement disposés.

2. Quatre cercles régulierement disposés

Considérons quatre cercles de méme rayon, tousgamfaux au cercle unité, avec leurs centres
disposés sur les ax€x et Oy, comme indiqué sur ffigure 8 Leurs caractéristiques sont fonction du



parametred, angle entre un axe et la tangente a un cercleaige est compris entre 0#4. Les
cercles sont appariés par les 2 transformatioMdal#usa etb, a faisant passer ddaa etb deB ab.

a

A

Figure 8: Les quatre cercles de méme rayom, B, b, appariés dé versa par la transformation
a, et deB versb par la transformatioh.

. . : R . 1/sin@)z+ 1/ tar@
Une transformation simplefaisant passer dg@ab s’écrit z‘:(/ ng)z+ 1/ , comme cela a

(1/tand)z+ 1/sirg

été expligué dansdxercice 3 La transformatiora, de A a a, s’en déduit en conjuguabtavec la
rotationR de centreO et d’angler/2, soit :

AD0BO BOM bOB. a
:(1/sin6?)zl+ 1/tan9: -i(1/sin@)z + 1/tan9'_>z,: 1/si® x+i /tad
(1/tand )z, + 1/sird  -i (1/tad 32+ 1/sif i /tah 2+ 1/h

ZH z=-izH

On obtient ainsi deux transformatioagtb, ainsi que leurs inverséset B. Appliquons ces quatre
transformations aux quatre cercles ou disques,otdns-les avec les lettres corresondantes. Par
exemple, aveb, on a :

b(B) =b

b(b) = bb
b(A) =bA
b(a) =ba

Le cercleb étant déja tracé, on obtient trois nouveaux cetatbebA, ba. Comme les trois cerclés
A, a sont extérieurs au cerdB: ces trois cercles sont intérieurs au cebclet extérieurs 'un a l'autre.
En faisant de méme avec les autres transformationgpuve 12 nouveaux cercles numérotés comme
sur lafigure 9 A I'étape suivante, on trouve 36 nouveaux cerdegespondant a des mots de
longueur 3. Et ainsi de suite, avec a chaque foés multiplication des cercles par trois. A la lieit
lorsque les mots ont une longueur infinie, les lesrse réduisent a des points. On obtient ce que I
appelle 'ensemble limite. Comme tous les cerobssent tous orthogonaux au cercle unité, I'ensemble
limite est une poussiére de points tous situéseasuwaercle unité.
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Figure 9: En haut les premiers cercles numérotés par des motsrdpiéor 1, 2 et 3En bas
I'évolution vers I'ensemble limite, qui se réduitide poussiére de poingsdroite

2.1.Le groupe de Schottky de parametr@

Les transformations de Mobiwset b qui relient les cercles initiaux deux a deux emgent un
groupe appelé groupe de Schottky paramétré paglé#h du nom de son précurseur dans les années
1890. Les mots associés aux cercles a toutesdpsstiu processus, a base des deux letteed,
ainsi que de leurs inverséset B, décrivent ce groupe. Et tout mot a baseade, A, B, ou I'on a
supprimé toutes les occurences des couples engesesaA, Aa,, bB, Bb, ce que I'on appelle un mot
réduit, donne un cercle du groupe, ou encore wnssfiormation de Mobius engendrée pagt b.
Comme il n’existe aucune autre contrainte de réaiictur ces mots, on dit qu'il s’agit d’'un groupe
libre.

La régle de construction de ces mots est simplparir des quatre mots initiau b, A, B de
longueur 1, on passe d’'un mot de longueartrois mots réduits de longudur 1. Par exemple si un
mot se termine paa, ses successeurs s'obtiennent en lui ajoaambu B -il suffit d’éviter d’obtenir
le coupleaA

2.2.Le groupe de Schottky avec les cercles tangem®n succession

Prenons le cas extréme ou I'on choisit les quarelesa, b, A, B tangents, toujours avec le méme

\/§z+l
z+2

rayon. Cela revient a prendfe= 7/4, la transformatiof s’écrivant alorsz' = . On en déduit

la transformatiora, gréce a la formule précédemment trouvée :
= (U/sing)z+i/tard _ J 22+
(-i/tan@)z+ 1/sid  —iz++/2
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Les quatre cercles, tous orthogonaux au cercle,uaiit le méme rayon rayon 1 et ils ont pour
centres(i\/E,O) et (O,t\/_Z]. Dans ce cas I'ensemble limite couvre tout leleaunaité figure 10.

Figure 10: Evolution vers lensemble limite, qui est le derunité.

Le dessin final de ldigure 10a droite montre que la vitesse de convergence est beaysosp
faible aux abords des points de tangence des seEefait dans le programme qui permet d’aboutir &
ce dessin, nous avons fabriqué au hasard des maots grande longueur pour avoir les points limites.

Il se trouve que les points de contact des ceodagspondent a des mots périodiques de péridde 4.
difficulté pour les obtenir peut étre due a ceeainmperfections du générateur aléatoire de
I'ordinateur. Mais surtout, comme on le verra piausl, ces mots correspondent a des transformations

paraboliques, qui ont tendance a évoluer plus heeé que les transformations onodromlques ou
hyperboliques.Par exemple le point de contact des ceralesb est le mot perlodlqubaBAdans le

disqueb, et abAB dans le disque, ces deux mots venant se confondre au point decorCela se
vérifie en prenant les branches de gauche de éatbmarrant eb, et celles de droite a partir de
(figure 1.

baBA
'/
baBAba abAB
baBAbb abABaB abABaa abABab ---~
baBAb ébaB AbA WoowW =
baBAA v abAEiiA,/_-a—}Lﬂil;i]zABa,,
\
‘;aBA // baBAB = abAb abAA abAB
aBB W =
baB -{- baBag aba abb abA
b /_baaz= \|l \I/ |///
H\ aa a
L bbe _bab’ \I/

a
bA’

Figure 11: Développement des branches gauches a pattiretedes branches droites a partiade
pour aboutir au point de contact des ceralesb.

La regle du jeu pour passer d’un mot de longuese terminant par une lettre
/ \ x a I'un de ses successeurs de longmetrd est la suivante, selon que I'on va tout
droit, ou & gauche, ou a droite dans 'arborescede@s le premier cas, on répéte
'\ la lettrex, dans le cas ou I'on va a gauche, on ajoute tige lqui suitx en tournant
/ dans le sens trigopnométrique sur le cercle ci-eQitrsi I'on va a droite, on tourne
en sens inverse sur ce cercle.

® Les transformations paraboliques sont conjuguées kes translations' = z + q qui évoluent linéairement
vers l'infini, tandis que les transformations dpdyoxodromique sont conjuguées avec les transtornsade la
formez’ =k z qui pourk| > 1 évoluent exponentiellement vers l'infini.
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Exercice 6 : Variante avec les cercles de rayondfédents deux a deux mais
orthogonaux au cercle unité

Prendre les deux cercles B et b de méme rayonfRjsdpar un angled autre quer/4. Le cercle
unité coupe ces cercles en T et T'. Prendre leslegIA et a centrés sur Oy et tangents aux ceBles
etbenTetT. On a alors RR. Quel est I'ensemble limite ?

On aR = tard etR’ = tan@/2 — ) = 1/tard. Le cercle unité reste orthogonal aux quatre esrcl
Sous l'effet répété des transformatians, A, B, on obtient des cercles qui restent orthogonaux au
cercle unité. L’ensemble limite reste le cercla@ifigure 19.

Figure 12: Chaine de quatre cercles tangents, orthogonagergle unité, avec la formation d'un
collier de cercles convergeant vers le cercle unité

2.3. Groupe de Schottky fuchsien

Dans tout ce qui précede, nous avons trouvé umdaedimite qui est situé sur le cercle unité,
gu’'il s'agisse d’'une poussiére de points -un enserndtalement déconnecté, ou du cercle lui-méme.
On est alors dans le contexte d’'un groupe de Schdit fuchsien. Rappelons qu’un groupe fuchsien
est un sous-groupe discret de transformations dbiddoconservant le demi-plan de Poincaré ou
encore le disque de Poincaré. Dans le contextdsdue de Poincaré, ou les arcs de cercles sont des
droites (des géodésiques) et ou les transformations de udoboncernées sont des isométries
positives, la figure délimitée par les quatre alescercles est un domaine fondamental, dont les
images isométriques pavent le disque, avec un diiedimite situé sur I'horizon -le cercle unité.

3. Chaines de quatre cercles tangents et fractales

3.1.Le collier fractal

Jusqu’a présent, nous avons pris quatre cerclgenédont les points de contact étaient situés sur
le cercle unité qui leur est orthogonal. Dorénayvamten sera plus ainsi. Reprenons les deux esrcl
B etb centrés erCs et C, surOx et de méme rayoR, comme précédemment, avec un amptkonné

séparant I'axéDx d’'une tangentedT). On rappelle qu® = tané, et queOC, = OCg = 1 / cosé.
2

Conservons la transformation simpléaisant passer d@ab, soit z'=- + G,, ce qui donne :

z-G
Z,:(1/sin6?)z+ 1/taré
(1/tan@)z+ 1/sir@ "
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Puis prenons deux cercl@seta centrés erC, et C, surQy, de
méme rayorR’, et tangents aux cercl&setb en des points qui ne
sont plus sur le cercle unité (autres queotamment). Appelong
'angle deOx avec CgC;). Ona:

N tang = OC,/ OCs
OC, = tang / cost
J cosp =0GC; /(R+R’) = 1 /(cos) (tanf + R’))
B b =1/(sind + cosfd R)
,_1-cosp sird
A R=———F——
cosp co¥

Choisissons une transformation de Mobéufaisant passer da a a analogue a celle qui faisait
passer dd8 ab. Pour cela procédons par conjugaison en commempgairénvoyer le cerclé pour
gu’il ait son centre subx du coté négatif, grace a la rotation de ce@tet d’angle /2 :

z+— z = -z, puis faisons la transformation analogue:a

R :
>z =- +tang /co¥ (puisqueOC, =tany/ cosf
NI Rk (puisqueOC, = tang )
Rl2
=- +tang / cog
iz—-tang /co¥
Enfin faisons la rotation de cent@eet d’angler/2 pour remettre le cerckea sa place :
12
245 2= iz=— R + itang / co®
iz-tang /co¥
I2
R +itang / co¥

T z+ itang / cog

_i(tang /co® ¥+ R?- (tap /cad?)

- Z+itang / cod

1-cosp sirg
cosp co¥

En fabriquant les mots a base des letrds A, B, on obtient encore un collier de cercles joirgifs
imbriqués les uns dans les autres, mais avec iinii@ lune courbe fermée continue qui maintenant
présente une allure fractale avec de multiplesurept de penfe(figure 13. Le groupe des
transformations n’est plus fuchsien, mais commeolarbe obtenue est une certaine déformation d’un
cercle, on dit que le groupe est quasi-fuchsien.

Avec R'= , on vient d'obtenir la transformati@faisant passer deaa.

el s'agit de ce que I'on appelle une courbe de dordCelle-ci est une courbe fermée du plan quiene s
recoupe pas (elle n'a pas de points doubles). $dfgare alors le plan en deux composantes connsaes,

intérieur et son extérieur
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Figure 13: Le collier de cercles et son ensemble limite.

Exercice 7 : Fractales a partir d’'une chaine de ércles tangents, I'un étant une droite

. . 2Z+i - .
1) On a vu qu’une transformation de Mobias ZI:\'/_—\/E faisait passer d'un cercle centré
—-iz+
sur Oy a un autre cercle symétriqgue du précédentggeport a Oy, ces cercles ayant pour rayon 1 et
pour centres(O,J_r\/_Z) (cf. paragraphe 2.2.). Ces cercles font partiefaigceau de cercles de points

limites £i. On sait que la méme transformatiarfait passer d’'un cercle du faisceau a un cercle du
faisceau (cf. exercice 3). Déterminer le cercleuTalsceau qui a pour transformé I'axe radical Oy.

Le pointA est envoyé e®: A= —i//2. On a aussDA OA'= 1,0A’ =
f J2, A =-iy/2. Le cercleC a pour centré = (A + A')/2 = =i 3y/2 / 4 et pour
0]

\(5/ rayonRe = (OA-0A /2= (2-1/2)/12= 2.

rq

2) Prendre un point T d’abscisse positive sur leeleeC précédent, de centre | et de rayan 8a
position est déterminée par I'angheentre I'horizontale et [IT). Puis construire le cég C’ tangent &
Ox ainsi qu'au cercle C en T. Appelons J son ceqgtrea une abscisse positive. Déterminer les
coordonnées de J ainsi que le rayan d ce cercle en fonction de

Le pointT a pour coordonnée®{ cod, y, + Rc sind). La
tangente e aux deux cercles coupe lI'axe degnP, de
coordonnéesx¢ + yr targ, 0). La droite KT) coupeOxenP’
sauf sif = 0. Ce poinP’ a pour coordonnéesy( tarv, 0).
ConnaissanP et T, on calcule la distandeT. Le centre] du
cercleC' se projette enl” sur Ox, et PT' = PT, ce qui
I C permet d’avoir le poinT’ d'abscisse + PT. On en déduit
I'abscisse du centrédeC’ : X; =xr. On a aus¥P’'T'/ P'O =
T'J/Ol, soitRe: =T'J =01 xP'T /OP’'= -y xP'T" [ Xp Si
0> 0ouyxP'T /x> sif <0 (carP’ est a gauche de dans
ce cas). Finalement = Rc.

3) On appelle dorénavant A le cercle C et a I'ags d, ainsi que b le cercle de centre J et B son
symeétrique par rapport a Oy. Traiter le cas partieuou 6 = 0, en écrivant les transformatioasetb
appariant les cercles deux a deux. Tracer I'ensertibiite.

On connait déja la transformatianPour l'autre on a :
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Y=Y, =-3J21/4, X =R -y =3J2/4+J214=42, et R, =3J2/4. Le cercleb a pour
centreC, = ~/2-13/2/4 et pour rayorR = 32 /4, tandis que le cerclB a pour centreCy =
~J2-i3/2/4et le méme rayor8y/2 / 4. Comme transformatiob faisant passer dB a b, nous

_R? =
prenons comme on I'a fait jusqu’id' = AN G = G,z2-R-GG _Gz R+ X+ ¥
-G - G z G

1= (V2-i3/2/4p+ 2
© z+2+i3/2/4

Cela donne dans le cas présenm . On aboutit alors a I'ensemble limite de

lafigure 14 en forme de fractale.

Vot okl NP 0 Y

Figure 14: La chaine des quatre cercles tangents (I'urt ét@ndroite), et son ensemble limite.
4) Déterminer pour quelle valeur dd’ensemble limite est un cercle.

Le cercle unité est orthogonal au certlet au cercle-droire. On aura un ensemble limite qui sera
ce cercle unité lorsque les cercketb sont aussi orthogonaux au cercle unité. Le pbidé contact
entre le cerclé et le cercléd doit &tre sur le cercle unité, d’oul tare/2 / 4 (ou encore sid = 1/3, et
le pointP est erD). On a alors le résultat escompfigyre 15.

Figure 15: Cas ou I'ensemble limite est un cercle.

5) A partir des résultats trouvés au 2), en déduee transformationsa et b, et déterminer
I'ensemble limite pour diverses valeurs@i€®uelles sont les valeurs limites @&

Connaissant les cerclasb, A, B grace aux calculs précédents, on en déduit lesfoanationsa

etb:
a: z':@
—iz++/2
—R2 -
b:z'= R +G == G2 R+ )§+ ﬁ (R étant le rayon des cercle£tB).
-G - G

On constate qué doit étre compris entre — 0,5 et 1, valeurs pesqglelles les cerclds et B
deviennent tangents. Légures 16et 17donnent quelques résultats d’ensembles limites.
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Figure 16: Ensembles limites pour les valeurs croissantéiiipes@ =0,0=0,17,6=0,34,0 =
0.5,6=0,67,6=0,84,0=1.

| o
-y A"

Ve ' J * e
(A‘— - .’Ai i R 'v'"‘ > o LN _v,.l‘ i
Ll Rt < R
{ }
5\ }j
~

Figure 17: Ensembles limites pour les valeurs négatived : 6 = —-0,1760=-0,34,0 = - 0,5.

A ce stade, faisons le point de la situation, céllsme chaine de cercles tangents en nombre
En utilisant des transformations de Mobius bierciges, nous avons trouveé ccolliers de cercles et
des ensembles limites sdissme de courbes fermées d’allure fractale. Mais sgi passer-il si I'on
choisit d’autres transformations de Mobius apparies cercles deux a de ? En général rien ne
plus !

3.2.Le collier cassé
Reprenons la configuration des quatre cerdu paragraphe 3.1.précédent, et modifions

2 .

transformationb sans toucher a la transformati@a. Au lieu de prendrez'=-

= (1/sin@)z+ 1/ targ
(1/tan@)z+ 1/sirg

correspondant aux parametu =i etv = 0 de la formule générale, prenc

. i + + —i2a )
u=ie“etv=0 pourb. Celadonn: z'= (L/sing)z+ 1/ targ ta@ &e . Les résultats obtent
(1/tan@)z+ 1/sird
méme pour une valeur faible a, montrent une cassure de I'ensemble limite de gladfautre de
points de tangencdigure 18. On observe notamment que les cerba etbaB (figure 18 a gauche
ne sont plus tangents au point de contact des ckrglesb eta, et méme la cassure grandit au fil

itérations, aboutissant a un ensemble limite nameoté
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Figure 18: A gaucheles cercles apres deux itérati poura = 0,1,au centrc apres une dizaine
d’itérations, eta droitel’ensemble limite déconnec

3.3.Les contraintes pour avoir un colliel

AppelonsP, Q, R, Sles points de contact entre les qui
cercles. Les transformations de Mobia et b que nous
avions choisies pour avaiin collier comme ensemble limi
étaient telles quR soit envoyé e et S enP para, et queQ
soit envoyé erP etR en S parb. Comme nous venons de
voir, il y a cassure dés qugn’est plus envoyé eP. On en
déduit une codition nécessaire pour ¢ 'ensemble limite
soit d’'un seul tenant :

a(R) =Q, a(S =P, b(Q) =P, b(R) =S, ou inversement
AQ) =R A(P)=SB(P)=Q, B(9 =R

Il en découle notamment qiP 0 1. SO B ROFL QT P P soitbaBA(P) = P, ou encore en

inversantabAB(P) = P.” La transformatiorabAB est appelée le commutateura etb. Cela signifie
aussi que les cerclesBAetabABpassent pap.

Ce qui vaut pouP s’applique aussi aux autres poiQ, R, S:

BabAQ) =Q ouaBAKQ) =Q
BAbaR) = R ouABai(R) =R
bABAS) = SouAbaRS =S

Revenons au commutatealsAB qui fixe le pointP. Deux cas sord envisage :

» Soit ce pointP est l'unique point fixe, et les cercles soumis atrensformationviennent
s'agglutiner en ce poifk. La transformaon est parabolique.

. Soit il existe un deuxiéme point fixe, la transfation est alors hyperbolique ou loxodromié
Mais dans ce cas, comme on I'a vu dI' exercice 5il y a convergence vers un cercle et non plus
le deuxieme point fixe. Ce cagest pas possibl

" On peut vérifier sur léigure 1€ que, lorsqu’on n’a plus de collier, le cerbeB, et a fortiori le cerclbaBA
ne passe pas pBr

8 Elle ne peut pas étre elliptique car dans ce tay; & pas de point fixattracteur.
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Une deuxiéme condition nécessaire pour avoir urdiecokst donc que la transformation
commutateuabAB ( oubaBA) soit parabolique. Sa trace vaut dan2. Il doit en étre de méme pour
BabA, BAba et bABa. Mais on constate qua&BabAB = abAB ba(BAbgAB = baBA a(bAB3A =
abAB Ces transformations sont toutes conjuguées aumcbabeur. Or la conjugaison conserve la
trace. Finalement, la conditi@bAB parabolique entraine que les autres commutate st aussi.

Ce n'est pas tout. Pour une transformation de Mnbiel fait de changer tous les signes de la
matrice qui lui est associée change sa trace enmorsée, aussi la trace est-elle définie au gigee
Mais dans le cas du commutateur, le fait de chalegesignes de la matrice deprovoque aussi le
changement des signes de la matricé\det dans ce cas la trace al@AB reste inchangée. Elle n'est
pas au signe prés. Nous allons maintenant monireli@ doit étre égale a —2, et non pas a 2.

Supposons que TabAB = 2, et distinguons deux cas selon la naturadexhsformatiom :

« a est hyperbolique ou loxodromique, ce qui signifiee I'on peut s’arranger par conjugaison de

Jklo

aveca d—b c= 1. Lorsque I'on calcule le produit, on

k O
I'écrire plus simplement sous la forme=k zaveck| # 1, de matricei[ 1} . Dans ce nouveau

.. ., ., az+b
contexte, la transformatidms’écrit z' =

trouve Tr@bAB = 2 —b ¢ (k — 1¥ / k. La trace est égale a 2 lorsgoie 0 ouc = 0. Sib =0, la
transformationb a un point fixe qui est 0, tout commae Et il en est de méme si= 0, les deux
transformationsa et b ayant un méme point fixe. Ce point fixe devrait étre a la fois a l'inténieu
strict des disques ou A et des disques ou B, ce qui est impossible dans la configuration deoc8ky.

« a est parabolique, et I'on s'arrange par conjugajsour qu’elle prenne la forme =z + q avecq
# 0, sinon on aurait I'identité, ce qui n'est pasgible dans le contexte de Schottky. Lors de cette

~ . . . .. _,_az+b
méme conjugaison, la transformatibns’écrit z'= aveca d — b ¢ = 1. On trouve alors

cz+d
Tr(abAB) = 2 +@° ¢®. On aura TbAB) = 2 lorsquec = 0. Les transformatiorsetb paratagent alors
un méme point fixeo, ce qui est impossibe comme on I'a vu.

Finalement, on doit avoir TapAB) = — 2. En résumé :

Pour une chaine de quatre cercles tangents, lekes@pposés étant appariés deux a deux, les
conditions permettant d’avoir un collier et une imufermée comme ensemble limite sont :

1) Les points de contact se correspondent correctepar les transformatiomasetb.

2) Le commutateusbAB est parabolique.

3) La trace dabABest égale a — 2.

Toutes ces contraintes se vérifient aisément sutrensformations de Mobius que nous avons
utilisées.

4. Inversion contre Mobius

Ici une mise au point s'impose. Tout ce que nowsmisvrouve jusqu’ici aurait pu étre fait beaucoup
plus simplement en pratiquant des inversions. Aleccercle€,, C,, ...,C,, il suffit de prendre a tour
de réle chaque cerct@ (i de 1 an) et d’'inverser tous les autres cercles par rappodercleC;, ce qui
donnen (n — 1) cercles. Puis on recommence avec ces cercasarrive ainsi au méme ensemble
limite que celui trouvé en faisant les transformasi de Mobius.
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Pour le comprendre, reprenons le cas de deux séA et a de méme rayon. On avait chc

R* + o = A/sing)z+1/ tard
z+C' (1/tan@)z+ 1/sird
Toutes és transformations utilisées précédemment correlspent a cette forme, et elles obéissaie
toutes les contraintes imposées. Mais on a vuatrahsformatiola transformait un point du cercA
en un point du cercla symétrique par rapport {Qy). AppelonsS cette symétrie. Il s’agit d'un
transformation indicte alors quea est une transformation directe. Alors composS avec

l'inversion J de cercleC, (ou C’), elle aussi indirecte. Cellg-conserve le cercle en transformant
intérieur en exdrieur. La transformatioa n’est autre que la composée S, et de mémA =So J.

comme transformation de Mobia:z'=- (cf. paragraphe 1.).

x a On a alorsaa = a(a) = JoS(a) = J(A). Le cercle
aan’est autre que l'inverse du cerA par rapport au
cerclea® On a ausshA = A(A) = SoJ(A)= Saa). Le
cercle AA est symétrique daa par rapport a0y.

AA 32 Passons maintenant @aaa = a(@a) = acJ(A) =
AA‘,A. aaa
m\ ) m\ ) JoSoJ(A) = J(AA). On passe aussi (AA a aaa par
U U l'inversion J. Et ainsi de suite.

Alors tout ce que nous avons fait jusqu’ici aves teansformations de Mobius é-il d'une
subtilité superflu® Pas vraiment, car nous avons vu apparaitre depeg de transformations, ¢
groupes fuchsiens ou qudsthsiens, plus propices a des développements idgoesr que ne |
permettent les inversions. Efurtout, on sera en mesure {euer avec les parameétres i
transformations de Mobius powqu’elles deviennent loxodromiques afinoltenir de nouveat
ensembles limites que les simples inversions swajpables d’avoi

5. Les cercles d’Apolloniu:

Nous avions vu dansekercice 7e cas d’'une chaine de que
cercles tangents dont I'un est une droite. Allohss poin en
faisant en sorte que le cerdesoit ausstangent a la droita, tout

S _____ comme les cercle8 et b. Chaque cercle est tangent aux t
\ A/'"  autres. Choisissons uayon égal a 1 pour les cercB etb, avec

NT7 leurs centres en (-1, —1) et (1,)-de facon qu’ils soient tangel
aareprésenté par 'axe dgsOn en déduit que le cercA tangent
aB, b eta a pour centre (0,14) et pour rayon 1/

oo}
o

Avec les cercles etatangents elO, ainsi queB etb tangents en (0,1, les transformatiora etb

doivent étre paraboliques, avec un point fixe u@j pour la premiére, et (8,1) pour la deuxieme.
: : . 1+ ft)z- 2t . L
On sait qu'une transformation parabolique est doilme z‘=%ouf est le point fixe.
Z —

Commencons par la transformatia, avecf = 0, soit z' = , avec le pointi/2 envoyé a l'infini,

tz+1
ce qui impose = —2i, et

, z
a.:z'=———.
-2iz+1
. L [@-it)z+t . ,
Passons b avecf = —i, soit z'=———— et comme le point & est envoyé en 1, on trou

tz+1+it

° On peut vérifier que le centre du ceraa, obtenu soit par transformation de Mobius soittpamslation, ¢
pour abscisse (4 — 3 Si/(cod) (4 - sirfo)).



20

b: z :LW‘I
z+1+i
L’ensemble limite obtenu correspond a ce que lopedle les cercles d’Apolloniufigure 19.

Figure 19: A gaucheles cercles correspcant a des mots de longueuB. On remarquera que |
cercles dont les mots associ@#t pour longueun au-dessus d©x sont symétriques de ceux
longueum — 1 au-dessous d&x. A droite I'ensemble limite.

Exercice 8 : La frise d’Apllonius

1) Déterminer la transformatioM de
a \ . / Mobius faisant passer de la configurati

N précédemment utilisée a la configurat
— —B- \/A e 5 \>>H</ indiquée sur la f_igure -contre, ou les
\ cercles b et B deviennent des dro
, N \

/
/
/

Prenons le repére dont l'origine O est le pointcdatact des cerclea et A dans les deux
configurationsLa transformatiotM cherchée fait passer de 0 a 0, et aussi du poicomtacti entre
b et B au pointwo, de faconque les cercles deviennent des droites parall&liés.est de la form

z , . . : . :
z'= KT . Enfin le point de contact 1 enta etb est transformé en 1 i ce qui donneékK = 2i.
zZ+i

. 2iz - . : . . .
Funalementz‘zT. On véifie aussi que le point de conte 1 entrea et B devient bien le point
zZ+i

-1+
2) Déterminer les transformations de Moba’ et b’ qui apparient les cercles dans la nouve

configuration.

Les transformationa’ etb’ sont les conjuguées a etb par le biais dé/, soir :

a(d=MoaoM () eth’(2) =(MoboM 1) (2. On trouve :
-z

iz-1

b'(2)=2z+2

@ (2) =

3) Construire I'ensemble limite correspond:
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Figure 20: A gauchepremiéres itérationa droiteensemble limite.
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4) Monter qu'a chaque étape, la figure constituée par descles sués entre les droites b et B
(=1 <x <1) sont symétriques par rapporOx et Oy.

Tous les cercles situés dans cette zone ont leptisaqui commencent pa ouA.

Les cerclesa et A sontmanifestemensymeétriques par rapport@x et Oy. Plus précisément, av
un pointz surA, soitz=—i + €°, son image paaesta(z) = — (i + € / (i (i +€*) = 1) = (=€) / (i

ey =e" +i = Z qui est sur le cercla.

La symétrie par rapport@x étant prouvée, passons a celle par rapp@y.dl suffit de se plact
dans la zone degpositifs, ou les cercles correspondent tous a dgs ocommencant pia. On vérifie

en faisant le calcul qua(-z) = —ﬂ. Cela signifie que si deux points sont symétriquessrapport i

Oy, leurs images paa le sont ausi. Le cerclea ayant pour axe de symétr@y, il s’ensuit qu’en
prenam deux points symétriques <a, leurs images sont aussi symétriques cercle@aa, aaa aaag
etc ont comme axe de symétOy. D’autre part les cercles-droitbset B sont aussi smétriques par
rapport 80y. Deux points symétriques sur I'une et l'autre tir@'échange, en faisant agib sur celui
qui est suB et B sur celui qui est stb. Les mots commbb et BB, bbb et BBE, donnent des cercles
symeétriques,et comme on I'a vu ¢ a, les mots commaeab et aB, abb et aBB, aba et aBa, et deux
mots quelconques ou lds de I'un sont remplacés pes B pour avoir l'autre et vice-versa,
correspondent & des cercles symétric

5) On admettra ici que la partie de I'ensemble linsieée entre -1 et 1 pour x est aussi déline
par deux segments d’'ordonné+1 (on verra plus tard pourquoiEn déduire que I'esemble limite
est une frise ayant commmemme axs de symétrie Ox ainsi que @,toutes les droites déduisant
de Oy par translations horizontales +2.

Comme la transformatiob est une translation horizontale, le motif situésl— 1 <x < 1 se
propage horizontalement, avec une période de lamg2ieDe méme la symétrie locale par rappc
Ox se propage a l'infinsur I'axe Ox. On a bien une frise délimitée par les droy = +1 avecOx
comme axe de symétrie aimgie des axes verticaux séparés d’une distance &&:

6. Cercles d’Apollonius et (roupe modulaire

La question qui se pose, c’est de savoir pourdansémble limite que nous venons d’obtenir
la configuration bien connue sleercles d’Apollonig, et notamment la frise précédercf. exercice
8), engendrée par les deux transformata etb telles que

-z
iz-1
b(z)=2z+2

a(2) =
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6.1. Sous-groupes engendrés par des chaines de gaaercles tangents

Pour comprendre, nous allons définir des sous-g®uio groupe engendré et b, en utilisant
des ensembles de quatre cercles formant une cti@ioercles tangents, ces cercles apparaissant lors
de la construction de la frise. Donnons-en quelgxesnples.

6.1.1. Premier exemple

Des la deuxieme étape du processus de constructipepnstate que les cercldsa, Ba, BA
forment une chaine de cercles tangefigsie 21 & gauche On peut les apparier deux & déliayec
la transformatiora faisant passer d& aa, et la transformatiob, faisant passer dg@a a BA, avech; =
BADb. En effet BAb(Ba) = BA(a) puisquebB = Id, et avecA(a) = A, BA(a) = BA, et I'on a bien
BADb(Ba) = BA. Les cercleBa et BA deviennent les cercld® etb;. Le groupe engendré paret by
fabrique un collier de cercles dont I'ensemble tarest le cercle orthogonal aux quatre cercles en
leurs point de contacfigure 21 a droit® comme on le sait. On vient d’obtenir un cerckpalionius
de la frise.

Mieux encore : prenons le quadrilatere curvilighdélimité par les quatre cercles initiadixa, Ba
=By, BA=Dh,. Il est & I'intérieur du cercle limite d’Apollonsuavec ses quatre sommets sur le cercle
limite et des angles nulQ(esten rouge sur la figure 21 a drojteSous I'effet deB,, les quatre cercles
deviennent les quatre cercBgs, B,A, B1B,, Bib; = B1by(B;) = By, qui délimitent le quadrilatére image
B1(Q) deQ, lui aussi intérieur au cercle limite avec sestigusommets sur lui. Il en est de méme avec
b (Q), a(Q) et A(Q). En poursuivant le processus de construction,obtient une infinité de
quadrilatéres tous intérieurs au cercle d’Apollsniet qui forment un pavage du disque correspondant
(figure 21 a droitg.

Si 'on se place en géométrie hyperbolique, le uisglevient le disque de Poincaré, et le

quadrilatére idéa) (avec ses sommets sur la bordure a l'infini) donaissance a une infinité de
guadrilatéres tous isométriques, constituant uagawu disque de Poincaré.

BAb

<\\ //>

Figure 21: A gauchda configuration de quatre cercles, avec leur appeent én bley et le cercle
limite en rouge Au centre et a droitele collier de cercles qui en découle et le pavpge des
guadrilatéres curvilignes a I'intérieur du cerclambllonius.

La méme méthode peut s’appliquer avec toute cl@@nguatre cercles tangents, que I'on apparie
deux a deux, ce qui donnera un cercle d’Apollosimme ensemble limite, et un pavage intérieur par
des quadrilatéeres.

19 0On remarque qua la différence de ce que nousnaviait jusqu’ici, ce sont des cercles adjaceritsoa
OpposEs, qui sont appariés.
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6.1.2. Autre exemple

Traitonsle cas particulier ou deux cercles sont des dr. Les cercles concernés s@B, ab, b et
B (figure 22 & gauche Le passage cab aaB se fait par la transformatian = aBA, et le passage de
B ab parb. Les cercles obtenus sous I'e de ces transformations sont tous portés par lae
d’équationy = 1, et celleci constitue 'ensemble limit Le quadrilatére délimité par les quatre cer
initiaux (dont deux droites) et situé-dessusdn rouge sur la figure 22 a dro) donne naissance a
une succession de quadrilateres images sit.-dessus de la droite limite, et dont les sommets
sur elle. Le motif situé entre les droib etB se reproduit par translation tout au long de latelrén
géomérie hyperbolique, dans le d-plan de Poincaré, cela correspondud pavage par des
guadrilatéres idéaux isométriques. On reconnafsala dessin familier, lié a ce que I'on appell
groupe modulaire.

Figure 22: A gauchedes quatre cercles (dont deux droites) appariédes transformationa, =
aBA etb, avec la droite limitey = 1 en rouge A droite le pavage du denilan supérieur par di
quadrilatéres curvilignes, a partir du quadrilaen rouge

Exercice9 : Un autre cercle limite d’Apolloniu

¥
f ainsi que les deux droites limites. Comment obtke cercle limite,

P - ) - & alhe § . ) )
B ¥ “U %+ Onavucomment air les grands cercles de la frise d’Apollonil
)
I
indiqué en noir sur la figure ci-contre ?

|
A A

dqd b " g b

b ALt el b A e ol b A

A partir des quatre cercles b, A, B (b etB étant des droites), on constate que la chde quatre
cercles tangents permettant d’avoir ce cercle dirat formée des cerclesb, aB, aab, aaB (figure 23.

Il reste a les apparier. On passe du ceab au cercleaB par la transformatioa; = aBA. Rappelons
que

-z
a(2) =
(2 iz-1
b(z) = z+2
Le calcul donnea,(2) _(1-2A)-2
-2z+1+ 2

On passe du cercaBau cercleaab par la transformatiob; = aabAA et I'on trouve
1+4i)z+ 2
b,(2) :%
8z+1- 4
L’ensemble limite est le cercle orthogonal aux ggiaercles en leurs points de contact. C'est
le cercle d’Appolonius cherché. Son pavage par dedrdageres est indiqué surfigure 23 a droite
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Figure 23: A gauchdes quatre cercles apparis bley et I ensemble Ilmlteen rougeA droite le
pavage du disque par des quadrilatéres.

6.2. Le petit groupe modulaire

D’abord quelques rappels. Par définition, le groopmlulaire est formé des matrices de la forme
[p qj avecp, g, r, sentiers ep s—q r = 1. Il contient un sous-groupe formé des matr[désq] avec
r s r s
p, s impairs etq, r pairs'* C’est Iui qu'on appelle le petit groupe modulailleest engendré par les
1

deux matrice{ OJ et (1 2}. En prenant les deux cerclasta (ou les demi-cercles du demi-plan
1 01

de Poincaré) centrés s@x et de diametres [0 1] et [-1 0], on passe du @em@il second par la

transformation de Mobiua telle quea(z) = 1correspondant a la premiére matrice. De méme,

en prenant les deux cercles-droiBestb d’équationsx = —1 etx = 1, on passe de 'un a l'autre par la
transformationb telle que b(z) = z+2 correspondant a la deuxieme matrice. Le fait diaigp ces

guatre cercles deux a deux donne le dessin dugpetipe modulaire sous forme de cercles imbriqués,
avec comme ensemble limite 'axe degfigure 24 a gauche Notons déja I'air de famille qu'il
présente avec les dessins précédents.

Maitenant prenons le quadrilatére délimité pargeatre cercle8, a, A, b, et coupons-le en deux
par la droitec d’équationx = 0, afin d’avoir deux triangleE et T’ (en rouge et en blanc sur la figure
24 a droitg. Le triangleT est délimité pac, A etb et il a pour sommets 0, &. L'action du (petit)
groupe modulaire va donner un pavage par des teargcolores. Voyons ce qu'il en est dans le
cercle A, puisqu’il en sera de méme partout ailleurs. Thass mots associés aux cercles dans
commencent pak. Le triangleA(T) est délimité par les cerclégc), AA et Ab qui touchent I'axe des
aux points 0, 1/3 et 1/2. Le trianghd3(T) est délimité par les cerclédd(c), ABAet AB(b) = AB, qui
touchent l'axe des en 1/2, 2/3 et 1. Plus généralement, sous I'addiane matrice du groupe, soit
[p qj avecp, simpairs,q, r pairs efp s—q r=1, les sommets 0, &, deviennent|/s, (p+q)/ (r +9)

r s
etp/r. Avecp s—qr=1, les fractiong / r etq/ s sont des fractions proches puisgque—qr=1 et
elles sont irréductibles. On sait qu'alors leur métE? (p + q) / (r + ) Sintercale entre elles et
gu'elle est aussi irréductible. Les cercles créés lp petit groupe modulaire coupent I'axe des X
suivant tous les nombres rationnels, qui occupenfagon dense I'axe des L'ensemble limite est
donc exactement I'axe d&s

1 On vérifie aisément que le produit de deux masride cette forme donne une matrice de la méme forme
tout comme l'inverse d’une telle matrice.

12 Cette découverte est associée aux noms de Brodetfarey.
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-1 .
Figure 24: A gaucheles cercles créés par le petit groupe modulairgemiré par les

transformationsa et b. A droite, les premiéres étapes du pavage entret 4l obtenu a partir des
trianglesT et T'.

6.3. Lien entre le petit groupe modulaire et les celes d’Apollonius

Le petit groupe modulaire présente cette prapriétia, b et ab sont des transformations de
Mobius paraboliques, alors le groupe engendrégab est conjugué au petit groupe modulaire.

Rappelons qu'une transformation de Mobius parabeligdmet un point fxé unique, et que sa
matrice (de déterminant 1) a une trace égat@ asans étre l'identité. Appelofi®tf les points fixes
dea etb. On peut toujours trouver une transformation déoideM (et méme une infinité) qui envoie
fen 0 etff enc. Posons® =M a M* etb’ =M b M™. Les transformations conjuguégset b’ ont
maintenant comme points fixes 0t Ce sont aussi des transformations paraboliquesjyel la
conjugaison préserve la nature d’'une transformatiartransformatiofy’, de point fixe infini, est une
translation de la formb'(2) = z + g. On peut s’arranger avec la matriepour queb’(z) =z + 2. La

transformation paraboliqu& de point fixe O est de la forma'(z) =t—21. Il reste a déterminer le
Z+

nombret pour quea’b’ soit aussi une transformation parabolique, puisiuen est une. Or

1 01 2 1 2 . ,
a'b'= = , de trace 2 + 2. La contrainte 2+ 2 =+2 imposet = 0 out =
t 1)l0 1 t a2+

— 2. Comme&’b’ n'est pas l'identité, il reste= -2, eta'(z) =

z , .
o Finalement le groupe engendré

para etb est le conjugué du groupe engendrégyatb’, c'est-a-dire le petit groupe modulaire dont la
forme standard est engendrée par les deux matEi&esoJ et (1 2]. Il lui est identique, a une
21 01

conjugaison pres.

On peut maintenant faire le lien avec les cerclépallonius. Reprenons le premier exemple du
paragraphe 6.1.10n avait pris le groupe engendré aatb, = BAb, soit

-z A-2)z-4
a(z) = et b (z) = BAb(2 =———— . Calculonsab; :
(2 iz-1 %(2) o2 iz+1+2i b
ab(2) =%. On a bien trois transformations paraboliques
z+3-2i

de tracex2. Le groupe engendré paretb;, associé a la figure ci-contre,
n'est autre que le petit groupe modulaire a ungugaison prés.

L’exemple duparagraphe 6.1.2est encore plus simple, avec les deux génératgursaBA etb,
soit :
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@-2i)z-2 @-2i)z-4i
—2z+1+ 2i -2z-3+ 2i
ont une trace égale & . ®n vérifierait d’ailleurs aisément que ce groupelesonjugué du groug

modulaire standard pae biais de la translation de vectd, les ensembles limites étey = 1 pour
I'un ety = 0 pour l'autre.

a,(2)= et b(z) = z+2. On trouvea,b(z) = . Les trois transformatior

Enfin dans lexecice 9on a encore trois transformations paraboliquess,
@-2)z-2 L+4iz+2 (=7+2i)z+ 4
() =——F—— z)=—————— eta Z)= : -
(2 —27+1+ 2i %(2) 8z+1- 4i 30(2) (6+8i)z+5- 2i

En admettant que ces exemples se généralisent eltagcle d’Apollonius est I'ensemble lim
d’un conjugué du petit groupe modula

Ayant fait une incursion dans ce que permettentvaitades transformations de Mobi
hyperboliquesou paraboliguesde nouvelles formes plus complexes vont apparatrec les
transformations loxodromiques.

7. Transformations loxodromiques

Jusqu’a présent, nous avons lié nos transformatiensiobiusa et b a I'appariement de quat
cercles deux a deuMais que se pas-t-il si nous prenons des transformati@nstb quelconques, et
notamment loxodromiquesavec les traces des matrices devenant des norobreplexe ? Les
ensembles limites vont en général devenir des sudgepoint qui peuvent dér jusqu’a remplir le
plan. Mais dans certains casécis, de nouvelles courbes fractales vontaagipre, en forme de
spirales, et il s’agit encore dewbes de Jordan, avec un intérieur et un edér Un exemple est
donné sur ldigure 25 avec lesransformations

(0,975+ 0,01x- 0,0095 0,0245
(-0,0095- 2,02462+ 0,976 0,01
_ (0,975~ 0,99z+ 0,97% 0,01

(0,975+ 0,012+ 0,97% 1,01

a(2) =

b(2)

Figure 25: Une fractale enpirale, a partir de transformations loxodromiques.



