Pavages hyperboliques

Nous abordons ici ce qui est I'objectif principal dotre étude : les pavages. Cela sera fait en deux
temps. Nous commencerons par la fabrication comcdgt plusieurs types de pavages, qui ne
nécessitent pas de connaissances théoriques apgliefoPuis nous en verrons l'aspect théorique sous
une forme simplifiée, avec les groupes fuchsiemssatiomaines fondamentaux

1. Pavage par des polygones réguliers isométriques

Si I'on se restreint a des pavages par des polyga@wiliers isométriques, on sait qu’en géomeétrie
euclidienne, il n'existe que trois types de pavagesr des triangles équilatéraux, par des catrpare
des hexagones réguliers. En géomeétrie hyperboliques allons voir qu’il en existe une infinité uto
polygone régulier & cbtés pave le plan hyperbolique. Ce qui montraclzesse de cette géométrie
dans le domaine des pavages.

On dispose de la propriété suivante :

Il existe un pavage du plan hyperbolique par dégypoes réguliers a cotés isométriques & 3),
aveck polygones autour de chaque sommet, si et seulesihent

Pour démontrer cela, supposons d’abord qu'un tedgm existe. Les angles du polygone sont tous
égaux a 2/ k. Son aire est= (n— 2)r —n 2z / k. Elle doit étre positive, soih( 2}t —n 2z/k > 0, ou

n—2-n2/k>0, et aprés avoir divisé paron a bienl +—|i <§1'
n

1.1 1 .
Inversement, supposons que I'on &lt+E<§' Placons-nous dans le disgDe et tracons les
n

rayons joignant le centi® aux pointse 29" ™avecq de 0 an — 1. En prenant les points situés sur
ces rayons tous a une méme distance hyperbdRgae obtient tous les polygones réguliers@tes.
LorsqueR va de 0 a l'infini, les angles de ces polygones réguliers vontde- 2z / na 0 en
décroissant continOment. Notamment, lorsRuest proche de 0, le polygone est quasiment eanlidi
et en le découpant entriangles, on a bien dans chaque triamgl@ +a /2 + 2t/ n =z, Soita =7 —

2 /n. Avec 1+—i <§1, onaaussi0O<2/k<z—2x/n. Cela prouve que cette valeur est atteinte

n
para lorsqueR va de 0 a l'infini. Il existe donc un polygone ufigr unique avea cotés et des angles
égaux a 2Zr / k. Par réflexions successives autour des cotéseongmtourer ce polygone par d’autres
polygones isométriques, ce qui dorkngolygones autour de chaque sommet du polygorialiviais
il resterait & prouver qu’en continuant le processdéfiniment, on obtient bien un pavage du disque
D.? Nous ne le ferons pas ici, méme si le cas que maitsns ci-dessous a propos des triangles
équilatéraux est facilement généralisable.

Suivant les valeurs de on en déduit les contraintes &ur
« Pourn = 3, on trouvek > 7.

»Pourn=4,o0n &>5

~Pourn=5etn=6, on &> 4

« Pourn>7, on &k> 3.

! Les documents [WAL2019] et [SER2013] nous ontisetie références dans ce domaine. On pourra se
reporter aux chapitres qui précédent celui-ci danss.pierreaudibert.fdanstravaux exploratoiresgéométrie
hyperbolique

2 Une démonstration est donnée dans C. Carathedtloepry of Functionsvol. Il, Chelsea, 1960.



Notamment, les polygones réguliers ayant tous langles droits existent des gn > 5, a la
différence de la géométrie euclidienne ou le selygone régulieid angles droits est le cal Nous
allons d’abord étudigorécisément le cas le plus simple, celui du triaggjuilatéra

1.1. Pavage par degiangles équilatéraux

Quelgues exemplade pavages sont donnés sufigure 1, avec notammeré cas miniml ot k =
7. ll reste a expliguer comment les constr

Figure 1: Pavage a base de triangles équilatéraux isoraésjgvec des angles /7 (k=7),n/4
(k= 8), et der/8 (k = 16)de gauche a droi.

1.1.1.Construction par numérotation des triangle:

Partons d'un triangle édatéral ABC centré enO, avec par exemple des angles z/4. Puis
prenons ses trois symétriques, en notant 0’) celui symétrique par rapport a la droiBC) notée
aussi Q1 (ou 1) celui par rapport a la droitCA) notée 1let 2 (ou 2') celui par rapport a la dro
(AB) notée 2 Recommencons a partir de ses trois triangles Q,€h prenant leurs symétres par
rapport a leurs cotés. Par exemple le triangleu2(pa pour symétriques deux nouveaux triangles
nous pouvons noter2'0’ et —2'1’ (lecture gauche-droite) : ainst2’'0’ indique que nous avons fi
une réflexion autour du 2 (ou)2soit (AB), suivie d’'une réflexioru triangle zautour du cété 0’ qui
est I'image de 0. On trouve ainsi 6 nouveaux tliesgui s’écrivenlavec deux chiffres. Et I'o
continue de cette fagon, en prenant les triangje¥giques par rapport a ceux gue nous ve
d’obtenir. Les symétries se foichaque foispar rapport aux cétés des nouveaux triangles,
pourguoi nous les notons avec « ' », a la différence des réflexions 0,1,2 correpondantcotés d
triangle ABC initial. Cette construction progressive est particulierersanple, comme on le conste
sur lafigure 2 ou l'on trouve 12 triangles a trois chiff. On aurait aussi 2houveaux triangles a
quatre chiffres qui sont les images de ceux a thiffres, puis 36 a cing chiffres, etc. Il suffit
chaque étape de dessiner les nouveaux trianglesymaort aux trois cos des précédents, en évit:
de redessiner ceux qui le $afja® Chaquesommet d’un nouveau triangle finit toujours pare
entouré de 8 iangles, et I'on obtient sans conteste un pavagalauhyperboliqui On parle aussi de
pavage kaléidoscopique, a cause de cette succ@sdédimie de réflexion

Prenms par exemple un triangle portant le nurA qui est un nombreonstitué den chiffres 0’,
1’, 2’, ce numéro se terminant par exemple p. Si 'on prend le sommet opposé au cété 2’
sommet a pour cbtés 0’ et 1, et les 8 triangled’qatourent :ont A, A0’, A0’'1’, A0'1’0’, A0’'1'0’1’,
A0'1'0'1'0’, A0'1’0’'1'0'1, et A0'1’0’1'0’'L’ O’ (avecA0’'1’0'1’0’1°0’1’ = A puisque (0’1" = 1d).

% Dans la programmation, les numéros des trianglesadzienus en construisant tous les mots de lomgiye
2, 3, etc., & base des trois chiffres 0,



Mais peut-on obtenir les mémes triangles en n&atilt que les trois réflexions 0, 1, 2, celles dsaxe
(BO), (CA) et (AB) ? La réponse est oui.

Figure 2: A gauchenumérotation des premiers triangles du kaléidoscBp lecture gauche-droite,
ils correspondent aux réflexions successives sucdés des triangles. En lecture droite-gauche, il
correspondent aux réflexions par rapport aux tagiss formant les cétés du triangi8C initial. A
droite sont ajoutés sans numérotation les triangleshafifas et ceux a 5 chiffres.

Prenons par exemple le triangle2’0’1’. On a 2’ = 2, et 0’ =»202* d’ot—2'0'= 2 202 =—02
= «20. Autrement dit, faire 2’ puis 0’ revient a faldepuis 2. Ensuite 1' =520 1 02 et-»>2'0'1'=
—02 20 1 02 =102 =+201. Finalement, faire une succession de réflexiares de gauche a
droite, autour des axes relatifs des triangles @sagvient a faire la méme succession de réflexions
mais de droite a gauche, autour des axes abselwsda triangle initial.

Les trois réflexions 0, 1, 2 engendrent un growfieiide transformations, formé des composées de
ces trois réflexions. Lorsque le nombre de compogée pair, on a une isométrie directe et lorsqu'il
est impair, on a une isomeétrie indirecte, avec patles toutes les réflexions autour des axes ismage
des axes initiauxfigure 3. On notera que le pavage est globalement invapi@anrapport a n'importe
laquelle des réflexions autour de ces axes.

Figure 3 : Les axes des réflexions initiaux autour du glarcentral (Gen rouge 1 en bleuet 2en
vert) ainsi que leurs images par composition. lls dééntiles triangles du pavage, dans I'ondnege
bley, vert pour les isométries directesretige vert, bleupour les isométries indirectes.

4 C'est une propriété classique de la conjugaissandhs un poinM et son imageM’ par la réflexion
0'(dans le triangle 2°0"). Cela revient a commencar gnvoyeM enM; par 2, afin d’étre dans le triangle initial,
puis a faire la réflexion autour de 0, d'dliy, et enfin & faire la réflexion autour de 2 pouvayerM’; enM’,
d'ou 0’ =—202.



1.1.2. Passage d’un kaléidoscope a un autre, a baks mémes triangles équilatéraux

Le triangle équilatéraABC de centréD, qui était le point de départ du kaléidoscope ¢uiéat, peut
étre transformé paeflexionen un triangle isométrique dont un sommet esés#uO (figure 4 en
haut). Sous l'effet de cette réflexion, on trouve wuwel aspect du méme pavage par des triangles
équilatéraux.
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Figure 4: A gauchde triangle équilatéral central, et son ima&gerougepar réflexionau centre et
a droitepassage du pavage issu du triangle équilatéraiat@ncelui obtenu par réflexion.

-

1.1.3. Le cas limite du triangle équilatéral a angis nuls et la formation d’infinigones

Lorsque les sommet4, B, C du triangle équilatéral tendent vers le cercleiténdu disque de
Poincaré, ses angles tendent a devenir nuls. Rlagmrs dans ce cas limite, et tragons dans celkeian
les trois parties dmédiatricegssues du centi®. Il s’agit de segments de méme longueur, sépaes p
des angles dex23. Ce motif est ensuite reproduit a I'échelle nidi des réflexions. On obtient alors
des polygones réguliers avec des angles de 12[@yrstcotés sont en nombre infini. D’ou le concept
d’infinigone. Ces polygones spécifiques a la géométyperbolique sont montrés suffigure 5

Figure 5: A gauchele motif formé des trois médiatrices dans lengla équilatéral & angles nuls,
a droitele pavage aboutissant a des polygones réguliarg aye infinité de cotés.

1.2. Cas des polygones réguliers ayant plus de tsaiotés

Ce que nous avons fait avec les triangles équalaxémous pouvons le refaire pour tous les autres
polygones réguliers. On utilise toujours la méthdde réflexions successives autour des cbtés des
polygones progressivement construits. Cela se ramaéssi a faire des composées negflexions
associées aun coétés du polygone central initial. On trouveradessous un certain nombre
d’exemples, sur lfigure 6



Figure 6: En haut pavages par des quadrilatéres réguliers pour5 etk = 6, puis par des
pentagones réguliers polir= 4 (pentagones a angles droitsket 6. En-dessouspavages par des
hexagones réguliers polr= 4 (hexagones a angles droits) et pour 6, puis par des heptagones
réguliers pouk = 4 (angles droits)En bas pavage par des heptagones réguliers gau, chacun
étant en plus découpé en 14 triangles rectangle®isiques.

2. Pavages par des triangles isométriques

A partir d'un triangle quelconque, nous allons @aer par réflexions autour de ses trois cotés et
cela de facon répétée indéfiniment, ce qui donn@rgavage par des triangles isométriques. Cela
s'appelle un pavage kaléidoscopique ou une triatigul-réflexion. Il existe une condition nécessaire
pour qu'un tel pavage existe. En chaque sommetstage doivent en effet se trouver des triangles en
éventail obtenus par réflexions successives. Epaagnt que les triangles ne sont pas isoceles, le
nombre de triangles doit étre pair en chaque som@medn I'éventail des triangles ne se refermerait
pas {igure 7). Avec 2n triangles autour d’'un sommetn Ziangles autour d’'un autre ep Ziangles
autour du troisieme, cela impose que les troiseandl triangle soient/m, z/n et z/p avecm, n, p

® En fait, cette condition n’est nécessaire que plesrtriangles ayant des c6tés de longueur différen



entiers positifs. Sachant que la somme des andliestdangle hyperbolique est inférieureracela
donne la condition

1 1 1 . L . .
— +=+-=<1 avecm, n, p entiers supérieurs a 1.

m n p

Figure 7: L'éventail de triangles isométriques autour daammet ne se referme pas si I'on prend
un angle 2/n avecn impair, comme ich = 5.

Cette contrainte sur les angles, d’ou découlenidegueurs des c6tés, va cependant offrir une
infinité de choix de triangles pouvant paver lenghyperbolique. On démontre que cette condition est
aussi suffisante. Et I'on a le résultat suivant :

En géométrie hyperbolique, tout triangle équildiéoat triangle isocéle dont les angles satih®
n/n etn/n (m> 3, n > 3), tout triangle a cotés de longueurs différeidk@st les trois angles somm,

1 1 1 . .
7/n et z/p avec E+_n+_p<1 (m, n, p, entiers avean > 2, m < n < p) peut créer un pavage
kaléidoscopique du plan par réflexions successiudeur des cétés. Il existe alors une infinité| de
formes de triangles susceptibles de paver le ptacette facon, mais leur taille est déterminée|par
leurs angles, et le plus petit triangle qui peut &btenu a une aire égaler/d2. C'est complétement
différent de ce qui se passe en géométrie euchidien il n'existe que quatre formes de triangles
permettant un pavage kaléidoscopique, mais ceprwient étre aussi petits ou aussi grands qu’on le
désire.

Pourquoi cette limite inférieurg42 ? Pour un triangle équilatéral, I'aire minimaktz/7. Pour un
triangle isocéle (non équilatéral), I'aire minimastn/21.° Pour un triangle non isocéle, 'aire est

- . 1.1 1 . s :
minimale lorsque la somme des angles est maxirsale,—+—+—maximal. Plus précisément, il
m n p

s'agit de montrer quel— +E+—1 sj—;. Le fait que I'aire soit positive impose quentd 1h + 1p < 1.
m n p

Supposons qum < n <p avecm> 2. Si I'on prendm = 4 (oum> 4), la valeur maximale est 1/4 + 1/4
+ 1/4 = 3/4 < 41/42. Si 'on prend = 3, la valeur maximale est obtenue pour 4 etp = 5, ce qui
donne 1/3 + 1/4 + 1/5 = 47/60 < 41/42. Prenongenf= 2. Sin = 4 (oun > 4), la valeur maximale
est obtenue poyy = 5, soit 1/2 + 1/4 + 1/5 = 19/20 < 41/42. Il est= 3, ce qui donne @+ 1h =
5/6. Avec 5/6 + I < 1, la valeur de la plus petite est alors 1/7, et 1/2 + 1/3 + 1/Z71#42. L'aire
minimale correspondante estz(1/2 + 1/3 + 1/7) =/42.

Nous avons déja vu le cas du triangle équilat&lalis allons maintenant passer en revue d’autres
formes de triangles.

® Si I'on accepte que le triangle soit isocéle, emtpavoir un nombre impair de triangles autour cdeal
sommet, et la contrainte devienn24 1h + 1h < 1 avecm impair, soit I + 1h < 1/2. Pour avoir l'aire
minimale, on prend d’abonch = 3, puisn = 7, d’ou une aire égalera— 207/21 =#/21, et 'on peut vérifier que
c’est I'aire minimale quel que sait. Dans le cas d'un triangle équilatéral, avec uglede Z/p, la contrainte
devient 6p < 1, soitp > 7, comme on I'a vu, et I'aire minimale est 67/7 =z/7.



2.1. Pavage par des triangles isocéles rectangles

Avec un angle de/2, la contrainte sur les angles impose que leg degles égaux &n soient tels
quen> 5. On trouve deux exemples de pavages digueae 8

Figure 8: Pavages par des triangles rectéglés isocesdmux angles égauxréb & gaucheet
7/6 a droite

2.2. Pavages par des triangles rectangles

Avec un angle droit, la contrainte sur les deuxemuingleg/n etz/p devient 1h + 1fp < 1/2. Pour
n = 3, valeur minimale de, cela donng@ > 7, et poumn = 4,p> 5, etc. figure 9. Rappelons que le cas
oun= 3 etp=7 estle cas ou le triangle pavant le planieel’'minimaler/42.

Figure 9: Pavages par des triangles rectangles peuB etp = 7a gauchepourn =4 etp =5 (et
n=5,p = 4)au centreeta droite ces deux pavages étant identiques, méme s’idsgsant différents.

2.3. Pavages par des triangles quelconques

o111
La contrainte— +—+—<1 permet notammemh=3,n=4 etp>5, oum=4,n=5 etp> 6, etc.
m n p
Quelques-uns de ces cas sont montrés stiglae 1Q Signalons que pour la construction d'un
triangle quelconque en connaissant ses trois gngbas peut soit appliquer les formules
trigonométriques donnant les c6tés en fonctionaaedes, ou procéder par des constructions purement
géométrique’s

" Ces formules obtenues par des considérations gédques sont données dans [AUD2013].



Figure 10: Pavages par des triangles quelconquesmpauB,n =4 etp = 5, 7, 9en haut pourm =
4,n=5p=6, 8 en bas.

Exercice 1 : Pavages kaléidoscopiques par des molgg non-réguliers

A partir des pavages précédents par des triangleslapnques, on constate que l'on peut
regrouper les triangles en éventail par groupes2de triangles. On obtient alors des polygones a
c6tés de méme longueur, mais avec des anglesanailte et 2/n et 2/p, et qui par la-méme ne
sont plus réguliers. Visualiser ces pavages.

Il suffit d'aménager ce que I'on a fait avec uramngle quelconque. On obtient ainsi de nouveaux
pavages kaléidoscopiques par des polygones quomteptus tout a fait réguliers a cause de leurs
angles égaux seulement de deux en deux par alternBar exemple, a partir d’'un triangle d’angles
7/3, 7l4 etx/8, on obtient le pavage polygonal dditpure 11

Figure 11: Pavage a partir d'un polygone a 6 cbétés égaus mac des angles @#2 etz/4 en
alternance.

Nous en resterons la sur les pavages kaléidosapiflous allons maintenant élargir la notion de
pavages par des polygones isométriques sous sa théarique, celle que H. Poincaré a développée
avec son étude stupéfiante sur les groupes fuchsien



3. Groupe fuchsien

appelons que le groupe des isométries direc m , est constitué des transformations
Rappelons que le groupe d tries directés, teom (H), est titué des transf t

de MobiusM telles queM (2) = aztb
cz+d

aveca, b, c, dréels ea d—b ¢ > 0, et que celui des isométries

+
directes deD, Ison(D), est formé des transformations de MobWuselles queM (z) = §Z+ TE; avec
z
Bl < Al
3.1. Notion de groupe discret

Placons-nous par exemple dassm (H), et normalisons les transformations en preaaht-b c=
1. Deux transformations! etM’ seront différentes sauf®i(z) = (@ z+ b)/ (c z+d) etM' (2 = (-a z
—b) / (-c z—d). On pourra dire que deux transformations sonthe si les quadruplets de nhombres
réels &, b, ¢, d) ou (-, -b, —c, —d) sont proches dea{, b’, ¢’, d’) ou (@', -b’, ', -d’). Cela signifie
gue nous définissons une notion de distance eatre tlansformations de Mobius normalisées, soit

d(M, M) = minimum( || & b, c,d)— @, b, ¢, d) ||, ||&b,c d) - (=, b, <, -d)])°

Prenons maintenant un sous-groupelster(H) dont les éléments sont des transformations de
MobiusM. On dira que la transformatidvh est isolée s'il existe un nombre positifel que pour toute
autre transformatioM’ du sous-groupe on aM(M’) > 4. Ce qui revient a dire qud est isolée si
elle est séparée de toutes les autres transfommgiar une distance non nulle.

Et I'on dira que le sous-groupe est discret si ahacdes transformations est isolée. Cela nous
permet de définir ce qu’est un groupe fuchsien.

3.2. Définition d’'un groupe fuchsien

Un groupe fuchsien est un sous-groupe discretsdai(H) (ou Isoni(D)), ce qui signifie que
toutes les transformations qui le constituent sniées’

Exemples

« DansD, considérons le groupe des rotations de cebtemgendré par la rotation d'angle/@
avecn entier positif. Il s’agit des transformations delius de la formé(z) = e'?**'"aveck de 0 &
n — 1. Ce sous-groupe dgoni(D) est manifestement un groupe fuchsien, comme sous-groupe
fini de Isom(D).

» DansH, le sous-groupe des translations entideglles queM(z) =z + n (avecn dansZ) est un
groupe fuchsief’

» DansH, le sous-groupe des transfomatidhselles queM(z) = 2" z (avecn dansZ) est un groupe
fuchsien.

8 On utilise ici la métrique euclidienne $Rf, telle que
d(@ b,cd), @,b,c,d))=(l@b,cd-@,b,c,d) :\/|a—a'|2 +|b-b'f+ |- c'f|d d9

® Cela revient a dire que le troupe n'a pas de gbadcumulation.

19 par contre, le sous-groupe des translationsstglieM(z) = z + a aveca réel non nul n’est pas un groupe
fuchsien.
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« DansH, le groupe modulairBSL(2, Z), formé des transformatiohs telles queM(2) = (@ z+ b) /
(c z+d) aveca, b, ¢, ddansZ eta d—b c= 1, est un groupe fuchsien.

Les groupes fuchsiens ont les caractéristiquesistés, que nous admettrons 1&i :

« F est un groupe fuchsien si et seulement si lafvamationld est isolée.

. F est un groupe fuchsien si et seulement si pouguzhélément deH (ou D) I'orbite* dez est
un ensemble discret.

Exercice 2 : Groupes fuchsiens et non-fuchsiens

1) En utilisant l'orbite d'un point z quelconque d#, montrer que le sous-groupe des
transformations M avec M(z) ='2 (n dans Z) est un groupe fuchsien.

Prenons un poirg quelconque dand. Toutes ses images sont situées sur la demi-dariteant
un angle de Arg avecOx. Choisissons une des images- 2'z. On a?’| = 2' |7. Les autres images
ont des modules"? |z, 2% [z, ..., et 27 |z, 2% |z, .... L'image la plus proche déest 2~ 'z a une
distance 2— 2" |7 = 2~ ' |z. On a bien une orbite discréte pour chaque goifeH. Le sous-
groupe des transformatiolMsest un groupe fuchsien.

2) Le groupe formé des translationsde la forme {z) = z + a avec a danR est-il un groupe
fuchsien ?

Non, car la transformation identité peut étre appée par les translatiohsavece aussi proche de
0 que I'on veut. On n’a pas un groupe discret.

3) a) Considérons le groupe engendré par deux tansdtions de Mobius dEl, soit Set T, S
étant parabolique et T hyperbolique. Est-il fuchsPePour le voir, utiliser notament TS T".

En pratiguant une conjugaison skiet T, on peut toujours s’arranger pour que’écrive comme
une dilatationT(z) =k zaveck réel > 0 ek # 1. Ss’écrit alors comme la translati®®) =z + a aveca
entier non nul.

Prenons d’abor#t > 1 et appliquons la transformatidn" S T" a un pointz :
z00-2=KRA08. z= Rz afl '=2 R ke)a +z/a"
En prenant suffisamment grandy/k" tend vers 0, et I'on trouve des transformationssdarbite

dez qui donnent des points aussi prezd@’on le désire. L'orbite den’est pas discrete, et le groupe
n'est pas fuchsien. Kiest inférieur a 1, on fait de méme en formBhs T

b) Soit F un groupe fuchsien et supposons qu’itieane une transformation S parabolique et une
transformation T hyperbolique. Montrer que S elpruvent pas avoir un point fixe commun.

Procédons par la négative, en supposantSgtd ont un point fixe commun. Par conjugaison, ce
point fixe deviento, etSetT s’écrivent§z) =z + a et T(2) = kz Par le méme procédé qu'a)y on
trouveT"S T(2) =z+a/k" Pourk>1,T"S T"(2) tend verg, T"S T" tend a se confondre avec
I'identité, et I'on n’a plus un groupe discret. P& 1, on fait de méme avadc'S T

M Poue un groupe fuchsien, le fait d’étre discrefiéaut au fait qu'il agit proprement discontinimelans
H. Cela signifie que pour n'importe quel ensemblmpactK deH, seul un nombre fini de transformatians
sont telles qug(K) coupeK.

12 'orbite dez est I'ensemble de toutes les imageg dar les transformations du groupe.
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4. Domaine fondamental et pavage

4.1. Définition

Si F est un groupe fuchsien, un domaine fondamental paest une partie ouverf@ deH telle
que :

» Six ety dansD sont tels qug = f(x) pour un élémeritdeF, alorsf =1d, ce qui revient & dire que
f(D) N D = @ (ensemble vide) pour toute transformatfode F autre que l'identité. Autrement dit
encore, les imagef§D) sont deux a deux disjointes, c’est-a-difD) N (D) = @ pour toutes
transformation$, etf, deF avecf; # f..

. Pour toutz de H il existe une transformationde F telle quef(z) est dans I'ensemble ferrie

formé de I'ouverD et de sa frontiére, ce qui revient a dire c@sf (D)=H.
fOF
Ainsi, une partie ouvert® deH est un domaine fondamental si chaque poirti d& trouve dans
la fermeture d’une certaine imaf{®) deD et que deux images distinctes ne se chevauchenCpia
signifie que les images d®pavent le plan hyperboliqu.

Prenons un exemple, a partir du groupe fuchBietles transformations de Mobifisde la forme
f.(2) =z + n, avecn dansZ. Considérons I'ensembl@ formé des pointg = x + iy deH tels que 0 «
< 1. Il s’agit bien d'un ensemble ouvert, et I'amstate qué,(D) est 'ensemble destels quen <x <
n+1, etf, (D) estlensemble destels quen<x<n+ 1. On en déduit queU f(D)=H et que
ndZ
pourn # n’, les ensemblef(D) etf,(D) sont disjoints. L'’ensemblB est un domaine fondamental
pourF. Le pavage correpondant est indiqué stiiglare 12 dansH et aussi dan.

Figure 12: A gauche le pavage dankl pour le groupd= desf,(z) = z + n. A droite le pavage
identique dans le disqu® obtenu par la transformation de CayleyHieersD.

Le domaine fondamental associé au groupe fuchsierest pas unique. On peut par exemple
remplacer les demi-droites verticales par des asugartant aussi vers l'infini, comme suffigure
13.

Figure 13: Pavage li¢ & un domaine fondamental délimitédearx courbes formées d’'un arc de
cercle prolongé par une demi-droite, dahet danD.

Un autre exemple simple consiste a prendre le gaugeF des transformations de Mobifi&z) =
2" z, avecn dansZ. C'est aussi un groupe fuchsien. Prenons commengrieD celui constitué des
pointsztels que 1 <z| < 2 dand, ce qui donne une demi-couronne circulaire. lresembles images
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f.(D) sont formés des poinistels que 2< 7| < 2", L'union des ensembles fermés correspondants
recouvreH et les ensembles ouverts sont disjoints deux &.deensembleD est un domaine
fondamental pouF, et donne le pavage defigure 14

RN

(@)

00,5 0 05 1
Figure 14: A gauchde pavage associé aux transformatify(® = 2' z dansH, eta droitedansD.

4.2. Polygones de Dirichlet

Jusqu’ici nous avons obtenu des domaines fondamrerissociés a quelques groupes fuchsiens
particulierement simples. Nous allons maintenatit goe tout groupe fuchsien posséde un domaine
fondamental particulier, assez simple a constrgues’appelle un polygone de Dirichlet.

4.2.1. Définition

Commencons par définir un polygone hyperboliquevega : il s’agit de l'intersection d'un
nombre fini de demi-plans. Cette définition estadé puisque la notion de demi-plan s’appliqueiauss
bien dandH que dan®, toutedroite divisant le plan en deux parties. Par exemplegl@y dansH
définit deux demi-plans, I'un dont les poiztent une partie réelle strictement négative, ettf@aavec
des pointg tels que Red) > 0. Ou encore la droite représentée par le eentité dan$l partageH en
un demi-plan avege||> 1 et l'autre aveg||< 1.

Notons que cette définition d’'un polygone hypentpadi convexe est plus large que la définition
classique d'un polygone parsegmentgjui constituent ses arétes. Car on accepte maintemu’'un
« cOté » du polygone soit une partie de I'horizufimi, comme dans ces exemples donnés sfiguae
15.

-

Figure 15: Polygones avec deux « c6tés » sur I’horizom dansH I'autre dan®D.

Nous admettrons ici la propriété suivante :

Soit F un groupe fuchsien autre que l'identité, formé tiassformations de MobiudsdeH ou de
D. Il existe alors un poin dont les imagefp) sont différentes dp pour toutes les transformatioh
autres que l'identité.

\*2)

Cela permet de définir la région de Dirichgtdu pointp, comme étant 'ensemble des points plus
prés dep que de tous les point@) avecf # 1d. Ce qui peut s'écrire

Dp={z0OH |d(z p< d z f{ p) pour tout 1 F Id}

On sait que tout segmenmt, [f(p)] joighant deux points distincts d¢ (ou D) admet une médiatrice,
et que celle-ci sépatd en deux demi-plans, I'un avec ses points plus gess que deB, et l'autre
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avec ses points plus presBlgue deA. la regionD, est délimitée par des morceaux de médiatrices, et
I'on a le moyen de la construire.

4.2.2. Construction d’'un polygone de Dirichlet

Pour construire un polygone de Dirichlet a partimdgroupe fuchsiefr, on procéde de la facon
suivante :

» Choisir un pointp dansH (ou D) tel quef(p) # p pour toute transformatiohde F autre que
lidentite.

» Pour chaque transformatidnde F autre qudd, construire le segmenp,[f(p)], puis tracer sa

médiatricel; et prendre le demi-plaH, ; délimité parl, ; contenant le poirnt.

Le polygone de DirichleD, associé au poigestD, = ﬂ Hop ¢
fO F\Id

On dispose alors de la propriété suivante, que adottrons :

Soit un groupe fuchsieR et un pointp qui ne reste fixe par aucune des transformatictesF
autres que lidentité. Alors la région de Dirichl2f est un domaine fondamental pdurEt si I'aire
deD, n'est pas infinieD, est un polygone convexe et il a un nombre fincokes.

Remarquons que lorsque 'on parle de polygone dietidét avec un nombre fini de cotés, certains
peuvent avoir une extrémité sur I'horizéH (ou oD). Notons aussi que si I'on change de ppine
polygone associé peut aussi changer.

4.2.3. Exemples

Nous commengons par reprendre les exemples simplegprécédemment, avant de traiter le
groupe modulaire.

4.2.3.1. Le groupe des translations entieres

Considérons le groupe fuchsiErdes transformatiorfs telles qué,(2) = z + n avecn entier relatif.
Choisissong =i. Alorsf.(i) =i + n et le point n'est fixé par aucune transformatibautre qudd. En
se placant dand, les médiatrices desegmentgi, i + n] en forme d’arcs de cercles sont des demi-
droites verticales d’équation=n/ 2. Les demi-plans associ¢s; ; sont tels que < n/2 pourn

positif, oux > n/2 pourn négatif. On en déduit que leurs intersections dohle polygone de Dirichlet
D; se réduisant a une bande verticale entre — 112et0it I'ensemble des poirgs= x + iy tels que
—1/2 <x < 1/2. Le pavage correspondant est visible sfiglae 16 Il est identique, a une isométrie
pres, a celui obtenu plus hatiggre 1), lorsque le poinp est 0,5 .

Figure 16: A gauchde domaine fondamentah rouge avec son poinp =i, et le pavage associé
dansH. A droite le pavage correspondant d@hs
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4.2.3.2. Le groupe de rotations

Prenons le groupe fuchsiéndes rotations dB formés des transformationdy telles quefiu(2) =
e 2 7 avecn entier donné > 0 détprenant les valeurs entiéres de ®-a1. Le seul point fixe di
est 0, et tous les autres points ont des transfordifférents d'eux sous l'effet des — 1
transformations, autres que I'identité (polr= 0). Prenons par exemple le pgint 1/2. Alorsfy(1/2)
= e 12 Le segment [1/4,(1/2)] est un arc de cercle centré en 0, et saatréh est un diamétre
deD faisant I'anglekz/n avecOx. Les demi-plansi,,, « bordés par ces— 1 diamétres et contenant le
point 1/2 ont pour intersection le secteur angalérmé deg tels que - /n < Arg z < z/n. |l s’agit
du polygone de DirichldD,/,. Le pavage correspondant est formédenches découpant le disgDe
(figure 179.

Figure 17: Pavage associé aux transformatify(@ = e "

a droitedansH.

Z, ici pourn = 10,a gauchedansD et

4.2.3.3. Le groupe des homothéties

Prenons le groupe fuchsiénformé des transformatiorfs dansH telles quef, (2) = 2' z avecn
dansZ. Choisissong =i. On a toujour$,(i) = 2'i # i pour tous les, autres quéd (pourn = 0). Dans
H, le segment vertical,[2" i] a pour médiatrice lsegmenen forme de demi-cercle centré en 0 et
passant par lenilieu du segmentLes demi-plans bordés par ces médiatrices eeonanti ont pour
intersection la zone comprise entre les demi-ceitcles deux centrés en 0 et passant I'un pauilleu
de [i, 2], soit iv2 et l'autre par lamilieu de [, i/2], soit i /N2 s'agit du polygone de Dirichlet
D, (figure 18.

1] [ hﬂ: ﬂ
Figure 18: Pavage associé aux transformatifar{g) = 2' zdansH a gaucheet dan® a droite

4.2.3.4. Le groupe modulaire

Par définition, le groupe modulaire &3L(2, Z). Il est constitué par les transformations de Msbi
az+hb

cz+d
fuchsien, dont nous allons déterminer un domainBidehlet associé.

f de la formef(2) = aveca, b, c, d entiers relatifs ea d —b ¢ = 1. Il s’agit d'un groupe

Prenong = 2i, et vérifions qud(2i) # 2i pour toute transformatidhautre qudd. En effet, si I'on
avaitf(2i) = 2, cela donnerait

13 Rappelons que la distance hyperbolique entredegsia etib aveca < b est dia, ib) = In (b /a), ce qui
donne bien poua = 1 etb = 2 le pointg tel que di, gi) = d(gi, 2i), soit In@) = In(2k), 2 Ing = In 2, Ing?=In 2,
g°=2,9=+/2, etiy/2 estle milieu ded bj.
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b+i2a _,. (b+i2a)(d-i2c)_ bd+ 4act 2i_
- A 2I ’ - 2 ’ -
d+i2c d? +4c? d?+4¢
bd+4ac=0
d?+4c’=1
La deuxiéeme équation impose que 0 etd = +1, et la premiere devielltd = 0, soitb = 0. Avec

ad-bc=1,onaad=1. Finalemena=d = +1 etb =c = 0. La seule possibilité est I'identité. Donc
f(2i) # 2i pour toute autre transformatién

2

Parmi toutes les transformatioipghoisissons-en trois :
fid=z+1,fi(9=z-1etf)(2d =-1/z

La premiere et le deuxieme sont des translationsrgées I'une de l'autre. Leegmen{2i, f1(2i) =
2i + 1] a pour médiatrice la droite verticade= 1/2 dandH, et le segment [2f(2i) = 2 — 1] a pour
meédiatrice la verticalx = —1/2. L'intersection des deux demi-plans coroesiants est la bande
verticale des points=x +i y tels que —1/2 « < 1/2. D’autre part, le segment [2(2i) =i/2] a pour
médiatrice le segment en forme de demi-cercle éesrO et de rayon't.Le demi-plan associé a
cette médiatrice est tel qug % 1. L’intersection des trois demi-plans estudaceR des pointz = x
+iy tels que —1/2 x < 1/2 et?|> 1 figure 19en haut a gauche

En prenant toute les transformatidret les demi-plans qui leur sont associés, on giiainer que
le domaine de DirichldD,; est inclus danR. Nous allons maintenant montrer dg=R.

Raisonnons par I'absurde en supposant Qyeest strictement inclus dam® Il existe alors une
transformatiorfy, autre qudd, telle quef(R) N R soit non vide, et il existe alors un pomtdeR tel
az+b
cz+
czn+df=kx+d+icyl=(Cx+d’+cyy=cf +2cd%+d*>c’—pd+dcary>1
etavec —1/2 %, <1/2, ¢ d < cd2x < [c d dansR. Ainsi :

quefy(z) est aussi darR. Posond(z) = aveca, b, c,ddansZ etad-bc=1.0Ona:

lc % +dP> (| - H))* + ¢ d > 0. Mais si I'on avait (] - H|)* + k& d = 0, cela imposerait=d = 0, ce
qui n’est pas possible puisqaal—b c= 1. Finalement :

mz,
lcz,+ df
En remplagant, parf(z) qui est aussi darig etf, parf,™*, on obtient de mémém z, < Im f(z,).

lc % +df > 1, etim fy(z,) = <Im z,

Finalementim f,(z,) <Im z,<Im f,( z), ce qui est impossible. On a dobg = R. Remarquons

gu’il s’agit d’'un triangle avec un angle nul et deangles égaux &/3. Son aire est donc égaler &
2713 =xn/3.

Un polygone de Dirichlet pour le groupe moduld&®L(2, Z) est donné par
D,; formé des pointzdeH tels que4 > 1 et -1/2 < Rej < 1/2.

Le pavage correspondant est donné sfiglae 19 en bas

14 En appliquant toujours la formuleia(ib) = In (b /a),.
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Figure 19: En haut a gauche, le domaine fondamental dupgrowdulaire, et a droite quelques-
unes de ses images comme composées de transfarsnatés translations sont notées 1 et — 1, la
transformatiorf, (qui est le produit d’'une réflexion autour du d¢eret d’'une réflexion autour ddy)
est numérotée En bas le pavage correspondant d&h& gauchest dand a droite

4.2.4. Remarques complémentaires

1) Reprenons I'exemple du groupe modulaire, avecgoupe de transformatiold telles que
M2 =(@z+b)/(cz+d)oua, b, c, dsont danZ eta d—b c= 1. Prenons le point 0, qui est sur la
frontierecH. Son orbite est formée des poihtéd avech etd dansZ etad—b c=1. Poud=0o0n a
le pointwo, et pourd # O le fait d’avoira d—b ¢ = 1 signifie queb etd sont premiers entre eux, ce qui
donne une fractiot/d irréductible. Commeb et d sont quelconques, l'orbite de 0 est I'ensemble
Q Owqui n'est pas un ensemble discret. Mais cela nfest en contradiction avec le groupe

modulaire qui agit sufl, et pas sur sa frontiere, et qui lui est discret.

2) Nous avons vu précédemment le groupe fuchsigareté par la translation entidréelle que

A " f(2 =z + 1, constitué par les translations de la fofy(® =
z + n avecn entier relatif. Et nous avons trouvé deux
domaines fondamentaukBD et ACE que nous redonnons
sur lafigure ci-contre, en rougeEn les coupant en deux
triangles isométrique#®,BC et ACD pour I'un,ACD etADE
pour l'autre, on constate que les deux domainesuont
triangle en communACD, et que le triangle restant du
premier, soitABC, est transfomé en l'autre triangle restant
ADE par la translatiof
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La méme méthode peut s’appliquer au groupe moauldifous connaissons son domaine
fondamentald délimité par les droite® et D’ (en rouge et ocre sur la
figure ci-contrg et par l'arc du cercleC de centreO et de rayon 1.
Coupons-le en deux suivant la drdded’équationx = 0. Puis prenons la
droite D, d’équationx = 1, et le cercleC’ de centre 1 et de rayon 1.
Considérons maintenant le triangle délimité parD,, D, etC’. Il a une
partie commune avec le domaine.fondamendtadélimitée paD; et D’
(en ocre sur lafigure), et sa partie restante délimitée @aret D, (en
rose est I'image de la partie restanen(rougé entreD etD; du domaine
4. On obtient ainsi un nouveau domaine fondamefidglimité parD; et
D..

D DI p D

O
@]

-1/2 0 12 1

Ces exemples donnent des domaines fondamentaéxetif6 mais qui ont le méme aire. Cette
propriété se généralise :

Deux domaintes fondamentaux d’un groupe fuchsi¢tawujours la méme aire. |

Considérons deux domaingstA’ d’un groupe fuchsief, constitué de transformations notées
Appelons leurs aire&(4) et A(4’). On sait qu'avec tous lesdeF, I'union desg(4’) pave le plarH.
On peut écrire :

AB) = A (T gAI)
=2 AAn g(A))
9

=2 A(g(An gAY)
9
=2 Al Q) nAY)
g
= A(A") carlesg™ Q) pavent le pla

Au point ol nous en sommes, hous venons de voiexisples de domaines fondamentaux ayant
une partie de leur frontiére a l'infini. Nous avowns aussi précédemment des pavages a partir de
triangles ou de polygones réguliers obtenus arpdetiéflexionssuccessives autour de leurs cbtés —
des isométries indirectes en I'occurence. Mais ggtle rapport avec les domaines fondamentaux et
leurs pavages obtenus a partir d’'isométries dise2t€ela nous amene a définir des transformatiens d
Mobius couplant deux a deux les c6tés d’'un domtindamental.

5. Couplage des cétés d’'un polygone de Dirichlet eycles de
transformations

Supposons que 'on ait un groupe fuchdteavec son polygone de DirichlB}, qui est un domaine
fondamental. Cela permet de construire un pavagepldn par des polygones isométriques.
Notamment le polygonB, admet des polygones qui lui sont adjacents. Btexine isométrig deF
(autre qudd) telle qu’un c6tés de D, sépare le polygon®, et le polygone imageg '1(Dp). Ce c6té est
d’ailleurs unsegmenporté par lanédiatricedu segmenip, g'(p)]. Alors, sous l'effet dey, le cotés
séparang‘l(Dp) etD, devient le cot&’ séparanD, etg(Dp). La transformatiom couple les cotés et
s’ (figure 20, et ces cbtés sont isométriques. Plus précisérsightet B sont les sommets extrémités
des, etA’ B’ ceux des’, avecA—A’' etB—B’ parg, et que I'on oriente les cotés AeversB et deA’
versB’ (ou inversement), le polygorig, se trouve d'un c6té du segment orierAd][(a droite par
exemple) et de I'autre poulATB’] (& gauche dans cet exemple).
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Figure 20: La transformatiomy couple le c6t& avec le cot&'.

Reprenons quelques exemples de groupes fuchsignisodoconnait le polygone de Dirichlet
associé.

« F est le groupe des translations entidy&3 =z + n.

s| P |s'=g(s) DansH, le domaine fondamentd, est rappelé ci-contre. Le cog
¢ separeD, etf(Dy). Le cotes’ separeD, etf,(D,). La transformatiory = f;
Dp fait passer de as’ = g(s). C'est la transformation de couplage associée a
12 172 (g™ étant celle associéesd, soitg(z) =z + 1.

« F est le groupe modulaiReSL(2, Z)

Avec le domaine fondamental daHsindiqué ci-contre, la transformation
notée 0, telle que’ =z + 1, envoie le cétéens’, et son inverse envog ens.
D’autre part, la transformation 1 telle gqme= —1 /z transformes” ens”, en
retournant I'arc de cercle car, rappelons-le, amjamais l'identité parmi les
couplages.

A la différence des deux exemples précédents, albuss maintenant traiter le cas le plus simple,
celui ou le polygone de Dirichlet a tous ses sorsngleinsH (ou dansD), avec un nombre fini de
sommets. On se place alors dans le contexte suigené un groupe fuchsi¢havec son polygone de
Dirichlet D, dont les cétés sont couplés deux a deux par aesfarmations,, f,, ...,f, deF —Id.

Chaque co6té d®, a deux sommets qui lui sont associées, pris danseuain ordre, et chaque
sommet a deux cotés accrochés a lui. Pour chagumsty associé a un des deux cé6gaous avons
le couple ¥, s). Partons d’'un de ces couples, so, (&). Le cOtés, est couplé par une des
transformationg; avec le cot&’y, le sommet/,, devenant le sommet,. Puis on prend 'autre c6&
associé &'y, ce qui donne un nouveau couplg,(s” o). Et I'on recommence en prenant le sommet et
le cOté couplés aver’'(, s”o) par la transformation de couplage correspond@neobtient de la sorte
une succession de sommets et de cotés par ledesigansformation de couplage. Que va-t-il se
passer ?

Comme le nombre de couples (sommet-c6té) estdimiest sir, au bout d’'un certain nombre de
transformations a partir d’'un couple initial, deoraber sur un couple que I'on a déja trouvé. Et
comme les transformations sont bijectives, on ng pae retomber sur le couple initial. On obtient
alors ce que I'on appelle un cycle elliptique, alecycle de sommet, : Vo, Vo, Vo, ..., VPo.et la
composée des transformations associ®so ..o fy" ofy ofy AU cas ol les sommets n'ont pas tous
été atteints par ce cycle, on part d'un de ces sig)net I'on détermine son cycle. Et ainsi de suite
jusqu’a ce que tous les sommets soient dans ue.dye$ cycles elliptiques obtenbg Ej, ... forment
ce que I'on peut appeler le graphe des trajectoires

Exemple
Supposons que 'on ait un groupe fuchdredont le polygone de Dirichldd, est un hexagone, et

que l'on puisse apparier les cotés par les traissformations 0, 1, 2 comme indiqué sufidare 21
Notons que cela impose que les cétés ainsi cospléat isométriques deux a deux.
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Figure 21: Hexagone avec ses trois transformations de agepl

Partons du sommet O associé au coté O :

07 (0)-(5) o5~ o-(d-(3 oe-(3-({or( {-[§

On obtient le cycle elliptique des sommets (0 5 3) kt de transformations (1' 2° 0’ 1 0) (les
inverses comme 1étant notés 1’). Le sommet 2 n'a pas été att€inerchons son cycle :

2 2 2
(2] Ot (J - (2} d’ou le cycle de sommet (2) et la transformation (2

Finalement le graphe des trajectoires est (0 5 8) 1(2) pour les sommets, et pour les
transformationg*; = 10 2’0 0’0 1o 0 etf*, = 2. Ces deux transformations de Mobius admettent
chacune un point fixe : 0 pour I'une et 2 pountta. On sait qu'une telle transformation de Mobius
avec un point fixe dand est une transformation ellliptique #e(et deD), ou exceptionnellement
l'identité, ce qui explique la dénomination de eyelliptique.

Cela se généralise. Les transformations obtenues goaque cycle de trajectoires sont des
transformations elliptiques. On a alors ces pro@sieque nous admettons ici :

« Soit un groupe fuchsieh et une transformation elliptiqdede F. Alors il existe un entier nature
positif mtel quef ™ =Id. Le plus petit entiem vérifiant cette égalité est appelé I'ordrefde

» Si Dy est un polygone de Dirichlet associeé au gratpavec ses sommets dafnsou D) et que

I'on a un cycle elliptiqude dont la somme des angles associé aux sommets tdtue(az(Za, et dont
E

la transformation associée éselliptique d’ordremg, alorsme Za =2 (mg>1).
E

» L'ensemble des transformations couplant les ad¢d3, engendre le groupe fuchsien

Reprenons notre exemple de I'hexagone. Supposohsajtirégulier avec des cotés et des angles
€gaux, ces angles valant 5. Pour le cycle elliptique (1' 2' 0’ 1 0) orptrve que son ordma est tel
quem5z /5 =2, soitm= 2, et pour le cycle (2) son ordre gsttel quem’ z /5 = 2, soitm’ = 10.

Le groupe fuchsierr peut étre considéré comme engendré par les tramsions O et 1 avec les
relations (1’ 2 0’ 1 0§ = Id et 2° = Id. Cette nouvelle définition du grouge est appelée sa
présentation, sous forme de générateurs et deoredat

A ce stade, nous sommes partis d’'un groupe fuclspartir duquel on a construit son polygone de
Dirichlet D, ainsi que ses transformations de cotés a cotés best plutdt l'inverse qui nous
intéresse. Et c’estla que H. Poincaré interviamec un théoréme qui porte son nom, et que nous
allons étudier dans deux cas particuliers.
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6. Théoreme de Poincaré pour un polygone n‘ayant gade
sommets a l'infini

Nous allons maintenant partir d'un polygone conyexe se placant dans le cas ou ses sommets
sont tous danbl (ou D), puis nous allons prendre des transformationsodplages de cotés, ce que
nous savons faire. Le probléme est alors de savbon obtient un groupe fuchsien et lequel. Oh es
alors dans le contexte du théoréme de Poincaré, éuonce ainsi :

SoitD un polygone convexerac6tés, dont tous les sommets sont dans le disgi®ishcard (ou
H). Equipons-le d’'un ensemb&de tranformations de Mobius (des isométries da®ateliant chaqu
cOté a un autre coté. Par effet répété de cesfaramations, il s’ensuit I'apparition de trajectasr
cycliquesk,, E,, ..., E, ol tous les sommets sont atteints une fois esanke. Supposons que chagun
de ces cycleE; obéisse a la condition cyclique elliptique : ilig® un entierm > 1 tel que

m Zak =27 ou Zak est la somme des angles des sommets du EyoMors :
k k

O W

« Le sous-group€& engendré par les transformations@lest un groupe fuchsien.
» Ce groupd- a le polygond comme domaine fondamental.

~ Ce groupér obéit aux relationg, ™ = Id, formées par les transformatiogsd’ordrem associées
aux cycless,.

6.1. Exemples de polygones réguliers hyperboliques

6.1.1. Quadrilatére régulier

Utilisons les deux transformations 0 et 1 indiquagslafigure 22

Figure22 : Le quadrilatére régulier avec ses cotés et sges égaux, et les deux couplages de
c6tés que I'on a choisis.

Puis construisons les trajectoires cycliques :

023 (3) ot-(3-(d
0 1 2 3 0
Le premier cycle sur les sommets est (0 2).

Partons d'un sommet restant 1 :

1 . (1 1
(J DE-»(OJ - (J le cycle est (1). Il reste le cycle a partir dgg8 comme le précédent se

réduit a (3).

Les cycles des transformations correspondanteg@ari’), (1), (0). Pour le premier, onma, 2«
= 2z, oua est 'angle du quadrilatere. Comme un quadrilatégelier doit avoir ses angles inférieurs a
7/2, on trouve un angle qui convient lorsqu’il estld former / g avecq entier> 3, aveamn, = q. Pour
le deuxieme cycle, on doit avain o = 2z, doum, = 2 g. Et de méme pour le troisiéme cycle. Le
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groupe engendré par les transformations 0 et tésepte sous la forme des relations () = Id, et
(1)?=1d, ou ce qui revient au méme :

(10 0)'=1d, (1L¥?=1d, (0y¥?=1d.

Ce groupe fuchsien a pour domaine fondamental éelrijjatére régulier, & partir duquel peut étre
obtenu le pavage.

Prenons une autre facon d’apparier les cotés, camtigué sur Idigure 23.

Figure 23: Un autre couplage.

Ona:

o233 (- oo (3024
0 2 3 1 2 0)

On trouve un cycle unique de sommets (0 3 2 1)oet jes transformations @001 o 0). La
conditions s’écrim 4 a = 2z, ce qui impose: =z / (20) avecq > 1, d'ola = #/4 pourq = 2 etm= 2,

7/6 pourqg = 3 etm = 3, etc. Par exemple, pow= z/4, on obtient le groupe fuchsiénde générateurs
0 et 1 avec la relation @00 10 0¥ = Id.

Prenons une troisieme facon d’apparier les cétésgjeutant des sommets auxiliaires au milieu de
chaque co6té, ce qui donne un octogdiggife 29.
6 -
5 5 4

Figure 24: Chaque cdté est partagé en deux, ce qui doneenonvelle facon de coupler les
sommet¥.

On trouve alors les cycles de sommets (0 2 4 6)(8)(5) (7), et les transformations
correspondantes (32 1 0) (1) (2) (3). La conteafir les angles donne pour le premier cypthea =
2r, 2a m=mx, soita =z / mavecm> 3. Et pour les autres cyclas, = 2. Le groupe fuchsien est
engendré par 0, 1, 2, 3, avec les relations (R £ 1° = 2 = ¥ =Id avecm> 3.

5 4 Nous venons de voir trois facons d’apparier les
cOtés. Ce ne sont pas les seules. Il y a aussleles cas
ci-contre, avec les présentations (0 2)(2 1J" = ¢* = 12
=Id (m>3) pourlunet(210)=1d, *=1=Id, 2*"=
Id (m> 1) pour l'autre.

Quelles que soient les facons d'apparier les cdtégquadrilatere régulier, on trouve toujours le
méme pavage. Et c’est le méme que celui obtendgmréflexions sur les quatre cétés. Mais nous

15 es orientations relatives des cotés étant suffisam claires, nous pouvons maintenant les omettre.
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n’'avons pas trouvé les pavages par des quadréatégeliers avec des angles @#2ou 2/7, etc., ce
qui indique qu’ils ne peuvent étre obtenus qu'atipate réflexions, c'est-a-dire des isométries
indirectes.

Exercice 3 : Le cas du carré euclidien

Ce que I'on a fait avec un quadrilatére réguliemplhybolique s'applique aussi au carré euclidien
avec des angles dg2,ce qui donne le groupe fuchsien F de générateéwisl avec la relation 40’0
100= Id. Montrer que ce groupe est isomorphe au groageitif commmutatiZ® muni de I'addition.

Montrons qud- est commutatif : 01 = 01 1’0’10 = 00’10 = 10 (h@wons omis les)

Une transformation quelconque Beest de la formé=0™1™0™ 1™ ... 0™ 1™, avec tous les
exposants darB. Grace a la commutativité, elle s’écrit aussi* O™ " * ™ 1M+ "2+ = g 1" | o
groupeF est formé des élémentS 0" avecmetn dansZ.

Le groupe additiZ? est formé des couplemy(n) avecm etn entiers relatifs. Il est isomorphe au
groupe multiplicatif formé des élément8 §': (m, n) < 0™ b", I'addition de I'un correspondant a la
multiplication (composition) de I'autr& est isomorphe &2

Exercice 4 : Quadrilatére régulier avec des angtissr/4

~

Reprenons I'exemple du quadrilatére régulier aves @ngles der/4, et
avec les cdtés opposés appariés comme indiquéasfigure. On a vu qu'il
1 existait un seul cycle de sommets (0 3 2 1) et lgugroupe fuchsien
correspondant avait pour présentation © 0’0 1o 0)* = Id. L’objectif est de
vérifier ce résultat en construisant le pavage dandisque de Poincaré.

1) Déterminer les coordonnées des sommets du datead,
ainsi que le centre et le rayon des cercles porfast cétés du
guadrilatére.

Il s’agit de construire en premier lieu le trianglent le sommet
en O a pour angler/4, le deuxiéme sommet s@x avec un angle
droit, et le troisiéme sommet -le point numérot@aec pour angle
7/8. Ce triangleen noir sur ledessin ci-contradonne le pavage du
disque de Poincaré ainsi que le quadrilatére 0823qugé.

Pour le cercle passant par les sommets 1 et 2alteif® donne son centre (situé sOK) a la
distanced = 1,554, et son raydR = 1,189 (avea:i2 -R= 1). Le sommet 2 a pour coordonnées (0,455,
0,455). Les autres sommets s’en déduisent.

2) Déterminer les transformations de Mobius 1 efud couplent les c6tés 03 et 12 ainsi que les
cotés 01 et 23.

La transformation 1 peut étre considérée commeadduyit de 'inversion faisant passer du cercle
centré en d (cf. 19 et portant les sommets 0, 3 a I'axe gesiivie de I'inversion faisant passer Qg
au cercle portant 1 et 2. La premiere inversionracgrcle qui a pour centre le point d’abscissk+(
R) surOx, et la deuxieme eth + R, puisqu’on est dans le cas ou un cercle est wemsfen droite. Et

le rayon des cercles d'inversion egsel quer2 =A’—_1avecA=d+R puisqu’ils sont orthgonaux au
2 _ AT _

— , SOit 2'=—

Z+ A Z+

disque unité.. La premiére inversion est de la bz A= . La deuxieme

16 ¢f. [AUD2013].
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_ —(A2 -
éz 1. Par composition, la transformation 1 s’émtw
Z- A —2Az- (K +1)

et —R=1,A+1=d*+R+2Rd+1=d°+R + 2Rd+ d® — R = 2A d En divisant les

s'écrit z'= .AvecA=d+R,

- . L dz+1 .
coefficients par &, la transformation 1 s’écrit flnalemerxf:Td " On constate dailleurs que,
z

par son écriture, cette transformation conservsidisn le disque de Poincaré que le demi-plan de
Poincaré.

— L
idz 1Ou dz+ i 45

Le méme procédé donne la transformatiornz0= y . .
z+id -iz+d

3) Vérifier que la transformation 4’0’ o 1 0 0 associée au cycle de sommets (0 3 2 1) est une
rotation d’angler autour du sommet 0, donc elliptique, et que I'ohien (1'0'10f = Id (1’ et O’
étant les inverses de 1 et 0).

Faisons la transformationdl0’ o 1 0 0. A partir du quadrilatére initial, on obtientcsessivement
les pavés 0, puis 10, puis 0’10 et enfin 1'0'10s @radrilatéres sont dessinés sufidare 25 a
gauche en bleu On constate que le quadrilatéere 1'0'10 se dédigh du quadrilatére initial par
rotation der autour du sommet 0. En répétant la transformatamgbtient les quadrilateresn rouge
sur la figure 25 a droite01'0'10 = 1’01, puis 101'0'10 = 01, puis 0’10110 = 1 et enfin le retour au
quadrilatére initial 1'0’101’0’10 dd. Les deux écritures possibles des quadrilatenesdes au fait

que (1'0'10¥ =Id.
101'0'10 =101
01-0-1

Figure 25: Action de la transformation (1'0’1®¥tape par étape, avec notamment le quadrilatére
1'0’10 (ou 0'1'01) se déduisant du quadrilatergi@ipar demi-tour.

4) Donner I'écriture des huit quadrilateres qui eatent chacun des sommets 0, 1, 2, 3.

Le cycle de sommets (0 3 2 1) peut aussi s'éc3i21 0) et I'on a (€1'00’01)* = Id, soitla rotation
001'00’01 d’anglez autour du sommet 3. Il en est de méme autour deuchdes sommets, ce qui
donne un éventail de huit quadrilateres dont ltéoei est donnée sur fegure 26 Autour du sommet
3, apres le quadrilatére initial, on a les quat#ikes 1’, 10, 1'01, 1'010’ (ou 01'0'1), 01’0, 0.D.

" Une autre méthode est donnée dansw.pierreaudibert.fr/explor/Schottky.pdexercice L

18 On peut aussi obtenir cette transformation 0 ejugmant la transformation 1 avec la rotation detregO et
d’angle droit.
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Figure 26: Numérotation des quadrilateres autour des sommet

4) Si 'on change le couplage des cbétés, par exenapl prenant comme transformations les
rotations der/4 autour des sommets 0 et 2, obtient-on le mémwageale méme groupe fuchsien ?

Le groupe fuchsien que nous avons étudié dansuestigns précédentes ne contient que des
rotations d’angler, mais pas de rotations d’angt® ouz/4. Il est donc différent du groupe fuchsien
créé par des rotations @#d. Pourtant le pavage reste le méme dans les casixAinsi le méme
pavage peut correspondre a des groupes fuchsiéhedis.

6.1.2. Octogone hyperbolique régulier

Considérons I'octogone hyperbolique régulier avex cbtés de méme longueur et des angles tous
égaux ar/(4k) aveck entier positif. Les cotés sont appariés commelesutessin de ldigure 27
Vérifions que les quatre transformations 0, 1,,2l 8ngendrent un groupe fuchsien.

Figure 27: Octogone régulier et ses couplages de cotés.

Constattons d’abord qu’un tel octogone existe. &nagsI’'un polygone régulier @cotés existe si et
seulement si son angleest compris entre 0 at ¢ 2)/n, soita < 3n/4, ce qui est bien le cas paukE
7/(4k). Partons du sommet O associé au coté 0 et dé@msson cycle.

o) o= (aJ- (5 o (- (3 oo (d- (3o 3- (]
(o) g) o3 (g 915 (9 273

Les 8 sommets ont été atteints. On a un seul ejigitique des sommets successifs: 0321476
5, et la transformation cyclique associée es3 30201 00’ 0 10 0. On constate que la condition
sur les angles est vérifiée lorsque8 = / (4m) = 2z, avecm > 1. Le groupe engendré par les 4
transformations est un groupe fuchsien. Et ce gralg@it a la relation (32'0 30201’ 00’ 010 0)"
=Id avecm > 1.
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6.2. Polygones non reéguliers
6.2.1. Quadrilatéres
Nous allons maintenant traiter le cas d’'un qualdtitagqui n’est plus régulier.

Prenons d’abord le cas d’'un quadrilatére qui agsesre angles égaux, et ses cotés opposes égaux
deux a deux, en commencant par le construire grfilegercice suivant.

Exercice 5 : Quadrilatere a angles égaux et cot@gposés de méme longueur

Il ne s’agit plus, sauf cas exceptionnel, d'un golye régulier, mais plutét d’'une sorte de
rectangle. Comment construire de tels quadrilat&es

1) On se donne la longueur d’'un c6té hyperboligdB][dans le disque de Poincai® Prendre
d’abord ce segment sur (Ox) avec son milieu endOmEdiatriced de ce segment est Oy. Construire
des segments [A'B’] de méme longueur ayant pouriatréce 4.

On se donne le poid (xb, 0) sur PxX), d’'ou I'on déduitA. On se donne aussi le poidt (0, yO’)
sur [Oy). Il existe une inversion unigquiefaisant passer d@ a0’ et I'on détermine aisément le centre
et le rayon de son cercle. Cette inversion faispe® enB’. On a dQ,B) = d(©O’, B’) et par symétrie
on obtient lesegmen{A’B’] de méme longueur quélp]. En faisant varieyO’ de -1 a 1, on obtient
ainsi dessegmentsous isométriques avec le segmexB][(figure 2§.

2) Quelle courbe décrit le point B’ ?

Ou que soit le poin®’, on a toujours d)’, B’) = d(O, B) = cte. La courbe décrite p8# est la
courbe équidistante d©Y), c’est-a-dire un arc de cercle qui passeBainsi que par les points (0, 1)
et (0, —1), ce qui permet de trouver le centreeetal/on du cercle correspondant. Il en est de méme
avec le point.

Figure 28 : A gauchele segmentAB] et les segments isométriquesB’] ayant pour médiatrice
Oy. A droite sont ajoutées les courbes circulaires équidissadOy, décrites paf’ etB'.

3) On veut construire un quadrilatére avec des asgtgauxx et les cOtés opposés de méme
longueur : d(A, B) = d(C, D) et d(A, D) = d(B, QQuelle est la contrainte sux pour qu'un tel
guadrilatére existe ?

Rappelons la contrainte pour qu’un polygona @dtés existe : la somme de ses angles doit étre
inférieure af — 2)r. Cela donne icia < z/2.

4) Prendre un des segment [A’, B'] ayant une certaiongueur donnée, et montrer que 'on peut
construire un quadrilatére avec des angles égaakles cotés opposés de méme longueur.
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Donnons-nous un angte puis tracons ledroitespassant pat’ et
B’ et faisant cet angle avec A'B’]. Les pointsC’ etD’ sont sur ces
droites qui sont symétriques par rapporOg Comme on veut que
d(C’, D’') = dA’, B’), C’ et D’ sont symétriques par rapportQy.
Avec dC',D’) = d(A, B), le segment@’, D’] est un des segments
isométriques avecAB] obtenus précédemment. Les segmeyiD]]
et [B'C’] étant orthogonaux aux cercles qui sont les caurbe
équidistantes, on en déduit que les angleS etD sont égaux a ceux
enA et enB.

5) Montrer que le quadrilatéere obtenu a ses diadesa&ui se coupent en leur milieu et ont méme
longueur.

Pour des raisons de symétries, les diagona#l&S'] et [B'D’) ont
méme longueur et se coupent en un poingui est suOy. Les triangles
O'A'B’ etO'C'D’ sont isocéles, et ils ont un angle en communorils
donc leurs trois angles respectifs égaux et soomnésriques. Les
diagonales se coupent en leur milieu.

6) Sans perte de généralité, on peut remplaceruledglatere construit précédemment par un
quadrilatére isométrique ayant son centre en O. fRisant varier I'angle a, tracer plusieurs
quadrilatéres de centre O.

Les résultats sont donnés sur flgure 29 On remarquera que les cbtés horizontaux des
quadrilatéres sont des arcs de cercles du faistemints limites les pdles nord et sud du disque de
Poincaré, tandis que les cotés verticaux sont iafagsceau dont les points limites sont les exifiésn
ouest et est du disque d Poincaré.

Figure 29: Quadrilateres a cbtés opposés égaux et a aéghas<. La longueur d’'un coté étant
donnée, I'angle est en bijection avec la longueudelixiéme coté.

Prenons un tel quadrilatere, avec le seul couptigeodtés possibldigure 17 a gauche On
retrouve un des cas déja traité pour le quadrdat@gulier, avec un seul cycle de sommets (0 3 1)
la transformation correspondanteo(@’o 1 00). La contrainte sur les angles s’écrinz =z, soita =
7/ (2m) pourm> 2, ce qui autorise un angle g ouz/6, ... Le groupe fuchsiehf est engendré par
les transformations 0 et 1, avec la relatiog Q1 1, 0)" = 1 pourm> 2. Un pavage correspondant est
donné sur ldigure 30dans le cas oa = 7/6.
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Figure 30: A gauche le quadrilatére avec les deux transformationscaolgplage.A droite le
pavage obtenu a partir de ce quadrilatére pour/6.

Un autre cas se présente en prenant un quadriitéceses cotés opposeés égaux deux a deux et ses
angles opposés égaux deux a deux, comme dansdeicast figure 31a gauchg On commence par
construire le triangleABC, puis par demi-tour, le triangle isométrigd®B. On obtient ainsi un
guadrilatére avec ses cbtés et ses angles oppgaés éeux a deux. En couplant les cotés opposés
comme précédemment, on retrouve le cycle (0 3 &iljD A C B, avec la contrainte sur les angles
2m(z/8 + 31/8) = 2r, d'ou m = 2. Avec les angles que nous avons choisis, Vageest possible
(figure 31 a droitg.

Figure 31: Quadrilatere ave&C = DB, BC=AD, et A=B=37/ 8,C= D=7/8.

Une autre méthode consiste a coupler les cotésaadf@deux a deux. Prenons deux exemples
simples :

» Quadrilatere a quatre cotés égaux et des angfEssép égaux, plus précisément deux angles de
7/4 et deux angles de2. Il s’agit de deux triangles équilatéraux acdéspOn a les cycles (0) (2) (1
3) avec les contrainte®yy /4 = 2r, My ©/d = 2t etm’(n/2 + z/2) = 2z, soitmy =M, =8 etm’ = 2. Le
groupe a pour présentatioh91% = Id et (0 1 = Id. Le pavage correspondant est donné sfiglae
32 en haut

» Quadrilatére a cotés adjacents égaux deux a deux,cotés adjacents étant séparés par un angle
égal ar/3, les trois autres angles étant égaak2aAvec les cycles (0) (2) (13) les contrainteartnt
My /3 = 2t, My /2 = 2r et m'(z/2 + 7/2) = 2Zr, soitmy = 6, M, = 4 etm’ = 2. Le groupe a pour
présentation 0= 1d, 1* = 1d et (0 1§ = Id. Le pavage correspondant est donné sfiglme 32 en bas
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Figure 32: Deux formes de quadrilatéres et leurs pavages.

Ce que nous avons fait avec les quadrilateresgisiidapté aux polygones ayant un nombre pair
de cbtés. Mais qu’en est-il pour un nombre impaicdtés ?

6.2.2. Cas d’'un pentagone

Pour permettre les couplages, nous devons ajoantepmmet qui est le milieu d’'un coté, ce qui
donne un hexagone, comme sufidgaire 33

Figure 33: Un pentagone transformé en hexagone, avec lgdages de c6tés choisis.

Les transformations de couplages que nous avonsiehaeur ldigure 33supposent que les cbtés
2 et 3 sont égaux, ainsi que les cotés 4 et 5oba® des angles du pentagone doit étre inférieure a
3, soitag + ap + az + a4 + as < 3r. Les cycles sur les sommets sont: (0 2 4), @), (6), et les
transformations associées sont (2 1 0), 0, 1, &.domditions sur les cycles s’écrivent pour cesj cin
cycles :

Mo (a0 + 0 + 0g) = 21

mrz=2rdolum=2

M as = 2r

my as= 2r

SiI'on prend par exemple, + a, + a4 = 2, soitmy = 1, on doit choising = 27 / my avecm; > 3 et
as= 2r/my de facons que % + 1/imy < 1/2. Par exemple poug = 27/3, on doit avoils = 22/m, avec
my > 7. Dans le cas particulier aty + a, + a4 = 2r, a3 = 27/3, as = 27/7, le groupe fuchsien est
engendré par 0, 1, 2 avec les relations 2 1d) & =1d, 1*=1d, 2’ =1d.
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7. Théoréme de Poincaré pour un polygone ayant desmmets a
I'infini

Supposons maintenant que le polygone ait des s@ranénfini, c’est-a-dire sur I'horizodH de
H (ou oD de D) sans pour autant qu'un ou des « cOtés » ne seigntette frontiere. Nous allons
encore appliquer la méthode des couplages et @éssayans ce nouveau contexte, en distinguant les
cycles elliptiques contenant des sommets qui nepamsur la frontiere, et que nous connaissors déj
et ceux qui contiennent des points sur la frontiére

Les transformations de couplage étant des transimnsade Mobius, elles agissent dahsmais
elles transforment aus&H en lui-méme. Si 'on d’un sommet situé sur la frére, son transformé est
aussi sur la frontiere, et ce sera soit lui-méniewvoautre point frontiere, comme par exemplelaur
figure 34

0

Figure 34: Hexagone dan® avec deux points frontiéres 0, 3, et ses troissfamations de
couplage. Le sommet 0 a pour transformé 3 soufet’des couplages 0 ou 1, et les cbétés de couleur
vertesont isométriques.

Partons d’'un sommet frontiere, et construisonsmhe, que I'on appelle cycle parabolique. La
transformation associée, qui est la composée dsftnanations de Mobius, admet forcément un point
fixe suroH, et peut-étre d’autres. Autrement dit, elle estapalique si elle n’a qu’un point fixe, ou
hyperbolique si elle en a deux €iH, et encore elle peut étre I'identité. On dit gadrhnsformation
obéit a la condition de cycle parabolique si efieparabolique ou si elle est I'identité, autrendinsi
elle n’est pas hyperbolique. On sait vérifier sedransformation est parabolique en prenant sa tra
qui est 2 ou — 2 (lorsque la transformation esteéspus forme normalis&g

Le théoréme de Poincaré prend alors la forme steévan

Soit D un polygone convexe avec un nombre fini de cqiéayant avoir des sommets a l'infini
mais sans c6té a l'infini. Equipons-le d’'un ensex®lde transformations de couplage de cbtés sans
qu’aucun c6té ne soit apparié avec lui-méme. Appy, E,, ..., E; les cycles elliptiques &, P, ...,
Py les cycles paraboliques, partant de points frogdi®u qui en contiennent. On suppose que les
cycles elliptiques satisfont a la condition de eydlliptique sur les angles, et que les cycles
paraboliques obéissent a la condition de cycle bodiue (les transformations associées sont
paraboliques ou l'identité). Alors

. Les transformations de couplage de I'enser@émgendrent un groupe fuchsieén

« Ce groupe fuchsielh admetD comme domaine fondamental.

mj

» Le groupe fuchsieR a pour générateurs les transformation§det pour relationsy; Id, ou

les transformationg; d’ordrem correspondent aux cycles elliptiqgugs

Appliguons cela a des exemples, et d’abord au groupdulaire.

19 Rappelons que’ = (az+b) / (cz+ d) est normalisée lorsqued—b c= 1.
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On sait déja que le groupe modulaire est un grduplsien et I'on connait son domaine
fondamental. Nous allons maintenant vérifier geiil est bien ainsi en appliquant le théoréeme de
Poincaré, et nous aurons en plus la présentatigralype modulaire sous forme de générateurs et de
relations.

3 Partons du polygone de DirichlBt ci-contre, dan$i1. Pour étre dans les
conditions du théoréme, un cbté ne peut pas éparigavec lui-méme, ce
0 qui impose que I'on ajoute un nouveau sommet, hosd milieu du segment
—_— [0 2]. Remarquons aussi que le sommet 3 est ld poiRassons aux cycles,
3 2 en utilisant les transformations O et 1.
1
Py
T 0117

0 2 2 . (0 0
O] |- o%.| |-
0 1 2 3 0
On obtient le cycle elliptique de sommets (0 2)aetransformation 0’1. La condition elliptique
s'écritm 22/3 = 2, d’'oum= 3.
G} ot. (;} 5 [ﬂ On a le cycle elliptique (1) avec la transformatil’ (ou 1 si I'on veut), avec
la conditionm’ z = 2z, d’'oum’ = 2.
[2} 0% [3 > (3 On a le cycle paraboligue (3) avec la transfoimnatd. La condition
parabolique est vérifiée puisque la transforma@aest la translatior’ = z + 1 qui admet un unique
point fixe .

Gréace au théoréme de Poincaré, le groupe modwdairengendré par les transformations O et 1
avec les relations (0’ 1} Id et Z=1d.

Exercice 6 : Quadrilatere a quatre sommets a I'infi

On considere dankl le quadrilatere D dont les sommets 01 2 3
sont tous situés a l'infini, comme sur le desshtaritre, avec les
deux transformations de couplage indiquées.

! 1) En prenant le point 1 comme origine du repées,points 0 et
2 ont pour coordonnées respectives (-1, 0) et YIM@ntrer que la

S}

. . . z
transformation de couplage notée 1 s'écrit=
0 1 2 2z+

parabolique, tout comme la transformation O.

1et gu'elle est

z
2z+1
a-dire du point 0 au point 2. Ldroite (demi-cercle) unique joignant 01 devientdeite 12, et la
transformation fait bien passer du c6té 0 au cadtéOh constate aussi que l'écriture de la
transformation est normalisée, et que sa trace2gste qui signifie que la transformation est
parabolique. D’autre part, la transformation 0 sté&c =z + 2. Il s’agit d'une translation ayant comme
seul point fixeo. C'est aussi une transformation parabolique.

La transformationz' = laisse fixe le point 1 puisque-8 0, et elle fait passer de -1 a 1, c’est-

2) Déterminer le groupe fuchsien ayant comme doenfindamental le quadrilatére D, et donner
sa présentation.
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On obtient les cycles paraboliques sur les son (0 2), (1), (3). Il n'y a pas de cycle elliptigt
Les transformatios associées aux cycles sorl, 1 et 0. On sait déja que les transformations
sont paraboliques. Il reste a vérifier que la timmsation0’ 1 est aussi paraboliq :

200 z=—2 0¥ 2= z-2=— % -2= 3272 (Cette transformation est normalisée

2z+1 2z+1 27+

sa trace est 2. Elle est bien paraboligt

Le groupe engendré par les deux transformations 0est fuchsien, sans aucune relation €
elles.Le pavage correspondant est donné sfigure 35

Flgure 35 Pavage dans le de- plande Pomcaragaucheet dans le di squ de Poinca droite

Exercice 7: Quadrilatére a troi: sommets a l'infini

-
3

On considere le quadrilatere 0123 dessin-~contre, dont les

0 - sommets ont pour affi :
1 ’ 0:-1-2/2
T T 1:iV2/2
2:1+4212
3:®

0 3

1) Vérifier que les cercles portant les codtés de pamd’autre du sommet 1 ont pour rayon 1 e
coupent a angle droit.

Avec deux demeercles se coupant a angle droit et de rayon &,
bien OH = /2 /2, et avec le poinH comme origine du repére,

0 H O trouve bien les affixes des sommets 0, 1,

2) Vérifier qudes deux transformations couplage 0 et 1 indiquées sur le de s’écrivent :
~212)z-1/ 2

z+212

La transformation O est la translation faisantser du coté 3 d'équation= —1-+/2 / 2au coté 2
d’équationx = 1+~/2 / 2.

z' —z+2+\/§ et z'=

La transformation 1 transforme le sommet 1 e-méme :

(W2/2) (V2/2)-1/2_ €1/2)@Fi )_
|\/_/2+\/_2/2 (\/_2/2)(]:I-|) \/_2 =i\/2 /2 et elle transforme le sommet 0 € :

2/12)(-1-212-112_ —}\/_2/2 302

-1-J2/2+J212 -1

La transformation 1 fait bien passersegmenf01] ausegmenf21].

3) Déterminer le groupe fuchsien F dont le domddmelamental est le quadrilatére 01.
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En faisant jouer les transformations de couplageX] on trouve les cycles de sommets :

(02), (1), (3).

Le deuxieme cycle (1), avec la transformation 1, edptique et celle-ci vérifie la condition
elliptigue m#z/2 = 2r, soitm= 4.

Les deux autres cycles sont paraboliques. Le d®)lede transformation 0 vérifie la condtion
parabolique puisque cette transformation est pticplgo D’autre part, le cycle (02) correspond a la
transformation 0’1, qui s’écrit :

_W2i12z-12 o o —_W2/2p-1/2  ~_ t2J2/2- 3/2V |
208 3= g D e e

Ainsi écrite, la transformation 10’ est normaliséesa trace est —2. Elle est bien parabolique.

On obtient ainsi un groupe fuchsien dont les géeéra sont les transformations 0 et 1 avec la
relation £ =Id.

Exercice 8 : Evolution de pavages

1) Prendre comme domaine fondamental un triangkalidses trois
sommets a l'infini) comme indiqué sur le dessinsddnEn introduisant un
sommet supplémentaire en i, on définit deux tramgitions de couplage, la
transformation 0: z' = z + 2, et la transformatidn: z’ = — 1/z. Donner la
présentation du groupe fuchxien correspondant.

-1 0 1

On trouve les transformations (0’ 1), (1) et (Oyasées aux cycles. La transformation (0) est
parabolique, ainsi que la transformation (0’ 1) gjécritzZ = (— 2z— 1) /z. Seule la transformation (1)
est elliptique, et elle obéit a la condition ellijpte m 7 = 27, avecm = 2. La présentation du groupe
fuchsien se résuit a @13 Id.

2) Partir de la figure du 1° puis dédoubler le derarcle. On obtient alors comme intermédiaire le
domaine fondamental de I'exercice 7 précédent, doir par avoir deux demi-cercles tangents
comme dans I'exercice 6. Visualiser les pavagesespondant a cette évolution, dadset danD.

Dans D (comme dandH), on a au départ un pavage par des triangles xd&wis ceux-ci
deviennent des quadrilatéres avec trois sommeisiai| pour finir par un quadrilatére idéal a dra
sommets a l'infini figure 36.

Figure. 36: Evdlution des pavages dstét dansH
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8. Signature d’'un groupe fuchsien

8.1. Caractéristique d’Euler et genre d’'une surface

Commencons par un rappel de géométrie euclidiehoesque I'on fait un découpafed’une
surface avec un nombre fini de polygones, on défmique I'on appelle la caractéristique d’Euyder
soity =V —E + F, ouV est le nombre de sommeks,Je nombre d’'arétes ¢t le hombre de faces.
Notamment pour un graphe planaire, qui découpdale @nF régions, la caractéristique d’Euler est
toujours égale a 2. Il en est de méme pour un pdotyde Platon qui peut se projeter sur un plan pour
donner un graphe planaire. Comme par exemple patriaédre de figure 37 On peut aussi placer
les sommets d’'un tétraédre sur une sphére et eragess triangles sur la sphére. Sur une surface
sphérique, toute triangulation a pour caracténstigi’Euler y = 2, et c'est la une sorte de
cacactéristique de la forme d’une telle surfate.

N/ &

Figure 37: Tétraedre, ave& gauchde graphe planaire associé avec 4 sommets, Gaétefaces,
au centrde tétraédre en trois dimensionsaetroite sa projection sur la sphére.

En liaison aveg, on définit le genrg d’'une surface par = 2 — 2. Ainsi une surface de forme
sphérique a pour genre 0.

Il existe d’'autres types de surfaces. Une surfd@ssitjue est le tore. Pour le construire, on part
d'un carré, puis on colle I'un sur l'autre deux &btopposés, ce qui donne un cylindre, et enfin par
étirement on accole les deux autres cotés qui @tvaiee forme circulaire, ce qui donne le tdigure
38). Dans la triangulation finale, on a un seul sommeux arétes et une face, dpg 1 -2 + 1 =0,
et g = 1. Pour simplifier, le fait d’'avoig = 1 indique que la surface posseéde un trou. Plus
généralement le gengeindique le nombre de trous que possede une sudaom I'appelle tore g

= &

Figure 38: Fabrication du tore, en accolant d’abord legsftuges puis les cotébleus

8.2. Groupe fuchsien et sa signature

Revenons au plan hyperboligue modélisé par le giani-de Poincaré ou le disque de Poincaré
D, et considérons un groupe fuchskenc’est-a-dire un groupe discret d'isométries pesdt. Il admet
un domaine fondamental (un polygone de Dirichletg don supposea ici encore d’aire finie. En
ajoutant sa frontiére, il peut étre compact avex smmmets en nombre fini situés a l'intérieur du
disque de Poincaré, ou encore il peut avoir desrsma l'infini, mais seulement avec un angle nul
en ces points. On a vu qu’en appariant ses cotésaldeux, on pouvait déterminer les générateurs du
groupe ainsi que la présentation du groupe sousefale relations entre ses générateurs.

2 0n I'appelle aussi triangulation, méme si I'on p&s des triangles mais plus généralement desquégpg

2L Sj I'on dessine un polygone sur la sphére, ¥oit E, on aF = 2, d’'otly = 2. Si I'on accole un nouveau
polygone (ayanh c6tés) a un polygone de la triangulation, le n@me sommets augmente e 2, celui des
arétes den — 1,V — E diminue de 1 tandis que le nombre de faces augnunil, d’oy reste inchangé. Sil'on
ajoute une aréte entre deux arétes d’'une trianigaolae la sphére, le nombre de sommets augmere caui
des arétes augmente de 3 et celui des faces dajlij laisse inchangé le nombye
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Nous allons maintenant utiliser les transformatiappariant les c6tés du domaine fondamental
pour les coller I'un sur l'autre. La surface obterest I'espace quotieit / F. Donnons quelques
exemples :

1) Le tore hyperbolique
En collant les cotébleuset les cotésougesdu domaine fondamental de

3 la figure ci-contre, on trouve une surface qui ssaal sommet, deux arétes
et une face, d'oyy = 0 etg = 1, soit une surface avec un trou, comme en
géométrie euclidienne, mais avec une différencentigdle : la somme des

0 | angles du sommet unique n’'est pas égaler,anfis elle est strictement

inférieure a 2.

2) Quadrilatére formé de deux triangles symétriqued
3
2 En collant les c6tés de méme couleur, on trouve surface avec trois
sommets, deux c6tés et une face, geit3 -2 +1 =2 e = 0.

0 1
3) Octogone régulier avec des angles aét

Aprés collage des c6tés de méme couleur, ¥rFal, E = 4 etF = 1,
d'ouy =—2etg = 2. La surfacéd / F est un tore a deux trous. On constate
d’ailleurs que la partie droite de I'octogone, teaomme sa partie gauche,
est appariée comme celle du tore a un trou prétédemui confirme que
le genre est ici égal a deux.

4) Groupe modulaire

3
Apres collage des cdtés de méme couleur, on trduv8,E = 2 etF = 1, soit
e x= 2etg=0.

N
0 1 2

Plus généralement, chaque cycle elliptique du deenfindamental se réduit a un sommet d&ns
F, avec une période (ou un ordra)tel quem X(angles) = 2. Sim = 1, soit une somme des angles
égale a 2, on dit que le cycle est accidentel.nSest supérieur a 1, le sommet correspondaht 4E
est appelé un point marqué. Il en est de méme @vaycle parabolique, qui se réduit a un sommet,
mais ce sommet est situé a l'infini et d'angle mtlil se présente de fagcon imagée comme une pointe
en forme d’entonnoir.

On définit alors la signatu€F) du groupe fuchsieR, soit

s(F)=(g;m, m, ...,m;c)ou

g est le genre,

my, M, ..., M sont les ordres associés awoints marqués, ces nombres étant supérieurs rarig(o
tient pas compte des cycles accidentels),

et c est le nombre de cycles paraboliques.

22 | es triangles 012 et 032 sont symétriques parappla droite 02. En effet, ces triangles ayants trois
cbtéségaux ils sont isométriques et leurs angles sont égapgrelonsH le point d’intersection des diagonales
02 et 13. Avec un c6té et les deux angles adjacagasx, les triangled12 etH32 sont isométriques. On en
déduit queH est le milieu du segment 13 et que les diagorsmesorthogonales, d’ou la symétrie.
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Reprenons les quatre exemples précédents.

Dans l'exemple len supposant que les 4 angles sont tous égauxv&ca < /2, il existe un cycle
elliptique unique (0 3 2 1) d'ordra tel que 4ma = 2z. Par exemple pouwr=7z/4, m= 2, ets(F) = (1 ;
2;0).

Dans lexemple 2en supposant que l'angle en 2 vai# et les trois autres/4, on obtient trois
cycles elliptiques (0), (2), (1 3) d'ordres 8, HAekts(F) =(0; 4, 4, 8; 0).

Dans l'exemple 3on avait vu précédemment qu’il existe un cyclgptdue unique, d’ordren tel
gue 8ma = 2z, et avec l'anglex = z/4 que nous avions choisin = 1, il s'agit d’'un cycle accidentel.
On écrit alors la signature sous la forgfle) = (2 ; -- ; 0). Si I'on choisit un autre angteil doit obéir
aa =n/ (4m) avec maintenant > 2, la surfacéd / F possede un point marqué, et la signaturé de
est(2:;m; 0).

Dans lexemple 4on a les deux cycles elliptiques (1) et (0 2)rdfes 2 et 3, et un cycle
parabolique (3), d'o8(F) = (0; 2, 3;1).

Une question se pose : Mais a quoi sert la sigedture fait de la connaitre a un premier intérét
immédiat, celui de pouvoir calculer I'aire du domaifondamental du groupe, comme nous allons le
VOir.

8.3. Aire du domaine fondamental

Prenons un groupe fuchsién de signatureq(; my, mp, ..., m; c) et appelond un domainte
fondamental. Puis considérons la triangulationadeurfaceH / F déduite déd apres collage des cotés
appariés. Elle a autant de sommets qu'il existeydtes. Avea nombre de cycles elliptiques pour les
points marquéss nombre de cycles elliptiques accidentels (avecsameme des angles égaled &t
¢ nombre de cycles paraboliques (avec une sommegld@anulle), on &V =r + s+ c. En appelant le
nombre de c6tés du domaine fondamental, le faibtler deux a deux les c6tés dorthe n/ 2. Enfin
on a toujours le nombre de fades 1. On obtient la relation=2 —2=r +s+c—-n/2 + 1, soit

n=2Ff+s+c)—2+ 4 ou en prévision de ce qui va suivle{2r =2z (r +s+c— (2 — 3)))

Pour le cycle elliptique d’'un point margjda somme des angles est/an. La somme des angles

;
du domaine fondament&) est donc2ms+ ZITZi Appliquons maintenant la formule de Gauss

=1t
donnant 'aireA deD :

A=(Nn-2)—-X(anglesd®) =2z (r +s+c—(2-23)) - ZﬂS—Zﬂii
=170
“x(E-@-Y+r Y ) =2 (- (2-7)+ X A-))

=1 =1 ]

L’aire A du domaine fondamentBl est

A=20(2g-2+Y A~ )+Q

j=1 i

Alnsi, la connaisance de la siganture du grotppermet de calculer I'aire de son domaine
fondamental. Par exemple, pour le groupe modutigrsignature (0 ; 2, 3; 1), on retrouve bien

A=2r(—2+1-1/2+1-1/3+1)=3.
8.4. Minimum de l'aire d’'un domaine fondamental

On distingue deux cas, celui ou il N’y a pas deleyaraboliqued = 0), et celui ou il en existe
(c>1).
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8.4.1. Le cas elliptique

Nous allons montrer cette propriété :

Parmi tous les groupes fuchsiefsayant uniquement des cycles elliptiques, I'air@imale du
domaine fondamental est 21. La signature dé est alors (0 ; 2, 3, 7 ; 0).

r r
Cela revient a démontrer qug 22 + Z(l—i)z 4i2 .Poson®)=29-2 + Z(l—i) oulona
m = m,

= ] = ]
. ! 1 1_1 . .
tou10ursZ(1——) >0 etl_FZE' Envisageons les cas possibles :
j=1 i i
»g>2.Comme §-2>2,Q>2>1/42.
+g=1,3-2=0,etavec1l—-1m>1/2,Q>1/2 > 1/42.
.g=0,3-2=-2.
-Sir>5,Q0>-2+5/2Q>1/2 > 1/42.
-Sir = 4, on ne peut pas avoir les quatfeégaux a 2, I'aire ne pouvant pas étre nulle. les pl
petite valeur d€) est obtenue pour les quaireégaux a 2, 2, 2, 3, alog= 1/6 > 1/42.
Sir=3,0=-2+3— (I + 1 + 1hmg) = 1 — (Lhy + Lhmp + 1imyg) .
Supposonsy < M< M.
Prenons d’abonal, > 3. Si les troign sont 3, 3, 3, I'aire serait nulle. Si I'on prend334,Q =
1/12 > 1/42, et pour toutes les autres valeQrs,1/12.
Prenonsy = 2.
Si les troisn sont 2, 4, 4, I'aire serait nulle, et pour 2, 405= 1/20 > 1/42, et poun; > 5,Q
> 1/20.
Si les troisny sont 2, 3ms, Q = 1/6 — 1M3, et la valeur minimale de Q est obtenue poyr
7,douQ = 1/42.
Si les troign sont 2, 2ms, Q < 0 ne convient pas.

L'aire minimale est obtenue pour une signatureeégdl ; 2, 3, 7 ; 0) et elle vat®1.

L'exemple associé a ce cas est celui ou le donfaimdamental est un pentagone ayant un angle de
2713, un angle des7, et les trois autre®, 6, 65 onr une somme égale a,Zuivant la disposition de
la figure ci-dessousLa somme des 5 angles vaut/6221 < 3, ce pentagone existe, son aire étant
positive.

Avec les appariements 0, 1, 2 indiqués sur la égun
obtient les cycles elliptiques (0), (2), (4) d’cedirespectifs 3, 2,
7, ainsi que le cycle (1, 3, 5) dont la somme deges est); +
6., + 83 = 2r, d'ou un ordre égal a 1, et ce cycle est accidente
Le groupe fuchsieR a pour présentation :

0°=1=2'=012=d.

Pour avoir le genre, on constate que 4 (le nombre de cycles elliptique§)= 3 (la motié des
cotés) eF = 1, d’'ouy = 2 etg = 0. La signature du groupe est bien (0 ; 2,;3))7 et I'aire du domaine
fondamental est la valeur minimat&1.

8.4.1. Le cas parabolique

Parmi tous les groupes fuchsiens ayant au moingyate parabolique, I'aire minimale d’'un
domaine fondamental es3, et le groupe fuchsien correspondant est lepggronodulaire.
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r

Poson®)=2g-2 + Z(l—i) + c. Il s’agit de montrer qu® > % Evisageons tous les cas :
j=1 i

»Sig>1,»y-2+c>1,etQ>1>1/6.

+Sig=0etc>3,Q0>1>1/6.

r
.Sig=0etc=2,Q= Z(l—i)z 1/2 > 1/6.
" m.

= ]

r

«Sig=0etc=1,Q=-1 +Z(1—i). Sir>3,Q>1/2>1/6. Sr =1, l'aire est négative. Il
j=1 i

rester = 2,Q =1 - 1fm — 1hn,. Supposongy <m,. Sim; =4,Q > 3/4 >1/6. Sm; =3,Q0>1-1/3 -

1/m,, Q> 1/3 >1/6. Sim, = 2,Q = 1/2 — 1M,. Pourm, = 2, I'aire serait nulle. Poum, = 3,Q = 1/6, et

pourm, > 3,Q > 1/6. L'aire minimale est obtenue papr 1,c = 1,m, = 2 etm, = 3. La signature du

groupe est (0; 2, 3; 1). On en déduit que le geofuchsien ayant I'aire minimale est le groupe

modulaire.

La connaissance de la signature nous a renseigrigaise d'un domaine fondamental. Mais son
intérét essentiel va bien au-dela. En effet, landendes + 2 éléments qui constituent la signature va
nous permettre de trouver le groupe fuchsien qudtrespond, du moins lorsqae O.

8.4. De la signature au groupe fuchsien

Donnons-noug + 1 nombres entiers natureds my, m,, ..., m, étant entendu que = 0. Pour
pouvoir prétendre étre la signature d’'un groupehdien, encore faut-il que l'aire du domaine
fondamental soit supérieure & 0. On a alors larpgpsuivante :

Etant donnés les+ 1 nombres entielgg my, My, ..., M,

r
avecg>0,m>2 (1<j <r, et éventuellememt= 0), ety -2 + Z(l—i) >0,

j=1 i
il existe un groupe fuchsien a cycles ellipticfdesi a pour signaturey( my, m, ...,m ; 0).

A partir de ceg + 1 nombres, nous allons construire pas a pasolgpgrfuchsien. Commencgons
par construire un polygone régulier de ray@utour deO, avec 4 + r cdtés, en nous placant dans le
disque de PoincarB. Les angles entre les rayons sont égaux & (@g + r). On verra plus tard
pourquoi avoir choisi ce nombre de cotés. Sdiglare 39 & gauchg = 3 etg = 2, soit un polygone
régulier a 11 cotés, les sommets étant numérotgs3l 11, 12, 13, 14, 21, 22, 23, 24. Puis suceha
desr premiers cotés, accolons un triangle isocele dopbinte fait un angle derZ m pourj et 1 ar
(figure 39 au cente Appelons 1’, 2’, 3’, .r’ ces nouveaux sommets. Lexotés concernés sont
remplacés par 2 c6tés, on obtient un polygoriead 4y + 2r cbtés. Enfin apparions les cbtés deux a
deux comme indiqué sur fgure 39 a droite

On obtient déja cycles elliptiques (1'), (2), .k)) correspondant & des rotations autour de ces
points, avec des ordres,, m, ...,m, et la condition elliptique est vérifiee pour chaguisquam x
2n [l m = 2z

% Un tel groupe est dit cocompact car la surfaceddmaine fondamental complétée par sa frontiére est
compacte ainsi que la surfalde/ F.
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Figure 39: A gauchde polygone régulier initial aayang4 r sommets, ici aveg = 2 etr = 3. Au
centrele nouveau polygoni avec 4 + 2r sommetsA droite I'appariement des cotés Be

Prenons maintenant le cycle démarrant en 11. @mane début de

= T

14 13 13
Aprés ces quatre premiers sommets, on passe atne guaants, et
celag fois. On arrive ainsi au sommet 1, et la fin daleys’écrit :
1- 2- 35 11 Dans notre exemple avge 2, cela donne le cycle :

(11 14 13 12 21 24 23 22 1 2 3)

Appelonsa le demi-angle du polygone initial, gtchacun des
deux angles du triangle isocg¢ld.a somme des angles associés au
cycle précédent est

0=492a+2ra+X(2p5)

= (4g+1) 2+ (2)

Rappelons que le polygone initial avait un rayanl’intérieur
du disque de Poincaré, soit 0t < 1. Nous allonv voir que nous
pouvons trouvet de facon que la somme des angleit égale a
2z, le cycle devenant alors accidentel.

Lorsquet tend vers 0, on est quasiment en géométrie eehidi, avec une somme des angles d’'un
triangle égale &, ce qui donne :

r r
Iltrrjoa=(4g+r)(7r-27r/(4g+r))+ Z(n—anmj)=4gn+rn—27r+r7r —ZZn/mj

= =

= 4g7r—27r+2ﬂzr:(1—1/mj )= 2z (29— 1 +i(1—1/mj )

j=1 j=1

=2r(29—2+zr:(1—1/mj))+2n

=1

;
> Zrpuisque -2+ (1-1/m;)) >0
j=1
Lorsquet tend vers 1, on est proche de linfini en géomeétgperbolique, et les angleset f;

tendent vers O IimlJ: 0.
t-

Lorsquet va de 0 a 1g va de 0 a un nombre supérieura €omme la variation est continue, il
existe une valeup det pour laqueller = 2z. Cette valeur étant choisie, le cycle devientdeiel.
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Les transformations appariant les cotés du polygdmeegendrent un groupe fuchsiEndont le
domaine fondamental eBt Cherchons la signature du groupe. On connaitldgéjacycles elliptiques
d’ordrem,. Il reste a déterminer le gergelLa surfaceH / F a autant de sommets qu’il y a de cycles,
soitV =r + 1 car ici le cycle accidentel compte. Son nontwedtés ed = 29 + r soit la moitié du
nombre de c6tés d& et enfin le nombre de faces €st 1. On en déduit

x=r+1-2—r+1=2-3. Le groupeF que nous avons contruit a bien pour signatgreng,
n, ...,m; 0).

Nous allons maintenant pouvoir développer notreletsur les pavages kaléidoscopiques par des
triangles, faite aparagraphe 2

9. Les groupes de triangles

Nous avions vu qu’en prenant un triangle d’angtés, =/n, z/p avecm, n, p entiers au moins
€gaux a 2, on pouvait paver le plan hyperboliquecales triangles isométriques en pratiquant des
réflexions autour des trois c6tés du triangle. €es réflexionss,, s, S;, qui sont des isométries
négatives, engendrent un groupe discret formé miénes positives et d'isométries négatives.

Considérons le sous-groufedes isométries positives. Il est constitué deduydte de réflexions en
nombre paif* On appelle ce groupe le groupe du triangten( p). Et il posséde la propriété suivante
gue nous allons démontrer :

Un groupeG est un groupe du trianglen(n, p) si et seulement s’il est un groupe ayant pour
signature (O m, n, p; 0).

» Considérons le group@ du triangle fn, n, p). Le triangleT de sommets 1, 2, 3 a ses angles
indiqués sur ldigure 40 a gauchede facon que/m + z/n + z/p < z. Le groupeG est formé des
composees des trois réflexiofss,, 3 en nombre pair (et sans répétitions). Accolons tiangleT le
triangle g(T), ce qui donne un quadrilaté@ed’angles 2/m, z/p, 2z/n etz/p. Puis apparions les cbtés
deux a deux grace aux deux rotatiBhet R, de centres 1 et 2, et d’angleg et 2/n. Cela donne
trois cycles elliptiques (1), (2) et (3 3’) seloeslnotations de ldigure 40 a droite avec les
transformations associéBg Ry, RioR,. OrR; =S 083 €tR, =S30S;. On en déduit que

RioR. =% 030%0S =505 qui est la rotatiofsde centre 3 et d’angler®. Elle a pour ordre

p.
3 3
TT/p
52 51
27T/m 21T/1
1 2 1 2
5.3
T/p

3
Figure 40: A gauchele triangle fn, n, p) et les trois réflexions,, s, s;. A droite le quadrilatere&
et ses deux transformations d’apparieni@ret R, en rouge

Grace au théoreme de Poincdést le domaine fondamental du groupe fuchsienrehigepaR;
et R,, avec comme présentatith™ = R," = (R, o R,)", et ce groupe est justemest En passant a la

% En notant 1, 2, 3 les trois réflexions, les matgespondants ont une longueur paire. lls sonadermei j
s'ils sont de longueur 2, avee j (i etj étant 1, 2 ou 3). lls sont de la forinek | aveci #j, j #k, k# | pour une
longeuur 4. Etc.
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surfaceH / G, le nombre de sommets &st 3, le nombre d’'arétds = 2 et le nombre de facés= 1,
d'ouy =2 etg= 0. Le groupés a bien pour signature (0n, n, p; 0).

» Inversement, considérons le groupe fuchsien degige (O m, n, p; 0). Appliquons la méthode
de construction que nous avons vue. On commenceqratruire dans le disque de Poincaré un
triangle équilatéral 024 centré a I'origine avecrayont pour le moment inconndigure 41). Puis on
accole a chacun de ses cotés trois triangles esodé€l2, 324 et 540 dont les pointes 1, 3, 5 ont des
angles orientés 210 z/n, 234 = Z/n et 450 = 2/p. On obtient ainsi I'hexagone 012345.

Figure 41: Hexagone 012345.

Puis on applique les régles d’appariement, et ¢baisit le nombrd de facon que la somme des
trois angles de I'hexagone en 0, 2 et 4 soit égalgr. L'’hexagone devient alors le domaine
fondamental du groupe fuchsien de signaturenfOn, p ; 0). Sa présentation eR{" = R," = (R; o R,)".

Nous venons de trouver un groupe fuchsien qui adleak domaines fondamentaux de forme
différente : un hexagone ou un quadrilatere, casx dbmaines devant avoir la méme aire. Cela
semble mystérieux. Voyons comment passer de lllauée.

Constatons d’abord que I'hexagone peut étre déceapiois zones, dessinéesjanneg bleu et
vert sur lafigure 42 Par la rotatiorR, de centre 3 et d’anglerf, le triangle vert 345 est transformé
en triangle isométrique 325’, av@s(4) = 2 etRy(5) = 5'. Par la rotatiorR,* de centre 1 et d’angle
— 27/m, le trianglebleu 105 devient le triangle 125" avé®;'(0) = 2 etR,(5) = 5”. Mais on sait que
Rs(5) = 5,R; étant la rotation de centre 5 et d’angiép2et queR; = R;oR,. On en déduit que

R(5) =R (Rio R:(5) =R,(5) = 5", donc 5” = 5'. Les triangles 215’ et 1286nt accolés suivant
le coté 25'.

Remarquons aussi que la somme des trois angles2eet @ de I'hexagone qui doit étre égaleta 2
se retrouve autour du sommet 2 avec les aj@le® vert, bleufaisant un tour complet.
5

Figure 42: L’hexagone 012345 découpé en trois surfacgs)ame
vert et bley et les images des trianglesrt et bleu sous I'effet des
rotations autour de 1 et 3, d'angles #m2 et 2u/n, ce qui donne les
5 triangles 325’ et 125’

Considérons maintenant le quadrilatere 515’34, éod®s deux triangles accolés 513 et 5'13. Ces
deux triangles ont des cb6tés de méme longueusol$ isométriques. Leurs angles respectifs sont
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égaux. Autour du sommet 3, on a ainsi angle531gted5’. On a aussi en ce point les angles égaux
des deux trianglegerts et comme l'angle 432 vaut/®, I'angle 535’ vaut aussizZZn. On en déduit
que angle531 = angle135%n. Il en est exactement de méme autour du sommet dngle513 =
angle315’ =z/m. Enfin, les deux angles autour de 5vamtet enbleudont la somme est I'angle 35’1,
se retrouvent autour du sommet 5, et en les ajpatdangle 351 la somme vaut/p. D’ou angle351
= angle35’1 =z/p. Le quadrilatére 515’34 a pour angles/m z/p, 2z/n etz/p. C'est exactement ce
que nous voulions. Nous sommes bien passés d’'umidenfondamental a un autre, de méme aire.
(figure 43.

5

5
Figure 43: Passage du domaine fondamental hexagonal auimmrfendamental en forme de
quadrilatére.

En conclusion, ce que nous venons de faire, ndassdlappliquer a un exemple faisant I'objet de
I'exercice suivant.

Exercice 9 : Le groupe du triangle (2, 4, 6)

1) a) Construire dans le disque de Poincaré le trian@ab d'anglesz/2, /4 et z/6. Puis en
utilisant la réflexion autour de Ob, construire deadrilatére Oabc. En déduire le pavage du disque
de Poincaré a partir de ce quadrilatére. |l sS’agii pavage associé au groupe du triangle (2, 4le6),
groupe fuchsien correspondant ayant pour signaQrg2, 4, 6 ; 0).

Commencons par construire le trian@ab Pour simplifier, on place le poir sur Ox, avec
'angle droit en ce point, et on premd6 comme angle e® et z/4 comme angle eb. Aprés la
réflexion, le quadrilatér®abca un angle de/3 enO, et dex/2 ena, b etc (figure 44 a gauche En
pratiguant un mélange des deux rotations auto® dedeb avec des angles respectifsx@ etz/2,
on obtient un pavage du disque par les quadrikateres isométriques av@abc(figure 44 a droitg.

Figure 42: A gauchde quadrilateré®®abcforme L deux triangles accolé@sdroite le pavage qui
en découle, avec un angles8 et trois angles de'2.
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b) Calculer la longueur euclidienne du cété Oa, aigge sa longueur hyperbolique d(Oa). Faire
de méme pour le cbté ab.

Avec des angles dg6 etz/2 enO et ena, un calcul de géométrie pure donne [AUD2013] :

=0,414214

= —tan(@r / 6)+ tanfr /6% sing /6w /4y com 6 /¢
tan@r / 6)+ tanfr /6% sing /6w /4y cox /6 /4
puisd(Oa) = 2 argthQa) = 0,881374.

Si I'on préfere, on peut aussi bien utiliser legnfoles trigonométriques de la géométrie
hyperbolique dans un triangle de longueurs de &tésc, soit

cosy + co®r cof
sina sing

cog = simu sin chc — cos: cog,”®> ou chc= avecc = d(0a), a = 7/6, f = 7/2,

y=nl4:

d(Oa) = Argch(cost/4) | (sin@/6)) = Argch(\/i) = 0,881374, puis on passe a la distance
euclidienne, soit af@a = th(d(OA) / 2) = 0,414214.

De mémed(ab) = Argch(cos¢/6) / (sin/4)) = Argch(/3/~/2) = 0,658479 et aAB = 0,317837.

2) On va maintenant partir de la signature du growjetriangle, soit (0 ; 2, 4, 6 ; 0) et construre
I'hexagone qui en constitue le domaine fondameptak faire le lien avec le quadrilatere précédent.
Pour cela on utilise la construction indiquée préesnment.

a) Commencer par construire un triangle équilatér@@\centré en O et qui constitue le polygone
régulier initial. On pose OA = OB = OC =t avec t emtO et 1. La figure obtenue dépend de ce
parameétre t. Déterminer les angles du triangle ABfonction de t.

Prenons le poinA surOx. Les deux autres sommeds
et C sont sur des rayons issus@est faisant un angle de
120° avedOx. Le segmenfAB] est une partie d’'un cercle
a (C3) dont le centréd; se trouve sur la demi-droite issue
de O et faisant un angle de 60° av@&. Ce cercle doit
passer paA et il est orthogonal au cercle unité (de centre
O et de rayon 1). Prenons le po#t inverse deA par
B rapport au cercle unité, d'ddA; = 1/0A = 1. Le milieu
H de JAA] est tel queDH = (t + 14)/2 = ¢* + 1) / (2t). Le
faisceau de cercles défini par le cercle unitéaedrbite

A1 Vverticale passant p&t a pour points limite\ et A;. Le
faisceau de cercles qui lui est orthogonal a compaiets
de baseA et A;, et ses cercles ont leur centres sur la
verticale enH, notamment le poin®s;. Ce point a pout

coordonnéesos= (t* + 1) / (2t) etyos = Xos/3 .

03

Appelonsa le demi-angle du triangle équilatérsBC. On retrouve cet angle &O;H. AvecAH =
2
OH-0A = (1 —t9/ (2t), on en déduit que tam= AH / O;H eta = Arctan(1—2t ). Le rayonR
A+t*)W/3
du cercle C3) estR = OzA tel queOsA = OsH / cosa = yo3/ cosa. A partir des point#\ et Oz, les
rotations de 120° autour d2permettent d’obtenir les poinBet C, ainsi que les centré€3; etO, des
deux autres cercles de rayRmui portent les cdtés du triangle équilatéral.

% || s’agit de la formule faisant le lien entre wt€ et les trois angles.
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b) Calculer d(AB) longueur hyperbolique des cétésridungle équilatéral, en fonction de t.

Gréace a la formule des distances dans le disqiP®iearé :

d(AB) = 2Argth1 2~ %l
|11-Z, 7 |

zo-2,=(-3/2+ W3/2t, |z- 7/ 3

1-Z, 3 =1-t(-1/2+ /3 /2f= ¥ £ /zu/_s/z){ 11-Z, z, v+ 2+1
J3t

Vit +t2+1

¢) Autour des cbtés du triangle équilatéral paraméiad t, on va accoler trois triangles isoceles
BA'C, AC'B, CB’A dont les pointes ont pour angies/2 etz/3, le double des angles du triangle (2,
4, 6). Déterminer les coordonnées du poins A’, peites de B’ et C' en calculant d’abord les angles
des triangles AC'B et CB’A. On trouve ainsi 'herag AC'BA’CB'.

aveczy = t et zz=e'? z, = (- 1/2 +i+/3/2)t

d(AB) =2 Argth

Le triangleBA'C est aplati, le poin&\’ est lemilieu de BC]. L'inverse A’; de A’ par rapport au
cercle unité est tel quBA’ OA’; = 1,0A’; = 1 /OA'. Le cercle de diamétré\[ A’;] est orthogonal au
cercle unité, il passe aussi [BetC, et son centre n'est autre g@g On a alorD0?? = R + 1, et

OA’ + 1/OA’ = 200, s0itOA”2 — 2 \JR2 +1 OA’ + 1 = 0. Cette équation a pour solutiofg? +1 *

R, correspondant aux distanc®g’ et OA';. Le pointA’ a pour abscisse (négativie)—vR*+1, et
pour ordonnée 0.

Passons au triangle isoc&€’B d’anglen/3. Appelonsx ses deux
autres angles. Il a pour axe de symétrie la d(Qite’) qui passe par le
milieu | de [AB]. Il est ainsi découpé en deux triangles isoméageig
rectangles ayant pour angle# et o . Le segment[Al] a pour
longueurd(Al) = d(AB) / 2 que I'on connait grace adaestion 2.b

Le triangle AIC’ est isométrique avec le triangle rectanGIBE
avecD surOx (figure 45, ou I'on prendd(OD) = d(Al) = d(AB) / 2,
avec les angles/6 eta. On a, en appliquant la formule donnant un
cOté par rapport aux trois angles :

cos(r / 6)
sina
___ 3
~ 2cosh( OD)
d’'ou o en fonction del(AB)/2 et donc de.

cosh@ OD)=

Figure 45: Les deux triangles rectangl®DE et ODF qui sont isométriques avec les deux demi-
triangles constituant les triangles isoceles accali cotésAB] et [CA] du triangle équilatéraABC.
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Faisons de méme avec le triangle iso€&BA composé de deux triangles rectangles d’angks
et 5. Chacun de ces triangles rectangles est isométeagac le triangle rectangl@DF avecd(OD) =
d(AB)/2 et d’angles/4 etf (figure 43. On a comme précédemment :

L 32 .
&n,@—m)douﬁ.

Connaissant les anglestf, on peut maintenant construire les triangl€B et CB’A.

Le segment[AC’] est porté par un arc de cercle faisant
'angle a + o avecOx, comme indiqué sur lfigure ci-contre
(aveca + a < 90°), I'anglea ayant été calculé précédemment.
Ce cercle, qui passe pAret qui est orthogonal au cercle unité,
a son centr€; d'abscisséOH, ce pointH ayant déja été utilisé
dans laguestion 2a)Ce centreC; a pour coordonnéeg = OH
ety; = AH/ tan@ + o). Le rayon du cercle e&,; = y)/cos@ +
a). Le pointC’ est a l'intersection de ce cercle et de la droite
faisant 60° ave®x en A, ce qui nous amene a résoudre le

systéme de leurs équationX, € x;)?> + (Y- y1)? = r,2 et Y = 4/3X . On trouve pouC’ le point de
coordonnées

><c-=—xl+ﬁj’l_ﬂ avecA=-3¢ - 2+ 2/ 3 y+ 47 et y.=v/ 3y,

Pour les mémes raisons, le poBitest sur le cercle faisant I'angle det+  avecOx, avec son
centreC, d'ordonnée négative, et de coordonnéesOH ety, = —AH/ tan@ + ). Son rayon edR, =

-V, / cos@ + f). Le pointB’ est a l'intersection de ce cercle et de la droiégghtionY = —J3X,

d'ou
_ % =3y, ~VA
4

avecA=-3" -y’ 2/ Jpy+ 4" ety.=-J 3.

B

Connaissant maintenant les poiAtsC’, B, A’, C, B’, on obtient
I’'hexagone cherché, et cela pour une valeur qugloerdet = OA
En fait, comme le poin\’ est sur lesegmentB(], il s’agit d’'un
pentagone dont les angles@netB’ valentz/3 etz/2. Ce pentagone
est tracéen bleusur la figure ci-contre, ici pour= 0,75..

d) Déterminer la valeur de t permettant d’obtenird}tagone dont les copies vont paver le disque
de Poincaré.

La valeur det cherchée est celle qui fait que la somme des antfid’hexagone eA, B et C soit
égale a 2. L'angle enA vaut 2 a 4u + 8, 'angle enB vaut 2a + ¢, et I'angle erC 2 a + . La somme
estégale a G + 2a + 24 et elle est fonction die Par un calcul approché, on trouve une somme égale
a 2r pourt sensiblement égal & 0,203.

e) Construire le triangle associé a I'hnexagone aimgie son symétrique, ce qui donne un
guadrilatére pour une valeur de t quelconque. Peis,prenant pour t la valeur trouvée ci-dessus,
construire le pavage issu de ce quadrilatére. Qo aussi le pavage issu de I'hexagone (en fait u
pentagone). Le quadrilatere et le pentagone somtxddomaines fondamentaux du méme groupe
fuchsien, de signature (0 ; 2, 4, 6 ; 0).
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Le triangle associé a I'hexagone n'est autre BC’ (figure 49. Il reste a prendre le symétrique
A” du pointA par rapport au cercle dontdegmenf{B’ C'] est une partie. Cela donne le quadrilatere
ABA'C' .

Pour la valeur dé = 0,203 trouvée afd), on sait que le triangl&’B’'C’ a pour angles/2 enA’,
7/4 enB”’et 7/6 enC’. A son tour le quadrilatere a trois angles égawi2aet un angle de/3 enC’
(figure 46 a droitg.

Figure46 : On accole au triangl&’B’C’ son symétriqué\"C’'B’ par rapport asegmen{B’'C’],
ce qui donne le quadrilatéfeB’A”C’ en rouge. A gauchde quadrilatére obtenu pous 0,9,a droite
celui pourt = 0,203.

C’est ce quadrilatere qui permet de paver le distuBoincaréfigure 47 a droitg On retrouve le
méme pavage que celui de figure 44 sous un autre point de vue. Enfin on trace I'lgexe

associés au méme groupe fuchsien.

10. Pavages a base de triangles et de quadrilatéres

A la différence de ce qui précéde, il existe urgafed’apparier les cotés d’'un triangle quelconque
par des isométries directes, a savoir des dems-wour des milieux de chacun des c6tés.

Avec les notations de la figure ci-contre, on afititees cycles de
sommets (0), (1), (2)), (0 1 2) et les transfotinas correspoindantes
(0), (1), (2), (2 1 0). Les contraintes sur leslasgq, a1, a, du triangle se
réduisent ax + a1 + a, < 7 et pour la contrainte elliptiqu@ (ao + a1 + ay)
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= 27, ce qui impose déji> 3. On en déduit la présentation du groupe fuchassocié : (6)= (1F =
(2% = (210" =1d.

Prenons par exempta = 3, ce qui impose, + a; + a, = (2/3)z. Si 'on désire avoir des angles de
la formexl/p, #/q, =/r (avecp < g<r), on trouve notammemt=2,q = 12,r =12, oup=3,g=6,r =
6, ou encore si I'on veut un triangle non isogete 3, = 4,r = 6. Mais on peut ajouter a ces trois
angles un nombres réel tels que leur somme sdé,rod qui respecte la contrairigt oy + a, = (2/3)
7, SOUS réserve que les angles restent positifseanple, dans le cas ou les angles at®t(=
1,047),7/4, z/6, en ajoutant et retranchant le méme nombre agkea en 0 et 2, on a notamment, en
approchant du cas limite a3 = 0 : 0= 1,259,0; = 0,785 etx, = 0,05, ou inversement en augmentant
az: 0= 0,747,a,= 0,705 etn, = 0,562. Il existe donc une infinité de formearngulaires qui pavent
le disque de Poincaré.

Le triangle 012 admet trois transformés qui luitsatjacents.En unissant le triangle avec chacun
de ses trois transformés, on obtient trois formesqdadrilateres qui vont paver le disque. Ces
guadrilatéres ont des c6tés opposés de méme langudes angles opposés égaux. Il existe ainsi une
infinité de quadrilatéres qui pavent le disque ds@aré”

Nous allons maintenant traiter sous forme d’exercic cas évoqué précédemment.
Exercice 10 : Pavages associés au cas m =3, eBpg=4,r=6

1) Donner I'écriture d’'une rotation dans le disquke Poincaré. En déduire I'écriture d’une
rotation d’angler.

Appelonsa le centre (son affixe en fait) de la rotation hyymdique etf son angle. Il s’agit de
trouver la transformation de Mobius dire&eui lui correspond’ On sait que la rotatioR, de centre
0 et d’angled s'écritz’ = €° z. On sait aussi qu’une transformation de Mobjiuslirecte transformant

£78  Utilisons la propriété de conjugaison en formnt Ryo M™ =

le pointa en 0 s’écritM(2) = —
—az+l

R:
z-a ' L ZF a (- apnz @ '9®

278 Ry, z2=40 7= W2 A —
—az+1 —az+l az+l a(d?-1)z+1- aa¥

_(€7-a8) z+ 41- ¥)
a(d?-1) z+1- aa¥

zOM_ z=

FinalemenR(2)

_(-1-aa)z+2a
- -2az+l+aa

2) Construire le triangle 012, d’angle/3 en 0,7/4 en 1 etz/12 en 2, avec le point 0 en O et le
point 1 sur [OXx).

Pourf =z, la formule précédente devigR(z) avecaa | af.

Nous nous contentons de donner le résuldq0; 0),1(0,605, 0),2(0,413, 0,716).
3) Déterminer les coordonnées des milieux des t@itiés du triangle.

Appliquons les formules liant la distance non alielined et la distance euclidienne :
d(01) = 2 Argthx;. Avecmy (Xmo, 0) milieu de [01] :

% pour autant, a la différence de la géométrieidiecine ou tout quadrilatére pave le plan, il existrtes une
infinité de quadrilatéres qui pavent le disque dm€aré, mais ceux-ci n'ont pas une forme quelcenqu

2" Rappelons qu’une rotation est une isométrie dirdans le disque de Poinc@réet qu’elle est elliptique, avec
son point fixea dansD.
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d(0 mg) =d(01) / 2 = Argthx,
Xmo = Omy =th (d(0 my) /2).

Passons &y (Xmp, Ymz) Milieu de [02].

02=\G+Y;

d(0 my) = Argth(02)
Om, = th(d(0 my) / 2)
Xm2 = 0,5% 0My, Ymz = (/3 / 2) x Omy

Le milieu my(Xm1, Ym1) de [12] est plus délicat a obtenir, car degment[12] est circulaire.

Commencgons par envoyer le point 1 en 0 par l'isom@ telle queM(z) = Z- )il’ et le point 2

devient 2’ =M(2). Le segment [0 2] a pour longueur 02«’&2.2 + y2? et fait un anglex avec Px) tel
gue coa =X,/ 02’ et sik =y, / 02", d'oud(02’) = Argth(02"). Le milieum’; de [02] est tel que
0m'; = th(d(02) /2), et les coordonnées de; sontx' ,; = OM'; cosx ety’ ;= 0N’ ; Sin. Le milieum

Z'+ %
X Z'+1
4) Construire les trois transformés du triangleti@mi 012 par les trois demi-tours de centre les
milieux m, M et m des cbtés. Puis construire le pavage du disquéaacaré qui découle de
I'action des composés de ces demi-tours.

d’affixe z de [12] s’obtient en faisant advt *, soitz, =M * (z,), avecM ™ (2) =

Il suffit d’appliquer la formule des demi-tours d@e au 1°. On obtient les résultats donnés sur la
figure 48

-~ )1/ - 4 (nl‘.}‘t‘?’ :&E\

Figure 48: A gjeﬁjchele triangle initial 012en rouge et ses trois transformés par demi-tous.
droite, le pavage du disque de Poincaré par des triatmlsssométriques avec le triangle 012.

5) Regrouper le triangle 012 avec chacun de seds transformés par demi-tour. On trouve trois
formes de quadrilatére. Construire les trois pavagerrespondants.

Quel que soit le demi-tour effectué, le quadrilataérses cotés opposés de méme longueur. Avec le
demi-tour autour dey milieu de [01], le quadrilaétre a deux angles @@soégaux arf12 et les deux
autres égaux a/l2. Avec le demi-tour autour de;, les quatre angles sont tous égaux/Z On
retrouve le méme type de pavage que celui quedi@it trouvé sur ldigure 3Q Avec le demi-tour
autour dem,, on a deux angles opposés a¢l2 et les deux autres d@&4. Les résultats sont donnés
sur lafigure 49
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SN DD . s
Figure 49: Pavage par des quadrilatéres isométrigA gauchele quadrilatére est formé (
triangle 012 et de son transformé autoumy milieu de [01].Au centrde quadrilatére est constitué

012 et de son transformé autourmy, eta droiteest utilisé le demieur de centrim.

6) Prendre maintenant des anglé= 1,259,a, = 0,785 eta, = 0,05, puisay= 0,747,a:= 0,705 et
0, = 0,562, la contraintexg+ ay + a, = (2/3) = étant satisfaite

Les résultats sont donnés sufigure 50.

“!"'-"'-:.’ﬂng&‘-}' < oz " g .L-""". a_\,,,..m\"‘.(" i b\ Sy
Figure 50: Les deux casn haut et en b. A gauchele pavage par des triangles, et ensuite
pavages avec $drois formes de quadrilaté

Quelques dessins historigu
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Fricke en 1890au centreune oeuvre de M.C. Escl en 1958,a droite un cessin sur ordinateur
d’apres une oeuvrplus récentede J.F. Rigby (avec son motif indiq@écétd. En bas cellules de
Descartes (dans son liviigaité de la lumiér, 1640), plus tard appelées cellules de Voronoide

Dirichlet.
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