Pavages de rectangles par des formes en équerres

Nous allons utiliser ici la méthode des fonctiomnératrices pour calculer le nombre de
pavages de rectangles en fonction de la dimengdeuwds c6tés. Dans les deux exemples qui
suivent, les pavés sont dans le premier cas desefoen équerres formées de trois carrés
accolés de c6té unité, et dans le deuxieme cdgjemiquerres formées de trois carrés, soit des
équerres allongées, formées de quatre carrés. Selbmgueur des rectangles a paver est
qguelconque, sa largeur étant fixée, étant entendules dimensions des rectangles sont des
nombres entiers.

1) Pavages de rectangles 6 st par des équerres
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Ce que nous appelons équerre est plus précisémétdmino formé de trois carrés accolés,
dans le cas présent a angle droit. En prenantangaiéur unité pour chacun de ces trois petits
carrés, il s'agit de paver un rectangleMesur N unités avec ces équerres, de toutes les fagcons
possibles. Nous traitons ici le cas ou le rectarglpour dimensions 6 verticalement Nt
horizontalement. Les équerres ont quatre disposifimssibles :
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Le classement des pavages suivant leur début dairaitre plusieurs formes a remplir,
dessinées ci-dessous, avec les letgeA, B, C, D correspondant aux fonctions génératrices
donnant le nombre de leurs pavages selon le nodegeerres constituant le pavage.
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Cela nous conduit aux équations suivantes :
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(Remarquons que les rectangles 3 sur 2 peuventréplis par deux équerres de deux
facons, et que les facteurs 2 présents dans cedaici-dessus indiquent que I'on obtient deux
formes initiales, la deuxieme se déduisant par #ymé d’axe horizontal).
L’équation correspondante s’écrit :

S=1+4X2S+8X°%S+2X8S+4X°A+4X°B+2X°C+4X'D

. A partir deA:
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A=2X’B+X3®D+2X%E

Remargue : on pouvait aussi bien faire la décontipassuivante :
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SOitA=XE+X?B+X3D

. A partir deB
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B=2X?C+X?3D
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. A partir deD
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D=2X3S+X3*A+X3®B+X*D

. A partir deE

-g+ad

E=2X’E+XB



La résolution du systéme d’équations conduit a :
. 1-2X2 - 4x* - 2x5+ 13x8+ 6x10- px12- 6x14
1-2X2 - 8x4 - 2x%+ 43x8+ 42x10- 3ex1?%- 10 4x1% x4 x?Z

et son développement donne :

SX)=1+4X*+8X°%+18X%+ 72X+ 162X 2 + + 520X * + 1514X '® + 4312X *®
+1324X %+ ...
Pour avoir le nombre de pavages selon la longikedu rectangle, il suffit de diviser les
exposants des puissancesXdprécédentes par 2, puisque 4 équerres occupemctangle de
longueur 2.

Note sur les triominos a angle droit

On a d’abord cette propriété constructive : toupeegre peut étre pavée avec quatre équerres
deux fois plus petites. Plus précisément :
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A partir d’'une équerre découpée en 4 équerreseah grossir le dessin en multipliant les
longueurs par 2, I'équerre obtenue se trouve divisé 4 équerres que I'on peut ensuite re-
diviser en 4. Et ainsi de suite par ce procédé aletée-descentelp and dowh

On en déduit ce théoréme attribué a S. Golomb (19%dut carré de coté€”2amputé d'un
carré unité, peut étre pavé avec des équerres.
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Pour le démontrer procédons par récurrence. Ongzesgtr un carré de coté 2 amputé d’'un
petit carré unité, évidemment. Puis on double lesedsions du carré. On peut faire un trou
dans I'un des quatre carrés obtenus et le pavemeoon a su le faire précédemment, puis il
reste a paver I'équerre restante avec ses troigscaPuis on double les dimensions et I'on
recommence...




2) Pavages de rectangles de 3 shravec deux types d’équerres

Prenons maintenant deux types de paves, soit Fegjimino précédemment utilisée, soit
une équerre longue qui estidétraming formée de quatre carrés accolés avec un angle'dro

Les deux types d’équerres

Les équerres courtes ont quatre orientations gdessittans les pavages, tandis que les
équerres allongées en ont 8. Dans un premier temmss allons chercher les fonctions
génératrices avec deux variabbést Y, la premiére correspondant a I'équerre courtey at
I'équerre longue. On trouve les décompositionsanties suivant les débuts de pavages :
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Les équations en découlent :

A=1+2X2A+(2Y+2XY)B+2XY?C
B=XB+X?*Y+X?Y+XY+X?Y+X2Y+XY+2YHC+XY?A
C=XC+XYA+Y?B+YA

A(l-2X2)= (2Y+ 2XY)B- 2X¥ & 1
Bl-X)- XY A2 Xy+4 X ¥ 2¥) eo0
Cl-X)-(Y+ XV) A~ ¥ BO
La résolution du systéme donne :
Az 1-2X + X2 - 2XY2 - 4X?¥3- 2 ¥
1-2X = X2+ 4X3- 2X*- 10XY3- 20X ¥*- 12X ¥~ 6¥- 8XP- 2 X §

En développant :
AX)=4Y +8XY2+16 X¥P+ 2 X+ 32X ¥+ 130 X ¥+ 104X & 4
+248X4Y3 + 552x°Y3+ 8x0+ 16X8+ ...

! Jai essentiellement repris ici le travail de Yaditi dans le cadre de sa maitrise et de son DEA su
les pavages. J'ai seulement un peu simplifié l&sutza



Si I'on veut avoir le nombre des pavages seloroteylieurL du rectangle, il convient de
remplacer chaque terme de la forXé Y ° par Z" ouL =(3n + 4p)/ 3 =n + (4/3p. Les
premieres valeurs obtenues sont :

. pourL = 2 : 2 pavages, tous du tygé

. pourL = 4 : 4 pavages, tous du tygé

. pourL =5: 8 pavages, tous du ty)er?

. pourL = 6 : 40 pavages, 32 du tygéY et 8 du typeX °®

. pourL =7 : 104 pavages, tous du typdr*

. pourL = 8: 268 pavages, 4 du tyjgé, 248 du typex*Y * et 16 du typeX ®

. pourL =9 : 568 pavages, 16 du ty)er°et 552 du type°Y *

Comment faire pour avoir directement le nombre aeages en fonction de la longueur du
rectangle ? Le moyen le plus simple consiste aerejve les fonctions génératrices avec une
seule variabl&, dont I'exposant sera égal au nombre de petitesamnités formant le rectangle
a paver. Ainsi, une équerre courte sera remplaaé¥ } et une équerre longue péf dans les
équations initiales aveg, B et C. Une fois la fonction génératrid&(X) obtenue, il suffira de
diviser les exposants par 3 pour avoir le nombeepdeages suivant la longueur des rectangles.

Dans ce nouveau contexte, les fonctions génératobgenues auparavant avec les deux
variablesX etY deviennent :

a-Xx®A-@2x*+2x")B-2xMc=1

1-X3)B- x*A-@2x +4x9% 2x¥%) =0

a-x3Hc-(x*+ xHA- x8B=0

On aboutit a :

~ 1-2x3+ x6 - 2x%5- gx18- 2x %4

T 1-2x3- X6+ 4x%- 2x12- 10x15- 20x18- 12x 2L ex 24 gx2L o3
En développant :

A(X) =1+ 2X8 + 4x2+ 8X%+ 40x18+ 104x%% ..

A

Finalement le nombre de pavages en fonction denlguleuN des rectangles est :

N 2/4|5|6 |7 8 9 10 11
Nombre de pavages2 | 4 | 8 | 40 | 104 | 268 | 568 | 1242| 2812
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Les 40 pavages du rectangle 6 sur 3
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Annexe : Programme pour le comptage des pavages avec les tgpes d’équerres
(seulement en mode texte ici, sans dessins), darectangle d& surN.

Les équerres ont 12 dispositions possibles, nueesainsi :
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#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#define M 11
#define N 3
#define MN (M*N)
void explore(int E, int level);
int faitfMN],count,pred[MN]; /*le tableaupred|]n’est utile que si I'on veut en plus afficher tdes
pavés de chaque pavage, ce que nous ne fgsasrisi */
int main()
{ count=0;
explore(0,1);



explore(1,1);

explore(2,1);

explore(5,1);

explore(6,1);

explore(8,1);

explore(9,1);

explore(10,1);

printf("\n\nNumber of tilings (experimental) %d ",count);
getchar(); return O;

}

void explore(int E, int level)
{inti,nbsuccessor,x1,x2,x3,x4,type,newx1,succg4p,nbcasesoccupees=0;
nbcasesoccupees=0;
for(i=0;i<MN;i++) if (fait[i]==1) nbcasesoccupsee+;
type=E%12;
if ((type<4 && nbcasesoccupees==MN-3) || (typé$<& nbcasesoccupees==MN-4))
{ count++;
printf("\n%d: ",count);
for(i=2;i<=level;i++) printf("(%d %d) ",prdd/12,pred[i]%12);
printf("(%d %d) ",E/12,E%12);
}
else
{ nbsuccessor=0;
x1=E/12;type=E%12;

if (type==0) { x2=x1+1;x3=x1+1+M,; fait[x1]¥; fait[x2]=1;fait[x3]=1; }
else if (type==1){ x2=x1+1;x3=x1+M; fait[}21; fait[x2]=1;fait[x3]=1; }
else if (type==2){ x2=x1+M;x3=x1+M+1; faitl]=1; fait[x2]=1;fait[x3]=1; }
else if (type==3){ x2=x1+M;x3=x1+M-1; faitf§=1; fait[x2]=1;fait[x3]=1; }
else if (type==4) { x2=x1+1;x3=x1+1+M; x4=%1+2*M;
fait[x1]=1; fait[x2]5fait[x3]=1; fait[x4]=1; }

else if (type==5){ x2=x1+1;x3=x1+M; x4=x1#g;

fait[x1]=1; fpiR]=1;fait[x3]=1; fait[x4]=1;}
else if (type==6){ x2=x1+M;x3=x1+2*M; x4=xP*M+1;

fait[x1]=1; fpiR]=1;fait[x3]=1; fait[x4]=1; }
else if (type==7)}{ x2=x1+M;x3=x1+2*M; x4=x¥M-1,;

fait[x1]=1, fpiR]=1;fait[x3]=1; fait[x4]=1; }
else if (type==8) { x2=x1+1;x3=x1+2; x4=x1+¥I;

fait[x1]=1; fait[x2]5fait[x3]=1; fait[x4]=1; }

else if (type==9){ x2=x1+1;x3=x1+2; x4=x1+M

fait[x1]=1; fpiR]=1;fait[x3]=1; fait[x4]=1;}
else if (type==10){ x2=x1+M;x3=x1+M+1; x43xM+2;

fait[x1]=1; fpiR]=1;fait[x3]=1; fait[x4]=1; }
else if (type==11){ x2=x1+M;x3=x1+M-1; x4=%M-2;

fait[x1]=1; fpiR]=1;fait[x3]=1; fait[x4]=1; }

newx1l=x1+1; while(faitfnewx1]==1) newxd;

[**type=0;*/

if (newx1+1)%M!=0 && newx1+M<MN &&
faitfnewx1+1]==0 &&
faitfnewx1+M+1]==0 )



{ successor[nbsuccessor]=newx1*i&jflevel+1]=E; nbsuccessor++;}
[*type=1*/
if (newx1+1)%M!=0 && newx1l+M<MN &&
faitfnewx1+1]==0 &&
faitfnewx1+M]==0 )
{ successor[nbsuccessor|=newx1*1preld[level+1]=E; nbsuccessor++;}

[**type=2 */
if (newx1+1)%M!=0 && newx1+M<MN &&
faitfnewx1+M]==0 &&
faitfnewx1+M+1]==0 )
{ successor[nbsuccessor|=newx1*1prsti[level+1]=E; nbsuccessor++;}
[**type=3 */
if (newx1+M<MN && newx1%M!=0 &&
faitfnewx1+M]==0 &&
faitfnewx1+M-1]==0 )
{ successor[nbsuccessor]=newx1*12+3;dex@{+1]=E; nbsuccessor++;}
[**type=4 */
if (newx1+1)%M!=0 && newx1+M<MN && newxt2*M<MN &&
faitfnewx1+1]==0 && faitjnewx1+1+M}0
&& faitfnewx1+2*M+1]==0 )
{ successor[nbsuccessor|=newx1*%pret[level+1]=E; nbsuccessor++;}
[**type=5 */
if ( (newx1+1)%M!=0 && newx1l+M<MN && newg+2*M<MN &&
faitfnewx1+1]==0 && faitfnewx1+M]==
&& faitfnewx1+2*M]==0 )
{ successor[nbsuccessor]=newx1*1pred[level+1]=E; nbsuccessor++;}
[**type=6 */
if ( (newx1+1)%M!=0 && newx1+M<MN && newg+2*M<MN &&
faitfnewx1+M]==0 && faitfjnewx1+2*M]=0
&& faitfnewx1+2*M+1]==0 )
{ successor[nbsuccessor|=newx1*1prdl[level+1]=E; nbsuccessor++;}
[**type=7 */
if (newx1%M!=0 && newxl+M<MN && newx1+2M<MN &&
faitfnewx1+M]==0 && faitfnewx1+2*M]=0
&& faitfnewx1+2*M-1]==0 )
{ successor[nbsuccessor]=newx1*12+7;dex@{+1]=E; nbsuccessor++;}
[**type=8 */
if ((newx1+1)%M!=0 && (newx1+2)%M!=0 &&newx1+M<MN &&
faitfnewx1+1]==0 && faitfnewx1+2]==0 && fait[newx1+2+M]==0 )
{ successor[nbsuccessor]=newx1*1pri[level+1]=E; nbsuccessor++;}
[**type=9 */
if ( (newx1+1)%M!=0 && (newx1+2)%M!=0 && Bwx1+M<MN &&
faitfnewx1+1]==0 && faitjnewx1+2]==0 && faitfnewx1+M]==0 )
{ successor[nbsuccessor|=newx1*1pr[level+1]=E; nbsuccessor++;}
[**type=10 */
if ( (newx1+1)%M!=0 && (newx1+2)%M!=0 && awx1l+M<MN &&
faitfnewx1+M]==0 && faitfhewx1+M+1]=0 && faitfhewx1+M+2]==0 )
{ successor[nbsuccessor]=newx1*pled[level+1]=E; nbsuccessor++;}
[**type=11 */
if (newx1+M<MN && newx1%M!=0 && newx1%Nt1l &&
faitfnewx1+M]==0 && faitfnewx1+M-1]=0 && faitfnewx1+M-2]==0 )
{ successor[nbsuccessor]=newx1*12+11pegdl+1]=E; nbsuccessor++;}



if(nbsuccessor>0)
for(i=0;i<nbsuccessor;i++) explore(succeBgtevel+1);

if (type<4) {fait[x1]=0; fait[x2]=0;fait[x3=0:}
else if (type>=4) {fait[x1]=0; fait[x2]=0ait[x3]=0; fait[x4]=0;}



