Démontage de fractales de Fatou-Julia

L’ensemble rempli de Fatou-Julia, du nom de sdmteirs, est formé des points dont la trajectoire
sous l'effet répété de la fonction complexes Z + ¢ ne s’en va pas a l'infini. Une fagon de construire
la courbe frontiére consiste a partir d’'un pamt de prendre ses deux transformés sous I'effétée

des fonctions inverses de la précédezite++/ z— c. Ces points finissent par se coller sur la fraetié

de I'ensemble et I'occupent de fagon dense. Stilnasurel d’obtenir un cercle lorsque= 0, il est
surprenant de voir cette forme ovale se tordre étsisser lorsqueévolue. Aussi va-t-on s'intéresser
au pourquoi de cette forme complexe et cherchaxairsd’ou vient cette jungle d’arborescences et de
bulbes. C’est ce que nous allons faire dans l®@gasest un nombre réel négatif.

Pour ce faire, nous allons mettre la fractale écgs détachées, en déterminant comment construire
chaque morceau de facon indépendante, tout ehégiat I'ensemble qui reste globalement invariant
sous l'effet de la fonctiom’ = Z + ¢ répétée deux fois. C'est & partir de cet ensembéetous les
autres morceaux de I'ensemble de Fatou-Julia seisEd. Comme nous allons principalement

utiliser les fonctions inverses'=++/ z— ¢, nous devons d’abord rappeler comment se fabrigaen
racines carrrées d’un nombre complexe.

1. Racines carrées d’'un nombre complexe

On sait gu’'un nombre complexeadmet deux racines carrées opposées. Le nongiéerit sous
forme trigopnométriquer| 4], et I'on choisit 'argument) compris entre « etz. Les racines carrées

ont pour module/r et pour argument respecif2 et6/2 + z. Grace au choix de I'intervalle décrit par
'angle 6, la racine carrée d’angi¥2 a toujours une partie réelle positive, et nausidteronsy/z ,
Iautre racine carrée étanty/z (figure 1). Dans ces conditions, on vérifie aussitot queoiajuguée de

Jz , soit+/z , est aussi la racine carrée de la conjuguée,\gmlt

vz
Figure 1: Racines carrées denotéesy'z et—/z , la premiére ayant une partie réelle positive.

2. Transformé d’un ovale par racines carrées

Prenons maintenant une courbe fermée, une sortald':oQue devient-elle lorsqu’elle subit la
transformation faisant passerzia ses deux racines carrées ? On distingue deux cas

» L’origine O du plan complexe est a l'intérieur de la courbrenfe. La courbe fermée, avec ses
points d’affixez, est transformée en une courbe fermée, dont |&évest parcourue paﬁ et I'autre

par -Jz. Et la surface intérieure de la courbe est transfe en surface inérieure de son image
(figure 2.



Figure 2: A gaucheavec le poinO intérieur, 'ovale en noir est transformé en ovaterouge pa
Jz eten bleu pah/E . A droite, transformation de la surface interne.

» L'origine O est a l'intérieur de la courbe fermée. C-ci est alors transformée en deux coul
fermées, I'une décrite pafz et I'autre décrite pz —/z (figure 3.
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Figure 3: A gauche avecO a I'extérieur de la courbe fermée en noir, cellest transformée en
deux courbes fermées, rouge ou bleue selon laerazdnrée priseA droite, transformation des
surfaces.

Dans tous les cas, aprés transformation par racines carrées, la courbd'umion des deu;
courbes obtenues sont symétriques par rapportigitie O.

Prenons maintenant le cas particulier ou la cofebaée présente une symétrie par rapport a
desx. La transformée ovalpourO intérieur, ainsi que les deux transform@wales pouO extérieur,
conservent cette symétrie par rappcOx. On en déduit, par composition de la symétrierppport &
O et par rapport ®x, que la forme transformée présente une symétriegpport a I'axe dey.
Remarquas toutefois que dans le cas deux ovales sont obtenwsest leur union qui est symétriq
par rapport &y, mais que chacun ddeuxovales n’a pas de symétrie par rapport équelconque
axe vertical figure 4.
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Figure 4: Consevation de la symétrie par rapportOx, et symétrie par rapport Oy de la
transformée.

3. Symétries de la fractale de Julia pouc réel

Toute fractale de Julia admet I'origiO comme centre de symétrie, car si I'on part dex points
opposés d'affixe, et —z, leurs trajectoires se confondent z; = ( z,)* + ¢. Supposons en plus qc
soit un nombre réel. Si 'on part de deux pointnéiriques par rapportOx, d'affixe z, etZ, leurs

trajectoies obéissent aux récurrenz,.; = zZ+cetZ,=7,2+c, etsilona z',=2z0n a aussi



Z' . =z%+c= 7+ G:Z, ce qui montre que les trajectoires restent syoqéds par rapport @x,
et elles subissent la méme évolution,, ce qui neogtre siz, est dans I'ensemble de Julia, son

symeétriquez o I'est aussi. Finalement, la fractale de Julia, &ymque par rapport ® et aOx, I'est
aussi par rapport@y.

4. Fractale de Julia pourc=-1

Prenons une courbe en forme d’ovale présentanailes de symétrig@x et Oy, avec comme demi-

longueurs sur ces axes les nombaest b. Faisons lui subir la transformatiah =++/z+1. Cela
revient & faire d’abord la translation de vectdyrQ), telle queZ =z + 1, et I'ovale initialC devient un
ovale isométriquéC; qui est aussi symétrique par rappofa puis on faitz = +JZ , et l'ovaleC,
devientC'. Si le pointO est hors d€,, soita inférieur a 1C’ est formé de deux ovales, etGireste

dansC,, soita supérieur a 1C’ est formé d’'un seul ovale, symétrique par rappdax et Oy (figure
5).

Figure 5: A gauchea > 1, l'ovale initialC est en noir, son imade, par la translation de vecteur
(1, 0) est en vert, I'ovale fin&’ obtenu par les racines carrées 6yrest en rougeA droite a < 1,
avec les deux ovales en rouge.

Si I'on veut que I'ovale initialC soit la fractale de Julia, courbe frontiere degemble de Julia,
dont on sair gu’elle reste globalement invariamass!’effet de la transformation, cela impose que
soit supérieur a 1. Placons-nous dans ceacad, I'ovaleC’' a comme demi-longueurs sur les axes

a'=+Ja+let b'=a-1, puisqueC; a comme extrémités + 1 eta — 1 surOx Si I'on veut que la
surface délimitée pat reste globalement invariante sous I'effet des deungtionsz = +/z+1, il est
nécessaire qua’ = a eth’ = b, ce qui donnea = ¢ et bzﬁ, ¢ et ¢ étant les nombres d’or
(\/5 +1)/ 2et (Jé—l)/z. La fractale de Julia obéit a ces conditions, alomme extrémités sur les
axesOx et Oy les points d'affixep etib=i\/g' (figure 6.

puis sa translaté€; en vert et sa transformé@ par racines carrées en roug&. droite les
transformées successives@e C', C’, C”, C"” par les fonctionsz =++/z+1, convergeant vers la
fractale de Julia, seul ensemble restant globalemeariant paiz = +/z+1.



Si nous partons du poinb situé sur la courbe fractale, et que nous preremsriages successives
par les deux fonctionz) = vz+1letg(z) =—+z+1, les points obtenus vont étre sur la fractale, et
I'on sait qu’ils vont la parcourir de fagon dense.

Plus précisément, lorsque I'on prend un point ikeft situé sur la fractale, et au-dessus de I'axe
Ox, son image paf est située au-dessus, et son imagegpaymétrique de la précédente, est au-
dessous. On peut remplacer la deuxieme imagelespitint d’affixeg(2) = —f(2), par celui d’affixe

9(29=— z+ =—\/_z+ 1qui, lui, est situé au-dessus @& Par le procédé récursif prenant a chaque

fois les deux imagef§z) et g(2), on trace ainsi la partie de la fractale de Jitizée au-dessus @,

dont on déduit I'autre moitié par symétrie par rap@Ox. Ce procédé s'avere un peu plus rapide que
celui utilisant les imagef$z) etg(2).

Programmation :

Dans le programme principal, il suffit d’appelerftanction point() & partir du point initial (0b),
soit :

x=0.; y=b; z.A=x; z.B=y;/* point initial */
point(z,21,black);

La fonction récursiv@oint(z) dessine le point d’affixe et se rappelle sur les deux images et
9(2) . Elle se programme ainsi :

void point(struct complexe z, int n,Uint32 col)
{ struct complexe newz,newzz;
if (n>0)

{ putpixel(xorig+zoom*RE(z),yorig- zoom*1§z),col);
putpixel(xorig+zoom*RE(z),yorig+zoom*Id),red);
newz=RAC(ADD(z,0OPP(c)));
newzz=0OPP(RAC(ADD(CONJ(z),0OPP(c))));
point(newz,n-1,col); point(newzz,n-1)co

}

}
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Figure 6: Fractale de Julia obtenue par la méthode réaursi

5. Tronc de I'ensemble de Julia pouc = -1

A l'intérieur de cet ensemble de Julia restant gletment invariant, cherchons maintenant la partie
qui reste globalement invariante tous les deux s@imon pas a chaque coup, c’est-a-dire soust’eff
deux fois répété des racines carrées. Pour celaidgsons un oval€ de centreD, ayant pour axes de
symeétrieOx et Oy, avec comme demi-longueurs sur ces axes les nembi®.



Supposons d’'abord > 1, ou I'ovaleT reste un ovale. Le point d’abscisssurOx est transformé
en un point d’abscissg/1++/1+a sur Ox au bout de deux coups. Pour dumreste globalement

invariant, on doit avoia = \/1++/1+a , ce qui implique par double élévation au carré gwérifie
I'équationa’ — 2a*—a = 0, ou encore® — 2a— 1 = 0, puisqua = 0 ne convient pas. Cela s’écrit aussi
(a+ 1) @ —a—1) =0, ol I'on retrouve comme seule solutiosifdee a = ¢. Mais on ne veut pas de
cette solution puisque cela correspond a la fraalal Julia restant invariante a chaque coup. tn'e
pas possible pour d’avoira > 1.

Prenons alora < 1. Effectuons la premiére transformatign=++/z+1. Cela revient a faire
d’abord la translation de vecteur (1, 0) puis andre les deux racines carrées. Cela donne I'dVale
par la translation, ave® a I'extérieur, puis deux ovaleset S symétriques par rapport@ avecS a
gauche et a droite. Chacun de ces ovakest S est aussi symétrique par rappor®a Effectuons

ensuite la deuxiéme transformationz = ++/z+1, notre objectif étant d’obtenir un ovale entourant
point O. L'ovale s est transformé en deux ovales qui ne contienrenitgpoiniO, ce qui ne convient
pas. Seul I'ovalé& qui contient le point (=1, 0) devient un ovaleentourant le poinO (figure 7). Des
ovales entourant le poi@ sont ainsi obtenus tous les deux coups suivgmoeessuy — S— T'—
S > T — ..., outous les deux coups— T — T"” — ..., en pratiquant la transformation répéige
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Figure 7: En haut,T (en noir) est transformé enet S (en rouge) par la premiére transformation
( T, étant le transformé dE par la translation intermédiairdn bas la deuxiéme transformation fait
passer dSaT (en bleu).

Comme nous voulons un ensemble de points restabalgiment invariant tous les deux coups,
nous sommes conviés a chercher un oValel queT = T. Cela va imposer des condtions sur les
demi-longueursa etb de T sur les axes. L'oval& a pour extrémités sudx les points d’abscisse

—-J1-aet —J/1+a. Comme l'action de la racine carrée positiveSdonne la moitié d&' située au-

dessus de l'axe des T a comme extrémités sur 'axe drdes points d’abscisse/1-+/1-a et



comme extrémité positive sur I'axe deke point d’'ordonnéea/+/1+a —1. La conditionT = T impose
les conditions :

e 4/1-+1-a =a, ce qui donne aprés calaik ¢’ =~ 0,618

- JVlta-1=b,dotib=/g-1~053

En partant d'une ellips@ ayant comme demi-longueurs d’axes ces valeura @¢ b, et en

pratiquant la transformation répétée = +1-+/z+1 on observe la convergence vers une forme

ovale dont l'intérieur est I'ensemble des pointstaat globalement invariant tous les deux coups
(figure 8. Il s’agit du tronc de I'ensemble de Julia.

Cela correspond au programme suivant. On est gartiellipse T avec les valeurs da et b
trouvées ci-dessus. Puis on lance une boucle diague étapé on pratique deux fois de suite la
double transformation, en effacant a chaque foisolarbe précédente. Au début de chacune de ces
étapes, on aura une courbe dessinée en noir,raibfanc.

zoom=450.;xorig=400;yorig=300;
xc=-1.;yc=0.; c.A=xc; c.B=yc;
for(t=0;t<2.*M_PI;t+=0.001)/* I'ellipse initiale avec son a et son b */
{ x =0.618*cos(t); y= 0.53*sin(t); putpixel(xig+zoom*x,yorig-zoom*y,black);}
for(i=1;i<=4;i++)
{ for(xe=0;xe<800;xe++) for(ye=0;ye<600;ye+f)getpixel(xe,ye)==black)
{ x=(double)(xe-xorig)/zoom; y =(doublgdtig-ye)/zoom; z.A=X; z.B=y;
newz=OPP(RAC(ADD(z,0PP(c)))); z.A=neizz.B=newz.B;
* double transformation */
newz=RAC(ADD(z,0PP(c))); putpixel(xgtizoom*RE(newz),yorig- zoom*IM(newz),red);
newz=OPP(RAC(ADD(z,0PP(c)))); putpixerig+zoom*RE(newz),yorig- zoom*IM(newz),red);

}
for(xe=0;xe<800;xe++) for(ye=0;ye<600;yetfHjgetpixel(xe,ye)==black) putpixel(xe,ye,white);
for(xe=0;xe<800;xe++) for(ye=0;ye<600;ye-tfH)getpixel(xe,ye)==red)* double transformation */
{ x=(double)(xe-xorig)/zoom; y =(doubleyfyg-ye)/zoom; z.A=x; z.B=y;
newz=OPP(RAC(ADD(z,0PP(c)))); z.A=netzz.B=newz.B;
newz=RAC(ADD(z,0PP(c))); putpixel(xotmpom*RE(newz),yorig- zoom*IM(newz),black);
newz=OPP(RAC(ADD(z,OPP(c)))); putpixeli{ig+zoom*RE(newz),yorig- zoom*IM(newz),black);
}
for(xe=0;xe<800;xe++) for(ye=0;ye<600;ye+fjgetpixel(xe,ye)==red) putpixel(xe,ye,white);
SDL_Flip(screen);pause();
}

Figure 8: A gaucheT — T' — T " en répétant la double transformation a bartin’déipse TA
droite, la forme obtenue aprés plusieurs répétitions.

Cette méthode de construction du tronc étant daberieuse, nous en donnerons d’autres dans ce
qui suit. Mais d’abord nous allons voir qu'a pardiu tronc, toute la fractale de Julia peut étre
construite, morceaux par morceaux.



6. Le tronc, générateur de la fractale de Julia, de collage des morceaux
pourc=-1

Comme on vient de le voir, I'action répétée dedalie fonctionz' = ++/ z+1 transforme le tronc
T en deux ovaleSets, le premier & gauche et l'autre a droite, 3oit S s(au sens d&unions), ou
encoreT — S T sen conservant le dessin précédent. Puis a parta, &devientT, ets donne deux
nouveaux ovales que nous not@igts’, soitS T s— S’ S T s s’Ensuite,S’ donne deux transformés
B etb a la verticale du tronc, I'un en haut et l'autre leas, e’ donne deux ovaleS” ets”, soit
S'STss—>S”S' SBTDbs s’ s”’Nous appellerons bulbes les ovaBestb, situés le long de I'axe
desy, pour les distinguer de ceux comi@et s le long de I'axe deg. A son tour,S” donne deux
bulbesB’ etb’, B donne deux bulbes accrochéS éts, tout commeb, ets” donne deux ovaleS™ e
s” . Et ainsi de suitdigure 9.

On constate que chaque nouveau morceau vient e aaln ancien morceau. Ce phénoméne de
tangence, ou de collage ponctuel, commence siges tangents . En effet, on a vu que I'extrémité

gauche limite des, sur 'axe des, avait pour abscissgl-¢'=4/¢'* =¢'et que le tronc avait aussi

comme extrémité droite limite le point d’abscigse Et il ne peut pas y avoir de points communs
puisque chaque morceau a ses propres caractésiitjnvariance. Le tron€, ensemble de tous les
points invariants tous les deux coups exactemenpent pas avoir de points communs &/ec S Le
collage desetT se répercute ensuite sur leurs transformés, aveS’ s’etT — S s etS’ est collé a

@
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Figure 9: A partir du tronc, fabrication étape par étams chouveaux morceaux a partir des
précédents sous l'effet de la double fonction pét=++/ z+1.

Stout commes’ as. Il en est de méme avec les bulbes : a part®’'@ellé aS, avecS’ —» B betS—
T, B et b viennent se coller suf. Cela se poursuit pour tous les ovales et toudldises. Il est
remarquable que la seule tangencs €eT se répercute sur l'infinité des morceadux.

Il ne reste plus qu’a constater que I'infinité aesrcxeaux fabriqués étape apres étape forment un
ensemble de taille finie qui reste globalement riavrd sous l'effet dez'=++/ z+1. Il s’agit par
définition de I'ensemble rempli de Julia-Fatou.rdiste a préciser comment fabriquer de facgon
autonome les divers ovales et bulbes, sans lesdépendre de leurs prédécesseurs. La encor@atout
se déduire de la construction du trdnc

6.1. Premiére méthode pour construire la frontieredu tronc T

Il suffit d’utiliser le processus de constructioin Dest d’abord trnasformé &par z'=+/ z+1 puis

Stransformé el par z'=++/z+1. On passe donc deaT par I'action répétée de'=++1-+/ z+1.

En partant d’un point de la frontiere ecomme le point (), les transformés successifs de ce point
sont aussi sur la frontiere, et I'on observe qulidsparcourent de facon dense. Ce que fait le
programme suivant :

xc=-1.;yc=0.; c.A=xc; c.B=yc;
z.A=0.; z.B=sqrt( sqrt( (1.+sqrt(5.))/2.)-1.);
point(z,12,black);

Avec la fonctionpoint() :

!Les ovales, s, 5", ..., situés a droite le long @k ont pour extrémités droites successives :

L+ @' 1+ (14 ¢ NETSY [#¢ ', ..., ce qui donne & la limite. Notons que leur longueur sOix est de plus
en plus faible au fil des étapes. Quant aux buthds, B”, ..., situés le long d@y au dessus du trofg ils sont
les transformés pat'=+/z+1des ovales de gaucl® S”, S, ..., dont I'extrémité gauche converge verg.—

L’extrémité verticale des bulbes est daffic- ¢ =i,/¢ -1=i,/¢". La hauteur maximale atteinte par ces bulbes est

@', et I'on peut vérifier que leur longueur vertieaést de plus en plus petite. Finalement I'ensembldulia a
bien ses extrémités horizontale et verticaletghet +¢', mais cela ne suffit pas pour prouver qu'il estchit

dans une ellipse d’ax&3x etOy avec ces mémes extrémités sur les axes.



void point2(struct complexe z, int n,Uint32 col)
{ struct complexe newz,newzz;
if (n>0)

{ filldisc(xorig+zoom*RE(z),yorig- zoom*INk),1,col);
newz=RAC(SOUSTR(OPP(c), RAC(ADD(z,OPP{s;
newzz=OPP(RAC(SOUSTR(OPP(c),(RAC(ADDRP(C))))));
point(newz,n-1,col); point(newzz,n-1)co

}

}

Mais il existe une autre méthode, un peu plus pediate, mais qui va surtout nous permettre de
prouver que les points successifs obtenus décrdesfacon dense la frontiere @e

6.2. Deuxieme méthode de construction et linguistig du tronc

Intéressons-nous a la partie du tronc située asudede I'axe des, en jouant sur les symétries du
tronc T par rapport aux deux axes. Partons du point daffixsur la frontiére. Son transformé sur la

partie supérieure de la frontiere de l'ovalest v1+ib . Puis on prend I'opposé du conjugué, soit
—J1-ib , qui est aussi le point symétrique par rapp@iaCe point est sUp, puisque I'union des et
S est symétrique non seulement par rappdfixanais aussi par rapportQy. Le transformé de ce

point est situé sur la partie supérieureldet a pour affixey1-+/1-ib (figure 10. Il en est de méme

pour son symétrique par rappor©d, soit —/1-+/1+ib . Puis I'on recommence avec chacun de ces

deux points. Leurs transformés seront aussi suokte T. Cela revient & effectuer de fagon récursive
les deux transformations :

f(z)=\/1— 1+ z=\/1— 1+ 7

9(2) =11+ 2z

On obtient ainsi une infinité de points tous siteés la partie supérieure de dont on observe
gu'ils la recouvrent de facon dense. Pour avomditié inférieure dd, il suffit de faire une symétrie
par rapport ®x.

a partir du pointb.

T.',;«x“
Figure 10: Les transformés successifs du pointbj0aboutissant a un point du tromcsous ['effet
de la fonctiorf.

Appelonsf etg les deux fonctions définissant la récurrence miégte, c’'est-a-dire

f(2) =y1-v1+ z
9(2) =—1-V1+ 2
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ol g n'est autre que la fonctiory/1+ z répétée deux fois, et d{g) s'obtient en faisant d’abord
z;=+/1+z puis en prenang, =—z dont 'image est le symétrique de cellezi@ar rapport Dy, et

enfin en faisant/1+z, (figure 11).

{(z)y=V 127;.2 %Zil
5 g\ ) A=VF

0
Figure 11: Passage progressif daf(z).

Pour simplifier, nous appelleromde pointf(ib), g le pointg(ib), et0 le pointib. Les pointd etg
sont de part et d’autre d@ sur le tronc et symétriques par rappo@ya Précisons que le fait de faire
agir f sur un point de la partie supérieure du tronc daiqmepoint situé a droite dey, et I'action deg
envoie un point vers la partie gauche.

Prenons trois point&, B, C sur la frontiére du tronc, avec des angles damdré croissant a partir
de O. En décomposant I'action de la fonctipma translation préserve cet ordre, ainsi queaksage a
la racine carrée, qui divise les angles par dewisN&h symétrie par rapportQy inverse cet ordre, et
la translation suivie du passage a la racine camaatient I'ordre inversé. On passe ainsi destpoin
A, B, C aux pointsA’ B' C’ avec une inversion de I'ordre, sous l'effet dédactionf (figure 12.

B|

.’:"': .=: B
B) cof BN, 1

, ¥
™

Figure 12: Action de la fonctiorf sur trois points du tronc, aboutissant a un resereent de
I'ordre des points.

Reprenons les trois poings O f disposés de gauche a droite sur le tronc. Soasofadef, ils
deviennentfg f ffde droite a gauche, dlu f fgde gauche & droite, cela sur la partie droiterafuct
Par symétrie, on obtiegy g gf sur la partie gauche. Faisons a nouveaufagir ces points. A partir
def ff fg on trouveffg ff fff de gauche a droite, et a partir gig g gfon trouvefgf fg fggde gauche a
droite. D’autre partfff est a gauche deetfgf a droite dd, soitfff f fgf dans cet ordre, puisqu’ils sont
les transformés de ff et fgdans cet ordre. On a ainsi obtenu quatre nouvgeims dans cet ordre (de
gauche a droite), ces points s'intercalant ensgtécédents. Par symétrie autouQyeon obtient de
gauche a droite les quatre poigtgy ggf gff gfglans cet ordre, sur la partie gaudigu¢e 13.

geg gef gff gfg

Figure 13: Les pointgy fa la premiére étape, les poigts of ff fgde la deuxiéme étape,gdg ggf
goff gfg ffg fff fgf fgaa la troisiéme étape, avec les passages du ggssaet du vert au vert.
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Il en est ainsi a chaque passage d’'une étapeuivinge. On aboutit au développement d’'un arbre
binaire ou a I'étagé se trouvent tous les points de longukuPrécisons que les points d'un étage
s’intercalent entre les points des étages précedemtpassage d’'un étage au suivant s’effectuasuiv
la régle suivante :

» On lit tous les points & I'étagede gauche a droite, en leur ajoutantgudevant, et les points
obtenus sont écrits de gauche a droite, ce quigdanpartie gauche du nouvel ét&ge 1.

« On lit tous les points a I'étadede droite a gauche, en leur ajoutantfdevant, et les points
obtenus sont écrits de gauche a droite, ce quiadlanpartie droite de I'étade+ 1.

Par exemple, a partir de I'étage gg ggof gff gfg ffg fff fgf fggn trouve pour I'étage 4 :
0999 ggof goff ggfg gffg offf ofgf gfgggfftfaf fiff fffg fofg foff fggf fggg

Intéressons-nous aux points limites, & gaugpdgy.., a droitefgggg.. Orfgggg.. n'est autre que

\/1—\/1—\/1—\/F..., a savoir le nombre réel. le pointgggg.. étant alors «’. La suite des points

obtenus lors de I'épanchement infini de I'arbrealbi@ s’étend jusqu’a I'axe desPrenons maintenant
le point le plus a gauche du sous-arbre droit, foiggg.., ou encoref(fgggg..) = f(¢’) =

iw/\/a -1=ib . Le développement du sous-arbre droit se fait dorie O ep’, et de méme a gauche,

ne laissant aucun trou vacant entre@’-et ¢’. Grace au procédé dichotomique, chaque point déja
obtenu donne naissance a deux nouveaux points Bgant de part et d'autre de lui dans l'intervalle
qui I'entoure, sans empiéter sur les intervalles\agsins. Cela prouve que l'infinité de pointserhits
couvre de facon dense la partie de la frontiierérdioc T située au-dessus @, que I'on peut ainsi
contruire rapidement de fagon récursive. Commaitdd programme suivant :

xc=-1.;yc=0.; c.A=xc; ¢.B=ycy* point (-1, 0). OPP(c) est le nombre réel 1 */
z.A=0.; z.B=sqrt( sqrt( (1.+sqrt(5.))/2.)-1.J* point d’affixe ib */
point(z,12,red);/* frontiére du tronc T */

SDL_Flip(screen);pause();

floodfill(xorig,yorig,red,red); /* remplissage du tronc T */
SDL_Flip(screen);pause();

void point(struct complexe z, int n,Uint32 céi)fonction récursive fabriquant les deux successeie z */
{ struct complexe newz,newzz;
if (n>0)

{ filldisc(xorig+zoom*RE(z),yorig- zoom*INk),1,col);/* dessin du point d'affixe z */
filldisc(xorig+zoom*RE(z),yorig+zoom*IM),1,col);/* dessin du symétrique par rapport a Ox */
newz=RAC(SOUSTR(OPP(c), RAC(ADD(CONJGIHP(Cc))));
newzz=OPP(RAC(SOUSTR(OPP(c),(RAC(ADDERIC)))))));
point(newz,n-1,col); point(newzz,n-1)¢ét double rappel de la fonction sur les deux poftits

}

}

6.3. Formules de construction des morceaux

Partons de la formule du tronc dont la frontieneésieure est obtenue par I'action répétée des deux
fonctions :

f(2) =y1-V1+ z
9(2 =—J1-1+ z

Quant a la frontieére inférieure, elle s’obtientfaisant une symétrie par rapport a I'axe gekt il
en est ainsi pour tous les ovales qui présentétgt sgmétrie.

a partir du poirgy =i b
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6.3.1. Premiers ovaleset S

Considérons un point d’'affixesur cette frontiere, il devient, sous l'effetfde’ = f(2), lui aussi sur
la frontieére. Sachant que I'ovadese déduit d& en appliqguant/1+ z, le point d’affixeZ = V1+z est
sur la frontiere detout commeZ’ = 1+ z'. Il reste a trouver comment passeZeZ'’ :

Z2'=J1+72'=41+y1-J 1+ 2=V} Z carZ = J1+z entraine 1 +z = 7, 1+7Z=Z%et

\Z?% = Z car on se place sur la partie supérieure de I'o@tevient de trouver la fonction associée a

mais jouant sus. On dit que cette fonction est la conjuguéd per le biais de/1+ z. Et ce que I'on
a fait aved peut aussi étre fait avggce qui donne

Z'=1+ 2 =y1-1-V1+ 2=V E Z

Finalement la frontiere supérieure de l'ovales’obtient en faisant jouer de facon répétée les
fonctions :

Z'=\/ﬁ
me

Considérons maintenaStcomme symétrique depar rapport a@Qy). On passe deouz’ sursaZz

ouZ surSparZ=-zou Z'=-Z'. Avec z'=+/1++/1-7Z, on trouve Z'=—/1+/1+ Z , et avec
z'=41-+1- z celadonneZ'=—1-J1+ Z .

La formule donnant la partie supérieure de la fesatdeSest donc :

z‘=—m
z'=—\/T\/Tz

6.3.2. Deuxiemes ovales’ ets’

a partir du pointz, =+/1+ ib

a partir dez, =—v1-ib

On passe ds a s’ en faisant jouer la fonctior/1+z. De la formule donnarg, on trouve la
formule conjuguée pow’, par le méme type de calcul que précédemment :

z' :\/1+m a partir dezo :m
le\/]ﬁ

Puis on conjugue ces fonctions par le biaiZzde—z pour avoir la formule d&’:

z'= —\/1+m a partir dez, = —m
Z'= _\/]ﬁ

Pour avoir les parties inférieures de ces ovalesyffit de faire une symétrie par rapporOx.
Mais on peut aussi relancer les fonctions précédesnt partir dez, =+1-+/1+ib pour s’ et

z, =—J1++/1+ib pourS.
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6.3.3. Premiers bulbes

Le bulbeB est le transformé d& par+/1+z. On en déduit sa formule de construction :

z‘=\/1—\/1+ 1+ 1+ 222 -7
\/ a partir dez, =+/1-+/1++/1-ib
z'=\/1—\/1+\/1—«/1+ 27-1

mais il s'agit la de la partie droite du bulbe psatie gauche s’obtenant par symétrie par rapport a
Oy.

Le bulbeb est, si I'on veut, le conjugué @& d’ou la formule pour sa partie droite :

z‘=\/1—\/1+ 1+\1+ 27 - 7
\/ a partir dezy, =4/1-4/1++/1+ib
z‘=\/1—\/1+\/1—1/1+ 27 -7

Certains des bulbes suivants n’ont plus de symg@tierapport aux axes de coordonnées. Pour
avoir les deux parties de leur frontiére, il comtie’utiliser deux valeurs initiales dg, a partir de
celles vues précédemment, par exemple BuAinsi le bulbeB donne naissance a deux bulbes qui
vont se coller symétriguement par rappofdya I'un sur S ,I'autre surs. On constate hotamment que
les bulbes de plus en plus petits qui vont se icpitegressivement sur le troficont des points de
contact qui correspondent au développement, étageéfage, de l'arbre binaire ayant défini la
frontiére du trond.

On a de la sorte réussi a démonter I'ensemble Lie-Ratou, a le mettre en pieces détachées,
chaque piece ayant sa propre formule sous forméalgrencesfigure 14. Les formules s’allongent
au fur et & mesure, mais l'algorithme est facilegitre en oeuvre et a réaliser sur ordinateur. fRapé
gue tout provient de la seule formule du tronc.

OOL

Figure 14: De gauche a droitetracé se I'ovales, de 'ovales’ et du bulbeB, avec des zooms de
plus en plus élevés.

6.4. Non dérivabilité de la frontiére du tronc

Par non dérivabilité, nous entendons que la cotndogtiére deT admet en une infinité de ses
points des ruptures de pente de part et d’autrar Pela nous allons nous placer au point limite
d’'abscisse ¢' surOx, et montrer que la courbe présente en son voejreagdessus et au-dessous de
lui, une rupture de pente. Cette rupture se réperusuite sur ses transformés sous I'effet régeseé
fonctionsf etg, ou par I'action de la fonction inverse telle quie Z — 1, et cela une inifnité de fois.
Et comme on a vu que le troficengendre toute la fractale de Julia, celle-ci Ms@nter partout des
ruptures de pente.
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Considérons la fonctioh(z) =— 1+ z . Celle-ci admet le point fixe attracteup’-> Il en est de

méme pour la fonctiomy(2) = —\/1-+/1+ z= K (3. En partant du poirib surOy, les itérés successifs
sous I'effet deg convergent bien vers le poiat(—p’, 0) figure 15.

Figure 15: Action répétée de la fonctigna partir du poinib sur la frontiere du tronc.
Par exemple, a la §% itération, on trouve le poiml d’affixe z, de coordonnées= — 0,6167y =
0,0021. Ainsi le segmenAM] fait un angle de I'ordre de 57° avec I'axe horitad. Le vecteuAM a

pour affixez + ¢'. Sous l'effet deg, z devientz = —/1-+/1+ z dont I'image esM’. Le vecteuAM’ a
pour affixez + ¢’. Faisons le calcul :

2+ ¢'=—J1-T+ 2 +,/1-/1-¢ ' en utilisant la définition de’
RN NN
assimiler«/l—x/m ety

Recommencons, toujours grace a la quantité congugué
Vi-¢'—~N1+z _ z+¢' _Zt¢’
2¢' 29'(J1-¢ '+J1+z) 4¢*°

car avec le point! trés proche dé, on peut

carz est trés proche deg-

On trouve qUAM’ = 4;'2 AM. Ainsi AM’ fait le méme angle qudM avec l'axe deg, et cela

se répéte avec les itérés suivants. Finalememilg A de la courbe frontiere a une demi-tangente
faisant un angle de 57° au-dessus@#,(et aussi au-dessous d&x| a cause de la symétrie du tronc.
On a bien une rupture de pente trés nette.

Ce gue nous avons fait poue — 1, nous allons maintenant le généraliser atawaleurs réelles
dec.

7. Généralisation pourc réel négatif

Posong’ = —c. Lorsquec’ varie de 0 a 2, avec notamment le cas particplécédent oa’ = 1,
on sait, grace a B. Mandelbrot, que les ensemtdedutia-Fatou forment une surface connectée de
points. Et sur cet intervalle, il se produit un pbééne de bifuccations pour les points fixes ou

2 Un point fixez vérifie z= —J1+z, d'od Z-z—-1=0,z=¢p ouz=—'. Maisg ne convient pas, il resse=
—p'. On cosntate qul’'(2)| = 1/(2¢") < 1. Le point est attracteur.
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cycliques de la fonction’ = Z + ¢, & I'image de I'application logistique. Au-dela de= 2, il subsiste
seulement une poussiére de points. Rappelons guensembles ont tous pour cenret pour axes
de symétrie©x et Oy. Nous supposerons dans ce qui suit@ueste compris entre 0 et 2.

7.1. Points extrémes de la fractale

Considérons un ovale de cen®ed’axes de symétri®x et Oy, ayant comme demi-longuewaset

b sur les axes. Nous voulons qu'’il reste globalenerdriant sous I'effet de la fonction' = ++/ z+ C .
Sia < c,il est transformé en deux ovales, et cela n'estgmeptable quand nous voulons avoir un
ovale compatible avec une fractale de Julia-Fdt@st nécessaire que> c’. Dans ce cas, I'ovale est
transformé en un ovale ayant les mémes symétries,omme demi-longueurs sur les axes :

a'=+Ja+cetbh'=va-c'.
Imposons que’ =aetb’ =b, ce qui entraine d’abord qaé—a—c’ = 0, d’ou

a_1+\/1+4c'
2

, l'autre racine étant négative. Comme la foncti@x) = x* — x — ¢’ est négative

entre les racines, et qh&’) =c¢’ (¢’ — 2) < 0 pour’ entre 0 et 2, la conditica> ¢’ est bien remplie.
On a d'autre partb =~/a-c'.

Nous venons d’obtenir les points de I'ensembleudi@ 3itués sur les axes, puisque celui-ci est par
définition 'ensemble globalement invariant sowsfét dez' = ++/ z+ ¢ .2

7.2. Points fixes et points périodiques

Rappelons que les points fixes ou les cycles foespoints sont les mémes pour la fonction

z'=+./ z+ c et pour son inversg'= Z + c= Z - ¢, et que s'ils sont attracteurs pour I'une, ilstson
repousseurs pour l'autre.

Utilisons la fonction la plus simple dans le cagsent:z'= Z - ¢. Ses points fixes vérifient
z> - z- ¢ =0, ce qui donne deux points fixes :

_1+1+ 4 1-1+ &
L e

En posant’ = f(2), on af' (2) = 2z. On en déduit qué (z;)| > 1, le pointz; est repousseur. D’autre
part, f(z)| = L-+/1+ 4c'|. Quandc’ va de 0 & 2f|z)| va de 0 & 2, et vaut 1 potir= 3/4. Ainsi,
pourc’< 3/4, f (z)| < 1, le point est attracteur, et paup 3/4, f (z)| > 1, le point est repousseur.

Passons maintenant aux points cycliques d’ordrg,dpu sont aussi les points fixes de la fonction
f répétee deux fois. lls vérifient 'équatiah— 2¢’'z> + ¢’ = 0, qui s'écrit aussi, puisque I'on retrouve
les points fixes précédents Z ¢z—c')(Z +z+ 1 —c’) = 0. Le trindbmeZ + z+ 1 —c’ admet deux

\V4c*- 3

, . 1+ =3, L e
racinesz; e z, égales aT réelles ou complexes selon quieest supérieur ou inférieur a 3/4.

Avecf ¥(z) = f(f((z)) ' (z) = 224 225 = 4 (1 —C), tout commef %(z,)’, on trouve que {*(z)’| < 1
pourc’ compris entre 3/4 et 5/4 et dans ce cas le @yagest attracteur. Sinon il est repousseur.

% Ce ne démontre pas pour autant que la fractalbcedée et encadrée par le rectangle ayant poui- dem
longueur des cOtés les valeursadet b trouvées, ni non plus qu’elle est a l'intérieurlgdlipse ayant comme
demi-longueurs de ses axestb.



16

On pourrait continuer de la sorte en suivant leés@nclassique des bifurcations mais les calculs se
compliquent singulierement.

Résumons. Sous 'action répétéezde 7 —¢' :

* pourc’ < 3/4, le pointz; est attracteur

* pourc’ entre 3/4 et 5/4, le cyclg z, est attracteur

» juste aprés 5/4, on aura un cycle attracteur damtg

Cela se verifie expérimentalemefiggre 16.

c)

Figure 16: (a) pourc’ = 0,5, le point fixez, attracteur pour la fonctioit Z = Z — ¢/, et son bassin
d’attraction en noir, qui est I'ensemble rempli ddia-Fatou ; If) pourc’ = 0,85,a gauchele cycle
attracteur des deux points fixeset z, en vert, et leur bassin d’attraction en nain, centrele bassin
d’attraction dez; sous I'effet de la fonction répétée deux fofsa droite le bassin d’attraction d&
sous l'effet def ?; (c) pourc = 1,26,a gauchele cycle attracteur des quatre points en vereet |
bassin d’attraction en noid, droite les bassins d’attraction de chacun des quatrégpseous 'effet de
f4 en bleu, jaune, vert et noir.

Prenons maintenant la fonction telle qae=—+/ z+ ¢, qui est l'inverse partiel de la fonction

‘s s . . . 1-J1+ 4! .
précédente. On trouve comme seul point fixe le tapid’affixe reelleT qui est attracteur

pourc’ > 3/4 et repousseur poaf < 3/4% Quant au cycle; z, il est repousseur poat entre 3/4 et
5/4 et attracteur pow' < 3/4. Cela nous servira dans ce qui sulit.

* On ne peut pas trouver d’autres points fixes quexale la fonction inverse = Z + c. Mais dans le cas
présent, le point fixez, ne convient pas car ce nombre est un réel posiifgqui n'est pas possible pour

z=—-J/z+ C.
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7.3. Recherche de 'ensembl€ globalement invariant tous les deux coups
et pas a chaque coup

Si cet ensemble existe, il s'agit d'une partie @mdemble précédent, avec les mémes axes de
symétrie. Considérons un ovalede demi-longueura etb sur les axes. Deux cas se présentent selon
guea est supérieur ou inférieurca

Montrons qu'il n'est pas possible d’avar> c’. Car si tel était le cas, le transformé de l'ovale
serait un ovale ave®© restant a l'intérieur. Le point extréma, 0) aurait un transformé d’abscisse

positive v/a+ c'. On doit alors supposer gaeest différent deJ/a+ c' sinon on retomberait sur toute
la fractale de Julia, comme on I'a vu dans ce qécede. Puis ce nouvel ovale aurait comme

transformé un ovale avec comme demi-longuéuﬂ vJa+c' surl'axe dex. Si I'on veut un ovale

qui resterait globalement invariant tous les deowps, il serait nécessaire qae=+/c'++/a+ ¢, ce
qui implique quea® —2c'a’ - a+ ¢?- ¢=0, soit (a°> —a-c)(& + at+1- ¢)=0. Le premier trindbme

donne comme seule solution positive celle qui igéaf = a + ¢’ dont on ne veut plus. Le deuxiéme
trindbme, de discriminantic'- 3 n'a de solution réelle que poat > 3/4, et dans ce cas, la seule

. " . —1++4c-3 . , , ,
solution positive seram:f, mais alors on constate que I'on n’a pdusc’.

Supposons désormais qae& ¢’. L'ovale de départ a un transformé formé de dewates. Celui de
gauche est le seul qui puisse prétendre redonnaigusuivant I'ovale initial. Il coupe I'axe deswux

points —v/a+c'et -Jc-a. Lorsque I'on effectue ensuite la translation detgur c¢’, I'ovale obtenu
a pour extrémités —+a+c'etc — Jc'-a. Sous réserve gue soit a l'intérieur de cet intervalle, ce
qui signifie quec’ —va+c' < 0 etc -Jc-a >0, le passage aux racines carrées donne l'ovale
d’extrémitéstﬁc'—ﬁsur ©X). Imposons alors comme condition nécessaire d'ianae :
c'-Jc'-a=a.Cela implique, aprés une double élévation alecguea vérifie I'équation :
a*-2c'a’+ at+ ¢?- ¢=0 ou encorga’ +a-c)(& - a+t1- ¢)=0.

. . . —1+N1+ 4t .
Le premier facteur donne une seule solution pcosmvaerlflant aussia=+/c'- a.
Vérifions que cette solution convient pour réponaiteutes les conditions posées par la recherche de

TS
Vi+de'-(1+ X))
2

dusignedel+d —1-4&°-4c=-c?+2c=-4c? <0.

« c-+Jc'-a>0: eneffetc’-J/c-a= c- a>0.

« c-v/c+a<0: c'-Jc+a ale méme signe qu’ —c —a= (22— X' + 1 — 1+ 4c')/2 qui
a aussi le méme signe que4+ 4c?+ 1 - &3+ 40’ -4 — 1 — & = 4c(c’® + 2¢' — 2). On vérifie
que la fonctiorh(x) = x* + 2x— 2 est croissante et reste négative lorsquaede 0 & 5/4, les valeurs de
¢’ qui vont nous concerner précisément. On a loien/c'+ a< 0.

e a<c' :eneffem—-c =

qui est, grace a l'utilisation de la quantité caniée,

> A partir du moment ol cette solution convient,peuit considérer qu'aucune autre ne convient. Aere

dit, la seule solution pouvant étre positive duxikeme facteur, a SaVOE:L “24C_3 ne convient pas. En

effet elle ne serait valable que palup 1, et I'on vérifie alors que'-+/c'+ a> 0, ce qui n'est pas acceptable



18

La frontiére de I'ensembl§, s'il existe, coupe donc nécessairement les @xest Oy aux points :

-1++/1+ 4" . ;
ta= i% ettb= J_r\/\/c‘+ a- Cc, au moins pouc’ compris entre 0 et 5/4.

Nous allons maintenant reprendre ce que nous aféitrevecc’ = 1 pour essayer de déterminer la
frontiére deT, ce qui nous assurera de son existence. Pourfaislans jouer la double récurrence des

fonctionsf et g a partir du pointb, avec f (z) =/ c'-+/ c+zet g(2) =—-+ c-+/ ¢+ z. On assiste a la
formation d’'un arbre binaire de points qui s'intdent entre eux par dichotomie. Mais ces points
vont-ils descendre jusqu’a I'axe degour donner une courbe fermée, comme c’était depoairc’ =

1 ? Nous sommes amenés a distinguer deux cas :

a)c entre O et 3/4

On sait que dans ce cas, la fonction telle glre—/ z+ ¢ admet un point fixe repoussenret un
cycle attracteur de deux points fixes d'affixes ptemes conjuguées et z,. Or la fonctiong(z) n’est
autre que la fonction précédente répétée deuxdtdesadmet comme points fixes attractenrsu z,
selon qu’on part d’'un point au-dessus de I'axe>dea au dessoukorsque I'on part du poirib, on
sait que le poingggg.. est I'extrémité gauche des points de l'arbmalve. Il s’agit forcément du

point z;, d'abscisse — 1/2 et d’ordonnéB-4c'/ 2. Comme ce point n'est pas 90K, l'infinité des
points de I'arbre binaire forme un arc totalemeoté¢ dans le quadrant nord-ouest, avec une exé&émit
ib sur I'axe desy et l'autre extrémité ems. On n'a pas trouvé de frontiére fermée a I'ensenibl
(figure 179.

OO
o)

Figure 17: Fractales obtenues paeir< 3/4. Les valeurs successivescidsont 0,1, 0,3, 0,45, 0,6,
0,73. Sur chaque dessin, 'ensemble de Julia egtienLes points d& situés suilOx et Oy sont en
bleu. Les points limites des fonctiohst g sont en rouge. Les points de l'arbre binaire stengros
points en noir.

Mais maintenant partons du pomtrepousseur. En partant de points infiniment preaez,, on
trouve sous l'action répétée deine succession de points convergeant vers le ptiracteurs, ces
points formant une courbe lisse. Par symétrie gapart aOx, on obtient & gauche une courbe lisse
joignant les pointg; etz;, sous réserve que la courbe admette une tangenieale erg,.

Pour le vérifier prenons un poi proche du point A d'affixe,, de coordonnées &-0) et a la
verticale de ce point, sdill (-a, dy) avecdy petit, ce qui correspond au nombre complexe deureod
OM = a et d’'argumenir — 8 = = — dy/apuisqued est petit igure 1§. Sous I'effet de la translation de
vecteur ¢, 0), M devientN (—a + ¢/, dy). Le nombre complexe correspondant a pour moQie: —
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a+ c' et pour argument’ lui aussi pet. Or dans le triangl®MN, on ala relationd / ON =6/ OM,
doud =6 OM/ON=dy/ (—a+c). En prenant I'opposé de ladiae carrée complexe de ce noml

on trouve le nombre de modulé-a+c' et d’argumenir — ¢'/2, affixe du pointP. L'abscisse du point
P est sensiblement égale a-a+c'et 'on sait quev/-a+c'= a. Le pointP est lui aussi a la

verticale du pointA, et il s’agit du transformé dM sous I'effet dez'=-+/ z+ ¢ . En répétant cette
transfamation, ce qui revient a faire la fonctig, on trouve un point lui aussi a la verticaleA et
d’ordonnée positive comm@M. On a bien une tangente verticale a la courtA.

M N
P o ——

S e

P

Figure 18: La tangente a la courbe A est verticale.
On trouvera sur léigure 19le tracé de la courbe lisC joignantz etz, ainsi que sa symétriq

par rapport @y qui n'est autre que sa transformée sous l'effez' =/ z+ C.

Figure 19: La frontiere del apparait, avec la courlizet sa symétrige, mais il reste des trous ¢
les parties supérieure et inférie.

Soumettons maintenantette courbeC aux mélanges des transformatio z'=+/z+ C et

z'=-+z+ ¢. On obtient de nouveaux morceaux de courbes, cenans vont remplir les zone

jusqu’a présent trouédmissées par I'arbre binaire des poisituésen haut et en bas. On trouve a
une frontiere fermée pouf. Cet ensemble de points globalement invariant fessdeux cou
exactement existe bel et biehsa surface a une forme d’ovale non con, avec des parties lisses
d’autres fractales, powr > 0. Sous l'effet des transformations, il donne d'astsurfaces collées |
unes aux autres non par par des points isolés suaiant des courbes liss, elles-mémes issues des
transformations de la courl@ L'ensembleT génere ainsi tout I'ensemble rempli de F-Julia. Ces
résultats sont montrés surfigure 2(.

Dans le cas exceptionnel ou ¢’ = 0, avec son enged®Julia circulaire, I'ensemble est formé
de deux secteurs angulaires symétrigfigure 21J).
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Figure 20: Pour les mémes valeurs degue sur lafigure 17 on aa gaucheplusieurs courbes qui
sont les transformées de la cou®eet a droite la surface de la fractale se trouve découpée en
morceaux, le morceau central en bleu étant 'enkemlet les autres ses transformés.

Figure 21: Cas ouc’ = 0, avec en bleu I'ensemblE et ses transformés successifs en d’autres
couleurs.

b) ¢’ entre 3/4 et 5/4
Maintenant le point fixe attracteur est le poiraftixe z il est situé sur I'axe deset il s'agit du

pointgggg.., tout comme le poiriggg.. son symétrique sur I'axe desLe développement de l'arbre
binaire a partir du point (Ob) forme une courbe fractale, et dans ces conditlrsembleT,
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globalement invariant tous les deux coups exacteneaiiste et il est défini a partir de sa frontiére
fermée. Tout se passe comme nous l'avions fait poarl.® On trouvera sur léigure 22'évolution
de cet ensemble pour plusieurs valeurs'de

Figure 22: L’ensembleT en gris pour les valeurs successives'd®,8,0,9,1,1,1, 1,2, 1,24,

Un nouveau phénoméne apparait alors. Lorsque Bonhdec' = 0 jusqu'ac = 0,75, 'ensemble
rempli de Julia-Fatou, ensemble globalement inmddachaque coup, part d’'une forme circulaire lisse
et convexe a une forme hérissée formée finalemamtedmultitude d’'ovales convexes et juste
connectés. Puis, lorsqeeva de 0,75 a 1,25, c’est au tour de I'ensenmibigobalement invariant tous
les deux coups de suivre une évolution analoguesgue d’'une forme ovale lisse & une multitude
d’ovales convexes et juste connectés. Et le prasess poursuit au-dela. Patiallant de 1,25 a 1,38
environ, on constate expérimentalement que c'estsémble globalement invariant tous les quatre
coups qui suit une évolution analogue, comme iréisur lafigure 23’ Ainsi, derriére la complexité
de I'évolution globale de la fractale, se cachgrotessus répétitif et immuable avec un motif deba
qui subit toujours le méme destin.
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® Pour déterminer les facons d’obtenir les morceséparément, il suffit de remplacer 1 mardans les
formules précédemment données.

" Cet ensemble est obtenu en pratiquant les dewtidms répétées :

z'=\/c'—\/c'+\/ c-/ ¢+ z
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Figure 23: Ensemble globalement invariant tous les quabigs exactement, en gris, pour des
valeurs de’ allant de 1,25 a 1,38, ici pour les valeurs sssbs 1,251, 1,28, 1,32, 1,35, 1,37.
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