Similitudes directes dans le plan
Cours et exercices corriges

Une similitude a comme raison d'étre le fait densfarmer une figure en une figusemblable
c’est-a-dire une figure qui a la méme forme, ers gand ou en plus petit, et qui peut avoir toyrae
rapport & la figure originelle. C’est ce qui vansparaitre & partir des notions de cours qui stiiven

1. Définition

Une similitude directe de rappdkt> 0 (dans le plan) est une transformation qui ipligt les
distances pak et qui conserve les angles orientés.

Probléme : en existe-t-il ? Oui, car on en condéji :

* les translations avdc= 1

* les rotations avek =1

» les homothéties de rappdrpositif.

» les composées des transformations précédentesnietat une homothétie de rapport négatif
—k est aussi une similitude directe, comme compo&deechomothétie de rapport posikfet d’'un
demi-tour de méme centre que I’homothétie.

2. Un cas particulier, particulierement important : la similitude a centre

Il s’aagit de la composée d’une rotatiode centre | et d’anglé et d’'une homothétia de méme
centre | et de rapport k > 0. Il s’agit bien d'usenilitude directe puisque les longueurs sont
multipliées pak et que les angles orientés sont conservés.

h r
Faisongoh:M — M;— M’ aveclM ;=kIM puis IM'=IM; et (M 1,IM" ) =6 (figure 1).
Remarquons que si I'on faibr, soit :
r h
M — My — M’ on trouve le méme point findll’. Dans le cas présent, la composition des deux
transformations est commutative.
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Figure 1: Passage dd aM’ parr oh a gauche ou pdror a droite.

Finalement, la similitude directe fait passeMiaM’ avec :

! Ce cours reprend essentiellement ce qui est eréseig classe de Terminale au lycée, en utilisargt lels
nombres complexes que la géométrie pure. Il y mangs notions essentielles, notamment commentromest
le centre d'une similitude, et comment caracténiger triangles semblables, notamment le fait que tleangles
sont semblables lorsqu’ils ont les méme angles.



IM "=k IM
{(IM,IM')=H

Passons dans le plan complexe. Alvekaffixe z,, M d’affixe z et M’ d’affixe Z, le vecteurlM a
pour affixez -z, etIM’ d'affixe Z — z,. On passe dM alM’ en multipliant la longueur pdt et en
tournant de9, ce qui se traduit par I'écriture en complexesette similitude :

Z-2=ke" (z-2) |

Cette similitude a centre est caractérisée noresuit par son rappdkt> 0, mais aussi par son
centrel et son angl®, a savoir I'angle de la rotatiansous-jacente. Nous verrons plus tard qu'une
telle similitude joue un role essentiel.

3. Propriété caracteéristique

1) La composée d’une isométrie positive (transhatio rotation) et d’'une homothétie de rapport
k > 0 est une similitude directe.

2) Une similitude directe est toujours la compod@ae isométrie positive et d'une homothétie.

Démonstration du 1° : lisométrie conserve les loags et I'homothétie les multiplie par k, leur
composée les multiplie par k. D’autre part, I'isari@positive et 'homothétie conservent les angles
orientés, leur composée aussi.

Démonstration du 2° : Donnons-nous une similitutteate s de rappork > 0. Puis prenons une
homothétie h de méme rappdriet de centrd quelconque. Son inverdg' est une homothétie de
rapport 1k et de méme centite Formonssoh™ : cette transformation conserve les longueurg &)

k = 1 ainsi que les angles orientés. Il s’agit d’'is@nétrie positive (rotation ou translatiah)ce qui
donne :s o h™ = d. Composons des deux c6tés pad droite :soh’oh=doh, ous=doh. La
similitude est bien la composée d’'une homothétiendene rapport et d’une isométrie positive. Et
comme le centre de I'homothétie est quelconquegeart changer de centre, ce qui donne une infinité
de possibilités, et la similitude s’écrit comme qm®ée d’'une isométrie positive et d'une homothétie
d’une infinitié de fagons.

Lorsque l'isométrie est une rotation de ceniret que I'homothétie a pour centreces deux
centres peuvent donc varier avkdépendant dé qui est quelconque, et il peut arriver que lesxdeu
centres soient confondus, ce qui donnera une gihdia centre. On verra que cela va se produire en
général, sauf cas exceptionnel. Mais pour le voieux vaut travailler en complexes.

4. Ecriture d’'une similitude directe en complexes

Une similitudes fait passer d& d’affixe zaM’ d’affixe Z par une relation de la forme :

Z = a z+bavecaetb complexes e différent de 0.

Démonstration :

Une translation s’écrit en complexgs= z + b. Une rotation s’écrit’ = €° z + b lorsque 'angle de
la rotationd n’est pas nul (sinon ce serait une translatioir)sifune isométrie positive s’écrit :

Z = €" z+ b avech quelconque, ou encore= a z+b avec 4| = 1.



Une homothétie de rappdepositif et# 1 s'écritZ = k z+ b (pourk = 1 ce serait une translation).

On sait qu'une similitude peut toujours s’écrire comme composée d'une isoen@bsitive et
d’une homothétie, sot=hod, avecd:Z =€’ z+b,eth: Z =k z+b,:

d h
M — M — M’ ' '
z — z=€z+b;, > Z=kz+b,=k("z+b, ) +b,=ke’ z+kb, + b, qui est bien de

la formez = a z+ b aveca # 0 (puisquek > 0). Notons quea| =k rapport de la similitude, et aeg=
6, angle de la rotation sous-jacente lors@ge0.

Passons au probléme inverse, avec ce résultat :

Une transformation qui s’écrit en complex®s a z+ b aveca # 0 est une similituds. Et seuls
deux cas sont possibles : soést une translation ai= 1, soits est une similitude a centreasi 1.

Démonstration : partons de= a z+ b et cherchons les points invariants éventaglsoit
Zy=az+b, (1-a)z =Db. On distingue deux cas :

ea=1, s'ouZ = z+ b qui correspond a une translation.
*a#1,z=b/(1-a). Il existe un point fixe unique.

AvecZ =az+b
% =a % + b on déduit par soustractiorz:— z, = a € — %) et I'on retrouve I'écriture d’'une
similitude a centre, telle gu'on I'a vue précédemine

Finalement, on constate que toute similitude sues similitude a centre, sauf dans le cas
exceptionnel ou il s'agit d'une translation. Autremb dit, parmi toutes les écritures d’'une similéud
comme composée d’'une rotation de cedte¢ d’'une homothétie de centrd existe en régle générale
un cas ou les centrégtJ sont confondus.

Donnons enfin une propriété qui peut s’avérer utile

5. Propriété

Soit deux points distinctd et B, ainsi que deux points distincks et B'. Alors il existe une
similitude directe unique telle qée— A’ et B— B'.

Prenons une similitudequi s’écritz = a z+ b aveca # 0, et imposons lui de faire passerAdaA’
etdeBabB':

Zv=azZt+hb

Zz=azxt+hb

Par soustractionzs — zy =a(zzs — z,). Commezs # z5, On trouvea unique :

a=(Z — zn) ! (zz — z), qui est non nul puisque' # z» , et on déduib lui aussi unique a partir
d’'une des équations. On a bien trouvé une simditurique.

A ce stade, on peut considérer que le cours dstfinmoins sous sa forme minimaliste. Il reste a
I'appliquer dans des exercices.



6. Exercices corrigés

****%6.1. Dans un repére orthonormé direct d'origine O, omsiolére 'homothétie h de centre O
et de rapport 2, et la rotation r de centre | (€t d'anglex/2.

1) Donner I'écriture en complexes de ces deux faangtions.
L’homothétieh s’écrit, pouM (2) > M’ (2): Z =2z

La rotationr fait passer d aM’ en faisant tourner le vectelM den/2 pour avoirlM’ , ce qui
revient en complexes a multiplier I'affixe ¢ pari = [1, 7/2] pour obteniiM’ , soit en complexes :

Z—-(1+i)=i(z—(Q+i)),ouzZ=iz—i+1+1H+,

Z=iz+2

2) On pose s =t h. Quelle est la nature de la transformation s. Benses caractéristiques.

h r
M—-> M - M
Z > 71 —> 7 aveczy=2zetzZ=iz1+2=2iz+2

On sait que la composée d’'une homothétie et d’samétrie positive, ici une rotation, est une
similitude directe, ce qui est confirmé par I'éaré en complexes de la forrde= az+ b aveca # 0.
Son rapport est celui de I'hnomothétie, soit 2 et angle celui de la rotation, sai2. Comme ce n’est
pas une translation, il s'agit d’'une similitude @ntre. Celui-ci est un point fixé d’affixe z, qui
vérifie :

20=2i2+2,2=2/1-2)=21+2)/5,
d'oul J (2/5, 4/5).

3) Quelle est I'image de la droite D d’équation XL.#par la transformation s ?

La transformée d’'une droite par la similitude ese wroite qui se déduit de la droite initiale en
tournant de I'angle/2. On trouve donc une droil® d’équationy = constante. Le poinl se projette
enK sur la droite d'équatiorn= 1, d'ouJK = 3/5 avecJK) parallele aQx). Lors de la transformation,
[JK] devient DK'] avec (JK’) perpendiculaire &’ par conservation des anglesJ&t = 2 x3/5 = 6/5.
L’équation deD’ esty = 4/5 + 6/5 = 2.

On trouverait le méme résultat par le calcul : ompM (1,y) de D devient le point’ (X, Y)
avecX +iy =2i(l+iy)+2,doux =-2y+ 2 ety =2. M se trouve sur la droit®’ d’équationy
= 2, et il la décrit totalement puisgye commey, décritR.

4) A-t-onroh=hor?

En général, I'opération n'est pas commutative. C'est le cas ici, puisqusimilitudes = hor
s’écrit en complexes’ = 2z + 4, ce qui differe de I'écriture de Elle a le méme rapport et le méme
angle ques mais son centr@ est différent del. On trouve en effel’ (4/8, 8/5) et I'on a en vecteurs
0J =20J.

****6.2. Dans le plan complexe rapporté a un repére ortham@ddirect, on définit I'application f
qui au point M d’affixe z associe le point M’ diaff z’ avec z’=—jz +1i, ou j = exp(i 2/3).

1) Montrer que f admet exactement un point invdrieilgue I'on précisera, puis caractériser
I'application f.



Z= —jz+iestdelaformeg =az+bavecd| =1 eta# 1 (ce n'est pas une translation). Il s’agit
d’une rotation d’'angle arg = arg () = 2t /3 —n = —x /3. Son centre est le point fixelont I'affixe
z vérifie 1z = —j z +1i,
I - i _ i - oima_ 1 \/é_\/é o1
4 = T o anBy a3, Wik o g3 =ie =S i) =i
1+] 1+e e73(&P+ E¥ 2 '@Pcosfr 13) 2 2 2
ou 'on a utilisé la formule d’Euler sur le cosinus

3

Ainsi | (73, %), s0itOl = 1 et Ox, Ol ) =7/ 6.

2) On définit la suite de points Mpar My = O et la relation de récurrence M = f(M,) avec n
entier naturel. Placer sur un dessin les pointgld, M;, Mo, M, ....

y M> A cause des rotations répétées autour, tks pointsMl, forment
un hexagone régulier de centiravecMy = Mg = My, ...
My B
I
My
9) /M4 X
M3

3) On pose Z'affixe de M, et I'on définit le point Qd’affixe Z, tel que £ = z, — exp(#/6). Quelle
est la nature de la transformation t faisant passemv, a Q, ? Déterminer £, en fonction de Zet en
déduire la nature de la transformation R faisansger de Qa Q1.

Z. =z - ¢é"% est de la form& = z + b. C'est une translation de vecteur d’affizse= €7°, de

coordonnéei@, %) . Il s’agit du vecteuOl.
Zn+1 — zn+l_ éﬂ/6 - e—iﬂ/3 %+ i— ié1/6: éﬂ/3( Z_l_ i6/6)+ =4 izé/6
:e—in/?,zn + @76 4 j— g6
Avec eiIT/6 _ e—iIT/G
d’angle —/3.

=2isingr /6)=i, il reste Z,,,=€"™3Z, soit la rotationR de centreO et

4) Déterminer la nature de la transformatioafto t * et préciser ses caractéristiques.

t f t

tofot™: Qv— My— Mniy — Qnet d’0UQn; =tofot Q.. On retrouve la rotatioR.

5) On considere I'homothétie de centre O et de oapp/10. Quelle est la nature dedhR ?
Donner ses caratéristiques. Que se passe-t-ilagi Fépéte cette transformation n fois a partir du
point B, de coordonnées (1, 0) ?

h etr ayant méme centr®, la composéé o R est une similitude a centre, de cerfreet son
écriture en complexes est= (9/10) €™3z. Le pointP, est transformé en poif d'affixe
z = (9/10) &**

Sous l'effet répété de cette transformation, omeablie point R d’affixe
z,= (9/10y "™,



Les pointsPy, P,,..., P, tournent a chaque étape der/3 autour deO, avec une distance qui
diminue, puisqu’elle est multipliée par 9/10 a amadois. Lorsquen augmente, le poinP, se
rapproche en spirale du poidt

****6.3. Dans le plan complexe avec un repére orthonormégiie O, on se donne les points A
et B d'affixe respectives 12 et 9i, ainsi que I'iggdion f qui au point M d’affixe z associe le ppM’

d’affixe Z définie parZ = —%iz+9i.

1) Montrer que f admet un point infariant | et détiner ses coordonnées. Démontrer que f est une
similitude directe dont on déterminera les carasiégues.

Un point fixe d’affixez, doit vérifier

7, = 9 . :9| - (3/4) ): 271 & |9=108/25+i (144/25
1+3/4 1+ 9/16 25/16

On trouve bien un point fixe unique, sb{tL08/25, 144/25).

La relationZ = —%iz+9iest de la form& = az + b aveca # 0. Il s'agit d'une similitude directe,

plus précisément d’'une similitude a centre) j@vec un rappok = ja| = 3/4 et un angle égal a aag
arg(—i ) = —n/2.

B
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2) Quelles sont les images par f des points A2Mdntrer que | est un point commun aux cercles
C, et G de diameétres [OA] et [OB]. Montrer que | est legide la hauteur issue de O dans le traingle
AOB et que IX1B = |O”.

Le point image d&\ parf a pour affixez'= —731 iz, +9i=0. C’est le pointO. Et le point image de

O parf a pour affixe 8 C’estB. Comme la similitude a pour angle/2, on a [A, I0) = -/2, etl est
sur le cercleC, de diametre QA)/ De méme IO, IB) = —/2, | est aussi sur le cerc®. Ces deux
cercles se coupent en deux points, 'un@dtautre est. On  a aussilf, IB) = /2 —7/2 = . Les
pointsA, |, B sont alignés et avec I'angle droit ke est le pied de la hauteu)] du triangleOAB.

On sait que dans un triangle rectatngle,G&B, on a la relatiodAxIB = |0 On peut aussi
retrouver ce résultat en utilisant le rapport Z4alsimilitude 10 /1A = 3/4 etiB /10 = 3/4, d’ou
IO/IA=1B/10, IAXIB =10%

3) Quelle est la nature de la transformatiéif= f o f) ?

Il s’agit de la similitude de centiede rapport (3/4)= 9/16 et d’angle #2 —z/2 = .

6.4. Le plan est rapporté a un repere orthonormé diddotigine O. On considére le carré OACB

avec A (1, 0), B(O, 1), C(1, 1), de centre I. Oacplle point J milieu de [IA], L miileu de [AC], K
milieu de [IC].



1) Montrer que IJLK est un carré

B C

En vertu du théoréme des milieux (théoréme de Ehelbrgi) dans le
K triangleCIA, on aKL / IA = 1/2, ouKL =1J et aussiL / IC = 1/2 ouJL

= IK. Dans le carré OABC, les demi-diagonales ont mémegueur,lA

! L =IC,dould=IK =KL =JL. Le quadrilateréJLK a ses quatre cotés de
méme longueur : c’est un losange. Il a en plusngieadroit enl, c’est

7 un carré.

2) Montrer qu'il existe une similitude directe ateuseule qui transforme le carré OACB et 1JLK,
avec O— |, A— J, G- L, B— K. Pour cela on devra commencer par montrer gesiste une
similitude unique telle que &> I, A — J, puis on montrera qu'alors-6 L et B— K par cette
similitude.

On sait qu'il existe une similitude direcsaunique telle qued — I, A — J puisqueO et A sont
distincts, ainsi qué etJ. Cette similitude transforme un carré en carrécamé direcOACBdevient
le carré direct dont un c6té ekl][ Il ne peut que s’agir du carté&_K, d'ouC— L et B— K.

3) Ecrire cette similitude en complexes, et déteemses caractéristiques.

On peut déja dire que le rapport de la similituskke IJ / OA=1J = (1/4)AB = J214, et que son
angle est QA, 1) = —x/4. Mais pour trouver son centre, commengons pereéla similitude en
complexes, soit = a z+ b aveca# 0. On sait déja que :

a= (V2/4) e =214 (212-iV212= Q14 (Fi
Il suffit d’'imposer queO soit transformé ehpour avoir, soitz, =a z + L, z =b,
b =(1/2) (1 +H).

» Autre méthode (moins bonne), ou I'on n’a pas c@gqrkalablemerd :

Pour avoira etb, imposons qu® — | et A— J:

zz=azg+h

{ZJ —az+b
@/2)+@/2)=b
{ (3/4)+ (1/4)=a+b
b=(@/2)1+i)
{a=(1/4)(1—i)

Cherchons le point fixe d'affixe, qui va étre le centre de la similitude :

ZHn=azn+th
%=b/(l—a = (1/2)(1+i)_ __ (A/2)(+i )_ _ 2(J:L_i ) 2 )(3i
1-(L/4)QA-i) (3/4)p (1/4) 3Fi 10

centreD de la similitude a pour coordonnées (4/5, 2/5).

L (a/5)+i (2/5). Le

4) Pourquoi y a-t-il 4 similitudes directes exactrntransformant le carré OACB en 1JLK ?



On a déja vu la similituds telle que :O0 — I, A— J, C— L, B— K. |l existe aussi trois autres
similitudes ou le carré dire@ACBest transformé en carré direct, soit :

S:0-J A—=L, CoK, B>l
S T:0-L A—-K C—I|,B—>J
s :0-K A—-I,C—-JB—>L

%6 5 On consideére le rectangle ABCD dont le c6té ABar fungueurp = (1++/5)/2 et pour

largeur BC = 1, avec I'angle (AB, AD) #2. On prend le point F sur [AB) tel que AF = 1 letpoint
E sur [DC] tel que DE = 1, AFED étant un carré. @ase aussp’ =1/ ¢.

1) Vérifier quey est une solution de I'équatiorf X X — 1 =0, et que I'autre solution estp=En
déduire quap =1 + ¢’

L'équationX?> —X — 1 = 0 a pour discriminant 5 positif. Elle adrdetix solutiong(1+ \/'\_-3) /2.0n

4 2 - loyla

21+5) 145 ¢

trouve bien la solutiom, et I'autre solution es(l—\/g)/2=—

somme des racines vaut 1, spit g’ = 1,90 =1 +¢’.

2) Montrer gu'il existe une similitude directe sique faisant passer des points A, B, C, D aux
points B, C, E, F respectivement. Déterminer s@paat et son angle.

D c On sait qu'il existe une similitudeunique telle que :
I A—B
B — C puisqueA etB sont distincts ainsi qu# et C.

Son rapport e8C/AB=1/¢p =¢’, et son angle est
(AB, BC) =n/2.

A F B

Le rectangle direcABCD est transformé en rectangle direct par cette isidd, et un de ses cotés
est BC], ce qui donne un rectangBCE’ F'. Le pointE’ est sur CD] et F’ est sur BA]. D’autre part,
CE/ BC=¢’ a cause de la similitude, S@E = ¢’. On a aussCE=¢ — 1 =¢’, les pointsE etE’ sont
confondus, et par suiteetF’ aussi. Le rectangl&BCD est bien transformé eBCEF.

3) Montrer que cette similitude s a pour centr@dint d’intersetion | de (AC) et (EB).

Cette similitudes n'est manifestement pas une translation. Il s’dgine similitude a centre. Le
centrel est tel quel@\, IB) = z/2 puiqueA — B, et (B, IC) = z/2 puiqueB — C, d’'ou (A, IC) ==,
ce qui signifie qué est sur AC].

D’autre part, la diagonale [AC] du rectangle ABC& gransformée en [BE] diagonale de BCEF, et
ces deux diagonales sont perpendiculai®€,, BE) = z/2 ou (C, BE) = z/2. CommeC — E, on a
aussi [C, IE) =#/2. On en déduit quBE, IE) = 0, les point®, |, E sont alignés.

Finalement le poinit est bien le point d’'intersection daQ) et EB).

Autre méthode :
Faisons la composée s : c’est aussi une similitude de cenitravec un rappot’ > et un angler.
Il s’agit donc de I'homothétie de centret de rapport >,
S s
CommeA — B — C, A devientC par cette homothétie, d’dtest sur AC].
De mémeB — C — E, B devientE par I’homothétie, elt est sur BE].
| est bien le point d’intersection d&d] et [BE].



4) On considére la similitude s’ faisant passer geits A, B, C, D aux points E, F , B, C
respectivement. Donner ses caractéristiques. Pakterchiner son centre, on pourra utiliser la
composée $ S’

Il existe une similitude direct® unique telle qué& — E etB — F. Son rapport eEF/AB=1 /¢
= ¢’ et son angleAB, EF) = —x/2.

Appelonsl’ son centre. Lorsque I'on fat o ', on obtient une homothétie de ceritret de rapport
¢'%. Pars’ oS : C — B — F, doncl’ est sur CF]. Et commeD — C — B, I’ est aussi suJB]. Le
point!’ est le point d'intersection d€F] et [DB].

Le rectangle direcABCD est transformé en un rectangle direct dont un estdF]. Il s’agit du
rectangleEFBC puisque le rapport longueur sur largeur des dectangles est le méme.

5) Quelle est la nature de la composée s'des deux similitudes ? Déterminer ses caradiguiss
en s’intéressant notamment a I'image de B. Dessimeage FBJK du rectangle ABCD sous l'effet
de s’o s et vérifier que JCEK est un carré de agté

D E C La composée de deux similitudes directes est tosijou
une similitude directe. La similitude o s a pour rapport
¢'? et pour angler/2 — /2 = 0. Il s’'agit donc d'une
homothétie de rappogt °.

_ T s s o
K On constate quB — C — B, et le point fixeB est le
I centre de 'hnomothie.
A F B
s g

Par cette homothétie on a aussi> B — F, soitBF = ¢’ BA. Le rectangleABCD direct devient
un rectangle diredtBJK dont un c6té esHB], avecJ sur BC] etK sur [FE] a cause des angles droits.
Plus précisémentFK / AD = ¢’ soit FK = ¢'?, tout commeBJ. CommeBK = ¢'2 BD par
I’lhomothétie, le poinK se trouve surgD].

Le quadrilatérdd CEK est un rectangle, av&d = FB = ¢’. D’autre partJC=BC-BJ=1—¢'% On
sait que -’ est solution d&x?* =X — 1 =0, soip’’+¢'—1 =0, 0up’ =1 —¢'2 D'oJC=KJI = ¢".
Le rectangle)lCEK ayant deux c6tés successifs de méme longueun estré.



