Nombres complexes

cours, exercices corrigés, programmation

Nous allons partir des nombres réels pour défier hombres complexes. Au cours de cette
construction, les nombres complexes vont étre nuegsopérations d’addition et de multiplication, et
un élément clé va étre introduit : le nombrayant pour carré — 1. En ajoutant cet inirgparmi les
nombres réels et en le combinant avec eux, noisnolbbns les nombres complexes.

1. Premiere définition

Un nombre complexez est un couple de deux nombres réelz = (a, b).

Dans un repere orthonormé dir€xty qui définit ce que I'on appelle le plan complebeenombre
complexez a pour image le point de coordonnéash) ou encore le vecteur de coordonnégdy.

Inversement, on dit que le vectearlf) ou le point &, b) a pour affixez.

¥
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Dans le plan complexe, le nombre complexa aussi
bien comme image le poidl que le vecteuOM ou le

b /f’l vecteurAB, tous de mémes coordonnéash
X

(0] a a

Etant assimilés a des vecteurs, les nombres coegpleant avoir les propriétés des vecteurs,
essentiellement I'addition et la multiplication par nombre réel.

2. Addition de deux nombres complexes

Sachant qu’a partir d'un vectelr(a, b) et d’'un vecteuV’ (&, b)onaV +V' = (@+a, b +Db),
la somme de deux nombres complexés b) etZ(a, b’) est définie paz +Z = (a+ a, b +b’).

Un vecteuV (a, b) ayant comme opposée le vecteWw £ a, - b), 'opposé d’'un nombre complexe
z=(a b)est—z=(-a, -h).

La formule de Chasles peut aussi s'appliquer. Aimpdiun vecteurAB, on peut intercaler un
troisiéme poinC quelconque dans le plan, et 'oMB = AC + CB. Cela s’écrit en complexes :

Zag = Znc + Zcg. On peut aussi écrire qéd = AO + OB = OB —OA, ce qui donne :

Zag = Zs — Za. Ainsi, pour un nombre complezadont I'image est le vectedB, on az =2z — 2.

B Avec OM = AB, etz affixe du pointM, on a aussi
M (z) / 7=75 -2,
A
X
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3. Multiplication d’'un nombre complexe par un nombre réel

On sait qu'aved (a, b) le vecteur V avec réel a pour coordonnéesd, b). De méme :
avecz= (a, b) et réel, on définit z=( a b). Par exemple2=(2a, 2b) ouz2 = @2, b/2).

Appliguons cela au milielde JAB]. On sait quédl = (OA + OB)/2, d'ouz = (za + z3)/2.

Si I'on en restait |1a, avec les nombres complexsinalés a des vecteurs, il serait inutile d’avoir
défini les nombres complexes, puisque I'on a d&gavecteurs a notre disposition. Mais maintenant va
jouer I'aspect « nombre » des nombres complexessardéja les additionner. On va aller plus loin,
au-dela de leur représentation vectorielle, emlelipliant, alors que I'on sait que la multiplicat de
deux vecteurs (qui donnerait un vecteur dans leergian) n’existe pas.

4. Multiplication de deux nombres complexes

Prenons comme définition que le produit de deuxbresicomplexez= (a, b) etz = (a, b’) est
zZ = (ad — bb, ab' + ba). Et nous allons voir le bien-fondé de cette diéfon.

Commencons par décider que les nombres complexed’idomage est sur 'axe des X, de la forme
(a, 0) sont assimilables aux nombres réels, ce qus permet d’écrirea( 0) = a. Dans ces conditions,
'axe des x est appelé l'axe réel, tandis que I'dgs y sera appelé axe imaginaire. Pour un nombre
complexe z = (a, b), on dit que a est la partilg&e z et que b est sa partie imaginaire.

On avait vu précédemment le produiz d'un nombre réel avec un nhombre complexe, ce qui
donnait (a, b). Maintenant faisons intervenir le fait que le rwen réel est aussi le nombre
complexe (, 0). Formons (, 0) @, b) et appliquons la regle de multiplication des noesttomplexes.
On trouve encore @, b). Aucune contradiction n’est apparue, heureusement

Aprés la partie réelle, passons a la partie imaginbntroduisons le vecteur unitaire (0, 1) saxg
desy, et appelonsle nombre complexe associé, sait(0, 1). Il est tel quei’ = - 1, car par définition
de la multiplicationi i = (0, 1) (0, 1) = (-1, 0). La raison d’étre desnboes complexes apparait ici.
Grace a un nombre comme i, on peut avoir des caggatifs, ce qui n’était pas permis avec les
nombres réels, dont tout carré est positif ou nul.

y Prenons un poir¥l d’'affixe z = (a, b). Il se projette efd etK sur les
axes, et 'on &M = OH + OK (Chasles), aveOH qui est I'image
du nombre complexea( 0) = a, et OK qui estb fois le vecteur

M (2) associé d, ce qui correspond au hombre compléxeoui b . Le
nombrezs’écrit:z=a+ib

Il s’agit de ce que I'on appelle I'écriture cartdsie dez. Nous
H sommes passés de= (a, b) az = a + ib, grace a l'utilisation du
nombre imaginaire

Ainsi, tout nombre complexeayant pour image le poird,(b) ou le vecteurd, b) estz=a +ib.

Reprenons maintenant la multiplication de deux maslcomplexes, et effectuons-la comme on le
ferait avec des nombres réels, en utilisant laidigivité :

zZ2=(a+ib) (@ +ib’) = aa + iab’ + iba’ + ibb = aa — bb + i(ab + ba). On retrouve ce que
I'on avait pris comme définition de la multiplicati. Autrement dit, il n’est pas utile d’apprendi p

L A fortiori, la division de deux vecteurs n'a aucsems.



cceur la définition de la multiplication. Il suffite la faire comme on en a I'habitude avec d’autres
types de nombres. La boucle est bouclée.

Nous avons réussi a construire les nombres congledetés d'une addition et d'une
multiplication. Et grace a leur écriture cartésiern= a + ib, on peut faire avec eux des calculs
analogues a ceux que I'on fait avec les nombreks.rées résultats des calculs sont finalement
ordonnés en séparant la partie réelle et la pantiginaire.

Zz=a+ib aveca = Rg(2) etb =Im(2) ou ReetIm désignent la partie réelle et la partie
imaginaire du nombre z, toutes deux étant des nombres réels.

z+Z=a+ib+ta+ib=(@a+a)+i(b+b)
zZ=(a+ib) (a+ib’)=aa —bb +i (ab + ba) aprés calcul.
5. Inverse d’'un nombre complexe non nul

Commencons par définir le conjugzédez=a +ib, soitz =a—ib.

y
z Les vecteurs images deet Z sont symétriques par rapport
a l'axe dex. Il est important de ne pas confondre le conjugué
0 . dezetson opposéz

Calculonsz Z= (a + ib)(a —ib) = a® + b%. qui est un nombre réel, plus précisément le aeréa
longueur du vecteur image de

Par définition, I'inverse d’'un nombrez est tel que 2 = 1. Supposong non nul, ce qui signifie
quea’®+b® 0. Grace au calcul précédent :

- o Z N .
>——>22=1, ce qui signifie que——— est l'inverse de. Ainsi tout nombre complexznon
a“+b a“+b

nul admet un inverse. Cet inverse s’éaitou 1£ puisque grace a linverse on sait maintenant
diviser. : diviser, c'est multiplier par I'invers&oici comment calculer concrétement l'inverse :

1 1 a-ib _a ib a . b

= = = = -1 ,
z atib (atiB(a- i) a?+b?> a+b® &+ b
par la quantité conjuguée du dénominateur.

ou I'on a multiplié en haut et en bas

6. Corps des nombres complexes

AppelonsC I'ensemble des nombres complexes, aRemclus dansC. L'ensemble C muni de
I'addition et de la multiplication, possede unaisture de corpdgi€ld en anglais), ce qui signifie que :

C muni de I'addition a une structure de groupe comaiifiice qui veut dire que :
» la somme de deux nombres complexes est un norabplexe.
» I'addition est associative et commutative.
«elle possede un élément neutre O, telque 0 228 =z
stout nombre complexe z admet un oppasé —
C sans 0, muni de la multiplication a une structieggroupe commutatif :
« le produit de deux nombres complexes est un noptirplexe



« la multiplication est associative et commutative
« elle posseéde un élément neutre 1 tel el =z
. tout nombre complexeznon nul admet un inverse.
La multiplication est distributive par rapport addition :z(Z + 2’) = z 2+ z 2.

A ce stade de I'étude, un mystére demeure. Si $ait faire une multiplication en utilisant
I'écriture cartésienng =a + ib, on ne sait pas comment cela se traduit géométrignt. Ou se trouve
le point d’'affixe zZ ? Pour répondre a cette question, une autreuéerdes nombres complexes est
indispensable. Il s’agit de leur écriture sous f@tnigonométrique.

7. Forme trigonométrique d’'un nombre complexe

Prenons un nombrzdont I'image est le poiritl(a, b) ou le vecteuDM (a, b). Ce vecteur est aussi
bien défini par sa longueuret par I'angle orienté = (Ox, OM) qu'il fait avec I'axe dex. Il existe
une relation bijective entrea(b) et ¢, ). On appeller le module du nombre complexzeet son
argument.

b M(z)
T

8
O a

Comment passer de, () a @, b) ? On trouve aussitdt:=r cos etb =r sin par définition méme
du cosinus et du sinus d’un angle.

Comment passer da,) & ¢, ) ? Ona?=a’+b? soitr =va’ +b? puis est tel que cos= a/r
et sin =b/r. IL ne suffit pas de prendre cos alr, car dans ce cas I'anglen’est connu qu’au signe
prés, et si 'on ne prend que le sinus, I'angleadilgncore deux valeurs possibles. Remarquons que
I'on a aussi tan = b/a, mais la connaissance de la tangente ne suffih@aplus pour avoir I'angle (il
est dans ce cas conny apres).

Gréace aux relations précédentes, on peut écriraz# =rcos+irsin =r (cos +i sin). On
vient d’obtenir ce que I'on appelle I'écriture igométrique d’'un nombre complexe, soit pour un
nombrez de module et d’argument :

z=r (cos +i sin), ou sous forme concentrée [] avec des crochets pour se distinguer de
I'écriture cartésiennea( b).

Reprenons la multiplication avec cette nouvellétéa :

z2=1[r, 1[r, 1=r(cos +isin).r (cos’'+isin’)
=rr’ (cos cos’ —sin sin’ +i(sin cos’'+ cos sin ')
=rr’ (cos( + ) +isin( + 7))
car I'on est censé connaitre les formules d’addlitio
cos( + ')=cos cos’ —sin sin ' etsin( + ") =sin cos’'+ cos sin .

Cela signifie que le produZz a comme module r’ et comme argument+ ' :zZ =[rr’, +].
D’ou la regle simple, permettant de construirelément I'image du produ#Z :

Pour multiplier deux nombres complexes, on multipk leurs modules et I'on ajoute leurs
arguments.

Il en est de méme pour la division : on diviserfexlules et I'on soustrait les arguments.



On en déduit cette conséquenceet z étant des nombres complexes, agee [r, ], comment
passe-t-on du vecteit d’affixe z au vecteul’ d’affixe az? Il suffit de faire tourner le vectelf de
'angle et de multiplier sa longueur par

8. Propriétés complémentaires des modules et despgyués

Le moduler dez = [r, ] est aussi not&|| On a alorszP| = 7| IZ| et i =z Z. Comme il s’agit
d’une longueur, le module obéit aussi a l'inégalit@gngulaire, soitz]+ Z| |z| + |Z]].

Quant au conjugué de=a +ib, soit Z= a- ib, il s’écrit sous forme trigonométrique, a partra

=[r, 1, Z=[r, - ]. Remarquons que cela n’a rien a voir avec I'ogptsz soit —z=[r, + ].Ona
aussi, pour des raisons évidentes :

9. Formule de Moivre

Prenons le nombre complexe casi sin , qui a pour module 1 et pour argumenOn en déduit,
grace a la regle de multiplication, que

(cos +isin )"=cosn +isinn , avecn entier naturel (ou relatif) quelconque.

C’est cela la formule de Moivre, qui permet de rioer une puissance de nombre complexe par
une forme linéarisée.

Enfin une variante de I'écriture trigopnométriquélaforme exponentielle.

10. Forme exponentielle d’'un nombre complexe

On va écrirez = [r, ] sous la forme =r € . A défaut de pouvoir démontrer la validité de eett
formule qui fait appel a une exponentielle comp)exers programme, on se contentera de vérifier
gu’elle est cohérente avec la multiplication, puisq

zZ=ré réd = & *) grace a la régle des puissances. On retrouvelbienoduit des
modules et la somme des arguments.

11. Formules d’'Euler

A partir des deux formules :

cos +isin =€

cos -isin =e”

on en déduit par addition puis soustraction :

d7+e'7 . €7-¢g'7
cos =——etsing= -
2 2i

Ce sont les formules d’Euler.



12. Racinem®™*de I'unité

Les racines carréesde 1 (I'unité) sont telles qu2 = 1, ce qui donne aussit6t les deux solutions
=+1.

Passons aux racines cubiques de I'unité, vérifiArt 1. Sous forme trigonométrique, avec
[r, 1., cela signifie querf, 31 =[1, 0], soitr*=1 et 3 = 0 + X , (surtout ne pas oublier que les
angles sont définis modulo 2 soit finalement = 1 et = 2k /3. Pourk = 0, on trouve [1, 0], pok =
1, c’est le nombre appelé& [1, 2 /3], pourk = 2, c’estj? = [1, 4 /3], puis pour les autres valeurside
(entier relatif), on retrouve les mémes nombresalement, il existe trois racines cubigues de ht do
les images forment un triangle équilatéral insttaits le cercle unité de cen@e
Y
]

j2

Passons au cas général. Les racii®Sde l'unité, de la forme = [r, ], vérifientZ’ = 1, soit [",
n]=[1,0,r"=21etn =2k .,r=1, =2k /n. Il suffit de prendré entre 0 eh — 1 pour avoir toutes
les solutions zy =1,z = [1, 2/ =€?" z=[1, 4/ =€*" ..., z.1=[1, (0-1) 2 /n] = € "D 2",
Pour passer d’'une solution a la suivante, il sda#itourner de Zn autour deD. Finalement,

Les racinesn®™ de I'unité sont au nombre den, et leurs images sont les sommets d’un
polygone régulier inscrit dans le cercle unité d’agine O, un sommet étant le point (1, 0)

Exemple des racines cinquiemes de l'unité :
y

On constate que si est impair, il existe une seule racine réelleavos z = 1, tandis que pour
impair, il en existe deuxz = +1. A cause de la symétrie du polygone reguliemrgpport a I'axe des
X, les racine®""**sont conjuguées deux a deux, soit :

31=7%.1, = % -, etc., seules la ou les deux solutions réellas &ar propre conjuguée.

emes

Enfin, puisque I'on passe d’'une racine a la suieant tournant de 2, lesn racinesn™ " sont les

puissances successives de la razinsoitz’ = 1,7, z% z°, ..., z""

13. Racines®™°d’'un nombre complexeA

PosonsA = [R, ]. Les racines®™deA, soitZ = [r, ], sont telles qu&"=A, [ n]=[R ]
dour"=Retn = [2]:

r=UR
g=F/n+2kp/n



Pourk, il suffit de prendre len valeurs de 0 a— 1, d’oun solutions.

Les racinesn®™* d'un nombre complexeA = [R, ] sont au nombre den, et leurs images
forment un polygone régulier inscrit dans le cerclele centreO et de rayon VR , avec un sommet
qui fait 'angle /n avec l'axe dex.

Notamment les racines carrées d'un nomhire [R, ] sont au nombre de deux, et elles sont
opposées.

Dans le cas ou I'on connait une desmcinen®™deA, soitZ,, on peut écrire :
Z" = A, Z étant une racing®°quelconque da,

Zy" =A, d’ou par division : ‘

(Z21Z,)" = 1, etZ/Z, est une racine® ™ de l'unité.

Ainsi, toutes les racinag™*de A se déduisent de I'une d’ell& en la multipliant par les racines
n®™sde I'unité.

14. Equation du second degré a solutions dans C
Rappelons la décomposition « canonique » du trindmsecond degré :
aZ +bz+c=a((z+b/2a)> - /(4a) aveca O
1) Cas ou les coefficientsa, b et c sont tous réels
Dans ce cas, = b’— 4ac est un nombre réel.
Si  est positif ou nul, on sait qu'on peut factorisertrindme, puisque/D existe comme
nombre réel, et 'équationZ + bz + ¢ = 0 admet deux solutions réelles (confondues poui0). Ces

deux solutions sont aussi dabt il N’y en pas d’autres.

Si  est un réel négatif, il admet deux racines cardeesC, soit +i+/-D , ce qui permet de
factoriser le trinbmeaZ +bz+ c=a ((z+ b/2a)> — /(4a’)), en choisissant I'une des racines carrées :

=a (z+2)° - Dy

a 2a

=a(z- 'b+2'5)(z b D
a 2a

bt i[D

L’équation admet deux solutions complexes conjugueéz—
a

2) Cas général avea ( 0),b etc complexes

Le nombre complexe admet deux racines carrées complexesLe trindme peut s’'écrire :



aZ +bz+c = a((z+2£)2 - (Zi)z) et 'on peut le factoriser. L’équation du secondjrdeadmet
a a

. . -btd . , . .
deux solutions complexes qui sen%—, avec qui est I'une des deux racines carrées.de
a

15. Exercices

Exercice 1

1) Soit I'équation de la formeP(z) = 0 ouP est un polynéme complexe a coefficients
réels. Montrer que siz est une solution, alorsz, est aussi solution.

L’équation s'écrit a, 2" + a1 2 + ... +a9 = 0.
Avec z, solution, on aa, Z" + @1 2"+ + ... + a = 0. Utilisons les propriétés de la
conjugaison.

a2+ a1 % tYet @=0.
%'t a1 %+ Vat @=0
802"+ g % Vet 3=0

8%t %+t 3=0
7, est bien solution.
Remarque : on connaissait déja cette propriété lFmration du second degré.

2) Soit I'équation Z* — 62 + 7 + 10z — 18 = 0. Vérifier que 1 +i est solution. Puis
trouver toutes les solutions.

Posond(z2) =7' -6 + Z + 1z — 18 = 0, et calculorB(1 +i).

Avec (1 +i)*=1+4-6-4+1=-4,

1+i)’=1+3-3-i=-2+2

1+i)=1+2-1=12,

Pl+i)=-4-6(-2+B+2 +10(1 +i) —18 = 0. 1 4 est solution de I'équation. Alors
1 —i est aussi solution. On peut factorif¥€z) avec ¢— (1 +i))(z— (1 —i)) =Z — 2z + 2.

P(2) = (Z-2+2)Z-4-9)

Le trindmeZ — 4z — 9 a pour racines 213, qui sont réelles (et leur propre conjuguée).
Finalement I'équation initiale a quatre solutiorisz i, 2 +/13.

Exercice 2

Résoudre dans C I'équation? + Z* + 1 = 0, et préciser le lien entre les solutions
trouvées et les racines douziémes de 'unité.

Procédons au changement d’incondueZ’. L’équation devien?? + Z + 1 = 0, qui admet
deux solutions. Sachant que } +j? = 0, et par passage au conjuduéj +j2 =0, les deux

solutions son et I

Revenons &, en traitant d’abord’ =j. Avecz=[r, ], cette équation devient’| 4 ] =[1,
2 /3],dour=1et4 =2 /3+% ,soit = /6+ X /4, dou quatre solutions.



. A T 74 =1 d'an . . . £
Traitons enfinZ' = ! , ou encorez , d’ou quatre solutions qui sont les conjuguées des
précédentes. Les 8 solutions sont représentéasiamsle plan complexe :

On constate qu'il s’agit des douze racines douzsede I'unité
sauf les quatre qui sont présentes sur les axsascir +1 et 1.

Exercice 3

Soit un nombre réel de l'intervalle ]0, 2 [. On considére les deux nombres complexes- €

et Zzﬁ.
1- z

1) Montrer que Z existe quel que soit.

Z n'existe pas si et seulementzsi 1. Maisz = 1 signifie qued = 1, c’est-a-dire = 2 . Avec
dans ]0, 2[, cela n'arrive jamais. Finalementexiste toujours.

2) Vérifier que € =— 1, et en déduireZ lorsque =
€ a pour module 1 et pour argumentl s’agit donc de — 1. Dans ce cZs; 0.

3) Montrer que Z = iw)
sin(@ / 2)

S 1re?_e7%(el 2+ %) 4924162 2c0sf /2) ., cosf /2
1- 7 4

d72(glal2. @2y 4912 1gl2" Jising /2)  sing /2)
cela grace aux formules d’Euler, et au fait quei L4 i.

Exercice 4

1) Résoudre I'équationZ ° = 1 dans C. Dessiner les images des solutions ddasplan
complexe.

Les solutions d& °® = 1 sont les cing racines cinquiémes de I'univé, & aveck de 0 a 4. Leurs
images sont les sommets d’'un pentagone régulieriirtans le cercle de cent@®et de rayon 1, un
sommet étant en (1, 0), correspondant a la selugwsoréelle.

2) En s’aidant du 1°, résoudre I'équation £ —i)° = (z + i)°. Exprimer les solutions en utilisant
des cotangentes d'angles, avec par définition cotan = cos [/ sin . Comment pouvait-on
prévoir que les solutions sont toutes réelles (usler pour cela les modules) ?

.5
, , : . : oz :
Commez =i n'est manifestement pas solution, I'équation meute-écrire — =1. En faisant
zZ-i

. z+i . .
le changement d’'inconni&= ——, on retombe sut > =1 dont on connait les 5 solutions. Revenons
zZ- i
az:
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Z+i . . ! .
Z=1,——=1,z+i=z-i, 0z= 2, aucurz ne convient.
Z- i

i2k /5 I

+ . . o
Z=aaveca=¢e ,aveck de 1 a 4,Z—_= a, z(1-a) =-i (1 +a), soit, en utilisant les
z-i

formules d’'Euler :
__lra_ 148200 g0y B . 2cos(k /5)

=-1 - - - - -
1- a 1- e|2k,u/5 ékp/5(é|kp/5_ é<p/5) -9 sin«p /5)

coskp /5)
=—————=cotankp /5
sinkp /5) k19
L’équation admet quatre solutions toutes réell@stan( /5), cotan(2/5), cotan(3/5), cotan(4/5).

Prenons le poinA d’affixe i et le pointB d'affixe —i. AppelonsM 'image d’une des solutions.

z + i est I'affixe du vecteuBM, etz —i celui du vecteuAM . En passant en modules, I'équation
donne MB/ MA)° = 1, ce qui équivaut BIB/ MA = 1 puisque tout est posit¥JA = MB, M est sur la
médiatrice deAB], qui n’est autre que I'axe de&sLes solutions sont toutes réelles.

3) En développant ¢ —i)° et (z + i)° grace a la formule du binéme de Newton, résoudre a
nouveau I'équation ¢—i)° = (z +i)°. Constater que les solutions sont opposées deuseux.

(z+i1)°=2+5i2-102-10i 2+ 5z +i

(z-i)°=2-517"-102+ 10i 22 + 5z —i

Aprés simplifications, I'équation se réduit &5 10Z + 1 = 0. Remarquons qu'il s'agit d’'une
équation du quatriéme degré, et non pas du cinguiém

Pour la résoudre, faisons le changement d’inconnzies?, I'équation devient

572 - 1@ + 1 = 0, avec deux solutiods= (5 + 2\/5)/5, toutes deux réelles positives. Revenons a
zdont le carré® est égal & un nombre positif :

Z=(5+2/5)/5,2= +\5+2/5//5
Z=(5-2/5)/52z= +5- 2/5/5
On a trouvé les quatre solutions de I'équation.
4) Déduire des deux questions précédentes la valede cotan /5. Puis montrer que tan /5 =

J5- /5.

La plus grande des quatre solutions é5t+ 2/5/45. 11 s'agit aussi de I'une des solutions de la

forme cotank /5. Mais laquelle ? Sur les quatre cotangentesgesetttan /5 et cotan 2/5 sont
positives, puisque la cotangente est I'inverseadamgente. On sait aussi que la fonction tangestte
croissante sur [0,/2], la cotangente est donc décroissante. Le phusdg est cotan/5. Ainsi :

cotan /5 =+/5+ 2x/3h/§,
Al
tan /5 = /5/\5+2/5= 55+2/5/ (5+2/5) = V5 5+ Zf’ & Z/—S‘en utilisant la

quantité conjuguée du dénominateur.

RENEE 2f55)(45 295)_ 5+ aV5)e- 4/5r 5 e
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(autre méthode : on part de cotdb = 4/5+ 2/5/4/5, et l'on multiplie par la quantité conjuguée,

soit y/5- 2/5cotan /5 = y/5- 2/5 5+ 2/5//5= 1, d'oii tan /5 = y/5- 2/5)

Exercice 5

e s : z
A tout nombre complexez différent de 2 on associe le nombre complexetel que z' =T2
z

1) Montrer que la fonction f faisant passer dez a Z est une bijection de C — {2] dans un
ensembleE que l'on précisera. Autrement dit, la fonctionf qui a chaquez de C — {2} fait
correspondre une imagez unique dans E est aussi telle que tout élémert de E admet un
antécédent uniquez dans C — {2}. Pour la démonstration, il conviendrale chercherz a partir de
Z donné.

Cherchons aisolex On az(z+ 2)=z7z+ 22 =2 2(Z - 1) =— Z. Si Z = 1, on devrait avoiz =

z + 2, ce qui est impossible. Dome@st différent de 1. On peut divisez = — 22’/ — 1). ChaqueZ
différent de 1 admet un antécédennique. On a bien une bijection @e- {2} dansC — {1}.

2) Déterminer les points invariants parf, c’est-a-dire tels quez = z

Z=zs%écritz/ (z+2)=zz=(z+ 2%, Z+2=0,2z+ 1) = 0, soiz= 0 ouz = —1. Il existe deux
points invariantsQ(0, 0) etO’(-1, 0).

3) On posez=x +iy etZ = x’ + iy’. Calculer X’ et y’ en fonction dex ety.
X+ly _(x+iy)(x+2-iy) _ X+ ¥+ 2% Ry
X+2+iy  (x+272 +y? (x+2)% + y?

XAV 2y
(x+2)% +y? (x+2)% + y?

X'+iy'=

4) Déterminer 'ensemble des point®/ d’affixe z tels queZz soit réel, c’est-a-dire tels que son
imageM’ soit sur I'axe desx.

Z réel signifie quey’ = 0, soit 3/ = 0,y = 0, etz est réel. Tout point de I'axe degsauf 1) admet un
antécédent unique qui est un point de I'axexd@swuf — 2), et vice-versa. L’axe desst globalement
transformé en lui-méme, a deux points pres.

5) Déterminer I'ensemble des pointsvl d’affixe z pour lesquels la partie réellex’ de Z est
nulle (autrement dit M’ est sur I'axe desy).

X =0 sécritx® +y* + 2 = 0, &k + 1Y +y* = 1. Il s'agit de I'équation d’un cercle de centrd,, 0)
et de rayon 1. Ainsi I'axe dgsa comme antécédent ce cercle (auquel on enlgare(-2, 0)).

6) Calculer Z — 1, et déterminer une relation entre les modulesle Z — 1 et dez + 2.
Déterminer aussi une relation entre leurs arguments

Z-1=2/(@z+2)-1=-214+2)

En modules, cela donmeé+ 1| =2 /% + 2| ou encore|- 1| g+ 2|= 2.
En arguments : Arg(—1)= —Arg@z+ 2),ou Argf —1) + Argiz+ 2)= .
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7) Déterminer I'image (le transformé) C' d’'un cercle C de centre A (-2, 0) et de rayonR
donné. Utiliser pour cela la définition géométriquedu cercleC.

Tout pointM du cercleC est caractérisé pa&M = R. Avec le vecteuAM d’affixe z + 2, cela
s'écrit g+ 2| =R. Gréace a la relation du 62, + 1| = 2R. Les pointdVI’ sont sur le cercle de centre (1,
0) et de rayon B. Mais le décrivent-ils en entier ? Qualdfait un tour complet su€, Arg(z + 2)
décrit [0 2 [, et grace a la relation du 6°, Agy¢ 1) décrit aussi un intervalle de longueur I’ fait
aussi un tour comple€’ est le cercle de centre (1, 0) et de raydd 2/

8) Déterminer I'image (la transformée) D’ de la droite D passant par A et de vecteur
directeur (cosa, sina), a étant un angle orienté donné, cette droite étantrivée du point A. Pour
la démonstration, utiliser la relation entre arguments du 6°.

M appartient D ssi le vecteuAM fait un angleaoua + avec I'axe des. Cela s’écrit Argt + 2)
=a[ ]. On en déduit que Arg(— 1) = —a[ ] =—a] ]. Cela signifie que le vecte®M’ , avecB(1,
0), fait un angle 4, ou —a, constant avec I'axe desLe pointM’ se trouve sur la droite passant par
B et de vecteur directeur (c@s - sina). Grace a la relation sur les modulos, on peutnadir que
lorsqueM décrit la droiteD (privée deA) M’ décrit la droiteD’ privée du poinB.

Exercice 6

Dans un repére orthonormé Q, u, v), on place le pointA d'affixe 1 +i et le pointB d’affixe 1

— 3. SoitM le point d'affixe z, avec z différent de — 2 +i3 A z on associe le nombre complexa
tel que :

_z-1+ 3

z+2- 3i

1) Etablir une relation entre I'argument de z’ et langle orienté de vecteurs (MA, MB).

, d'image M.

Remarquons que chagmdeC — {-2 + 3} admet une image (un transforng&dansC. La relation
faisant passer deaz est une application dé — {~2 + 3} dansC.

z—-1+3=z-(1-23) est l'affixe du vecteuBM, etz+ 2 — 3 =z— (-2 + 3) est I'affixe deAM.
A cause du quotient de ces deux nombres,zAxg(u, BM) — (U, AM) = (AM, BM) = (MA, BM) +
=(MA,MB) +2 =(MA, MB) puisque les angles sont modula 2

2) Déterminer I'ensembleE; des pointsM du plan tels quez ait pour argument /2.
Arg Z = /2 signifie MA, MB) = /2 [2 ]. Cela signifie queM décrit le demi-cercle de diametre
[AB] situé a droite de AB) a cause de I'angle #2. L'ensembleE; est ce demi-cercle.

3) Déterminer et construire I'ensembleE, des pointsM tels que ¥| =2.

|Z| =2 signifie, grace a la régle des modules pouquotient, quéMB / MA = 2. L’ensemblds, des
pointsM est le cercléde diameétreK; K;] avecK; etK, sur AB) et vérifiantkK,;A / KiB = KA/ K,B =
2 :K; est aux 2/3 deAB] a partir deB, etK;est tel queA est le milieu deK,B].

4) Déterminer I'affixe du point communK aE; et E,.

CommeK; est sur AB], le demi-cerclek; et le cercleE, se coupent effectivement en un point
uniqueK. Appelonsz I'affixe de K. On sait quez a pour image (transforme) tel quez =[2, /2]
sous forme trigopnométrique, sdit= 2i. Le hombrez vérifie :

LJrZI_ =2i, ce qui donne, tous calculs faitss 7+'_ = (7+)d+2 )= 5+1b
z+2- 3 1- 2 4 5

=1+3i.

2 |l s'agit d’'une propriété liée & I'étude des lmmgtres et du produit scalaire.
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Autre méthode on cherche I'équation des deux cercles concemtékbon détermine leurs deux
points d’intersection. Puis on enléve celui quicnavient pas. Méthode trés compliquée par rapport a
la précédente.

Autre méthode On voit sur le dessin (il est indispensablealéaire) que le poinK a I'air d’étre
(1, 3). Puis on démontre que c’est bien lui. Appsk’ le point (1, 3). Profitons du fait qu&'A) est
horizontal et K’'B) vertical. On aK’A) orthogonal akK'B) doncK’ est surk;. On a aussK’A = 3 et
K'B =6,K'B /KA =2,K" est aussi SUE,, doncK’ = K. Cette méthode est la meilleure, méme si elle
déplait a ceux qui n’ont que mépris pour la géometr

Exercice 7

1) Résoudre dans C I'équation de degréd — 1: 21+ ' 2+..+ Z+ z+1=0avecn 2. En

déduire une factorisation du polyndmeP(2) = 2" + 2" 2+..+ Z+ z+1 enn — 1 facteurs du
premier degré.

Constatons que 1 n’est pas solution de cette @ijyadt appliquons la formule sur la somme des

termes d’'une suite géométrique de raigori, soit
n

"+ P+ D+ zHl = , et 'équation devient' = 1. On trouve les racinesn®™*de

I'unité, sauf 1, ce qui donne les- 1 solutions de I'équatiorz:=e
en déduit la factorisation d¥?2) :

P(2) =8 (z- &~

k=1

"2k I"nourk allant de 1 & — 1. On

2) Exprimer 1 —e* " en faisant ressortir sin k /n).

e|kp/n - e ikp/n

1- ¢%pin= dkoincgikoin_ doiny = gachant quesin(kp/n):#(formule d’Euler),
i
on en déduit qué- € *?M=_ 2j sinfp /n) ¥/
%l ko _ n
3) En calculantP(1) de deux fagons, montrer que() sin— = s,
k=1

En utilisant la définition d&(2) et en faisant = 1, P(1) =n. Gréce a la factorisation dz) on a
aussi :

-1 ) ) ) ) ) -1
P(1)=6(- 2i sinkp /n)ePN e ¢ ofrtintgpind®ingpin Hn 1*””6 sin(k /r

k=1 k=1
i£1+2+3+,,,+ Sl
=(-pPmin gin 1gn' ‘ ))o sinko /n)
k=1
ip(n-1)n . .
—(_1\"1lon Linl wml ; -1 linl:in 10"'l ;
=(-D" 2" " e Ossinkp /nx ¢ 17 2 "% 2O sinkp /n)
k=1 k=1
—(_1\""1o1 L 2n 20;'l ; 1n1 k! ;
=¢-)"2* i 2O sinkp InE € M2 10O sinkp h)
k=1 k=1

— n-lrk'l R
=2"*sinkp /n)
k=1
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On en déduit la formule demandée.

Exercice 8

Dans le plan complexe, on considére trois points, B et C d'affixes a, b et c. Montrer que le
triangle ABC est un triangle équilatéral direct si et seulemersic +ja +j°b = 0.

Le fait queABC soit un triangle équilatéral direct signifie quenl passe du vecte&B au vecteur
AC en tournant de/3, avecAB d’affixe b —a et AC d'affixe ¢ —a, ce qui veut dire que :

c-a=-j’(b-a)
puisqug® a pour argument — 23, et que son opposé a pour argument /32 = /3.
Cette formule s’écrit aussi—a (1 +j%) +j?b = 0, ou encore +ja +j?b = 0, puisque 1 }+j°= 0.

16. Programmation des nombres complexes

Il est facile de fabriquer sa propre bibliotheqeendmbres complexes, afin de pouvoir les utiliser
dans les programmes. Il suffit de définir une dtree associée a un nombre complexe : celle-ci
contient deux nombres réels, correspondant a sie péelle et a sa partie imaginaire. Il suffit @ites
de construire des fonctions associées aux fornuudesours, notamment celles de I'addition et de la
multiplication. La fonction la plus intéressantd eslle qui permet d’avoir une racine carrée d'un
nombre complexe. On en déduit cette petite bibdigtle de fonctions, que I'on applique dans le
programme principal pour calculer la somme et telpit de deux nhombres complexes :

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

struct complexe { double A; double B; };

double RE(struct complexe z);

double IM(struct complexe z);

void afficher(struct complexe z);

struct complexe ADD(struct complexe z, struct caemplzz);
struct complexe MULT (struct complexe z, struct céewp zz);
struct complexe OPP(struct complexe z) ;

struct complexe RAC(struct complexe z);

int main()

{ struct complexe z,zz,somme,produit;
z.A=3.; z.B=2.;2z.A=1.; zz.B=-4.; [ et zz sont donnés,

afin de calculer leur somme et leur produit

somme=ADD(z,zz);
produit=MULT(z,z2);
afficher(z);afficher(zz);printf("\n\n somme "Jfeher(somme);
printf("\n\n produit ");afficher(produit);
getchar(); return 0;

}

[* partie réelle d’'un nombre complexe */

double RE(struct complexe z) { return z.A;}

/* partie imaginaire d’'un nombre complexe */
double IM(struct complexe z) {return z.B;}

[* affichage d’'un nombre complexe sous la formeia #
void afficher(struct complexe z) { printf(" %34fi %2.If ",z.A,z.B);}

/* addition deux nombres complexes */
struct complexe ADD(struct complexe z, struct coarplzz)



15

{ struct complexe zzz;
zzz.A=RE(2)+RE(zz); zzz.B=IM(2)+IM(z2);
return zzz;

}

/* multiplication de deux nombres complexes */
struct complexe MULT (struct complexe z, struct ctewp zz)
{ struct complexe zzz;
zzz.A=RE(2)*RE(z2)-IM(2)*IM(z2);
zzz.B=RE(2)*IM(zz)+RE(zz)*IM(2);
return zzz;

}

/* opposé d’un nombre complexe */
struct complexe OPP(struct complexe z)
{ struct complexe oppose;
oppose.A=-z.A; oppose.B=-z.B;
return oppose;

}

/* racine carrée d’'un nombre complexe, celle detigaréelle 0 */
struct complexe RAC(struct complexe z)
{ double signB;struct complexe rac;
if (z.A > 0.) {rac.A=sqrt( (z.A+ sqrt(z.A*z.Az.B*z.B) )/2.);
rac.B=z.B/(2.*rac.A);

}
else if (z.A <0) {if (z.B>=0.) signB=+1.; elsignB=-1.;
rac.B=signB*sqrt(@zsqrt(z.A*z.A+z.B*z.B))/2.);
rac.A=z.B/(2.*rac;B)

}
else { rac.A=sqrt(fabs(z.B)/2.);
if (z.B>=0) rac.B=rac.A;
else rac.B=-rac.A;

}

return rac;

}
A propos de la fonction racine carrée :

Un nombrez = a + ib étant donné, on sait gu’il admet deux racineséearopposées. Une racine
carréex + iy est telle quex(+ iy)> =a + ib, d’oll le systéme de deux équatiofis :

% |l existe une autre méthode utilisant la formgdriométrique des nombres complexes. Le norlétant
donné, aveez = x + iy, on commence par chercher son modyeis son argument, en utilisant judicieusement
la fonctionarctangenteUne racine carrée a pour module la racine caleéeet comme argument la moitié de
l'autre racine carrée étant son opposée.

r=sqrt(x*x+y*y);

if (x>0.) theta=atan(y/x);

else if (x<0.) theta=M_Pl-atan(-y/x);¥ ou bien atan(y/x)+M_PI; */

else if (x==0.) theta = M_P1/2;

newr=sqrt(r); /* module de la racine carrée */

newthetal=(theta)/2 y* argument d’'une racine carrée */
newxl=newr*cos(newthetal);newyl=newr*sin(newthetd1)es deux racines carrées */
newx2=-newxl;newy2=-newyl;

Mais cette méthode s’avére nettement moins perfotgnan pratique que celle que nous développons ci-
dessus.
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X?- y’= a
2xy=b

On a aussi cette relation entre module$ + y* =+ a® + b?, et le systéme a résoudre ne change
pas en ajoutant cette troisieme équation :

X?- y*= a
X2+ y2 = [a2 + 2
2xy=Db

a+va’+b?

> :
Mais cette formule manque de précision dans leotasest négatif eb proche de 0. Aussi préfere-t-
on distinguer plusieurs cas, en constatant qu&ude calculex comme précédemment, on peut aussi
bien calculely par soustraction des deux premiéres équationgn@igduit alors la racine carrée ayant
sa partie réella positive ou nulle, I'autre étant son opposée, desisrois cas suivants :

La somme des deux premiéres équations dowfe= a++/ a® +b*, soit x==

1) Poura > 0,
«= /a+\/a2+b2
2
y=L
2X
2) Poura<0
[22 12 .
y = (sign() 222
b
X=—
2y

ou la fonctionsign(b) vaut +1 ou — 1 selon queest positif ou négatif. On fait cela pour obtdair
méme racine carrée que dans le 1°y est du signe de puisquex est positif.
b

3) Poura = 0, I'addition des deux premieres équations geit@& x = ) ou I'on a choisix 0.

Puis on distingue deux cas, en utilisaxg 2 b etx’* =y?: sibest 0,y est aussi 0, ety = x, et sib
est<0Oy=-x

Exemples :

A gauchele nombre complexe= -5 +i 3, affixe du vecteur dessiné en noir, admet comanme
carrée de partie réelle positive le nombre dontdge est le vecteur rouge. Méme chéskoite pour
le nombrez=-5 - 3.
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En privilégiant la racine carrée ayant une paréelle positive ou nulle, cela veut dire que
I'argument du nombre est pris entre — et + et que I'on divise cet argument par 2 pour avoitece

racine carrée. En notanftz cette racine carrée, elle bénéficie de la propséi¢ante :
Jz=\z*
Quelques autres fonctions complexes

[* conjugué d’un nombre complexe */

struct complexe CONJ(struct complexe z)

{struct complexe conjugue;
conjugue.A=z.A; conjugue.B=-z.B;
return conjugue;

}

/* module au carré d'un nombre complexe */
double MODULEZ2(struct complexe z)

{ return RE(2)*RE(2)+IM(z)*IM(2);

}

/* Soustraction de deux nombres complexes z — zz */
struct complexe SOUSTR(struct complexe z, struoipiexe zz)
{ struct complexe zzz;

z27.A=RE(2)-RE(z2); zzz.B=IM(2)-IM(z2);

return zzz;

}

/* multiplication d’'un nombre réel avec un nomblexe */
struct complexe MULTreel(double reel, struct complea)
{ struct complexe zz;

zz. A=reel*RE(z);

zz.B=reel*IM(2);

return zz;

}

[* inverse d’un nombre complexe z supposé diffader. Cela permet de faire des divisions *//
struct complexe INV(struct complexe z)
{ return MULTreel(1./MODULE2(z),CONJ(z2));

}

/* puissance complexe*Zavec Z=a +ibetz=c+id */
struct complexe PUISS(double a, double b, doubtlmable d)/* a différent de 0 */
{ double r,theta,P,angle;
struct complexe Q;
r=sqrt(a*a+b*b);
theta= atan(b/a); if (a<0.) theta+tM_PFa 0*
P= pow(r,c)*exp(-d*theta);
angle=c*theta+d*log(r);
Q.A=cos(angle); Q.B=sin(angle);
return (MULTreel(P,Q));

* Si I'on prenait 'argument deentre 0 et 2, et que I'on privilégiait la racine carrée aydatgument moitié,
cette formule ne serait plus valable.
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Pour ce calcul de la puissance complgkeon commence par mettZesous forme trigonmétrique,
soit Z=r€?. Alors :
Zz — (reiq)c+id - rcrideicJe- dg — rcé oy é’dln ré’(x]

=P Q avec P=r°¢ % réel etQ= & 9" = cosg+ d Inr ¥ i sing+d I
Nous allons maintenant utiliser cette bibliothegaeplexe pour traiter un probléme classique.
17. Fractales de Fatou-Julia

1) Le cas du cercle

Commencons par un exemple simple, en faisant subim point d'affixez, la relation de
récurrencez,.; = z,°, avec comme fonction sous-jacef(® = Z. La succession des points obtenus a
partir dez, forme ce que I'on appelle la trajectoire ze Le fait d’élever au carré signifie que I'on
éléve au carré les modules et que I'on doublerngtea. Que se passe-t-il ? Si le point d’affix@ un
module inférieur a 1, avec des modules élevés aa eachaque fois, la trajectoire du point converge
versO. Par contre, si le point d’affix a un module supérieur & 1, la trajectoire du psien va a
l'infini. Le disque de rayon 1 (sans sa frontiecepstitue ce que I'on appelle le bassin d’attractie
O, tandis que son extérieur strict est le bassitird@ion du « point a I'infini ». Il existe deuyges de
points, ceux dont la trajectoire ne s’échappe plmfini et qui restent « prisonniers », et ceuniq
s’échappent a I'infini. La frontiere entre ces déypes de points, ici le cercle de cerfret de rayon
1 constitue ce qui s’appelle 'ensemble, ou la beude Fatou-Julia associé a la foncfiddais qu’en
est-il dans le cas particulier ou le point d'affiggest sur le cercle ? Le module des points de sa
trajectoire reste égal a 1, et en régle généraleajectoire va parcourir le cercle (de fagon desis
I'argument dez, est une fraction irrationnelle de)2 Par contre si 'on prend le point d’affixe 1 ast
aussi sur le cercle, il reste fixe, et I'on dit ij@'st repousseur puisque tout point de son vaigna
s'en éloigner irrémédiablement.

On dispose déja d'un premier algorithme, dit d'¢gée dans le temps, pour construire la courbe
de Fatou-Julia. Il suffit de prendre les poingslu plan complexe et de colorier ceux qui s’échappe
l'infini, c’est-a-dire ceux dont la trajectoire d#de au-dela d’'un grand cercle de rayRn(par
exempleR = 1000). La frontiére de cette zone coloriée astgment le cercle. Mieux encore, en
comptant le nombre d’étapes qu'il faut a la trajeet d’'un point pour passer au-dela de la frontiere
circulaireR, ou encore pour entrer dans un petit voisinageaidat O, on peut colorier les points en
fonction de ce nombre d’étapes, ce qui donne denaes circulaires.

Echappée dans le temps, avec les points & domibkemte qui s’échappent a I'infini, et les points a
dominante rouge qui restent prisonniers. Les pdixes O et 1 sont indiqués en rouge.
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Précisons un peu plus la nature du phénomeéne,tenrdgant les points fixes de la fonctiénll
s'agit des points tels qui&) = z soitZ = z |l existe deux points fixes, & savair 0, etz = 1, et nous
avions déja trouvé ces points expérimentalementi§pose alors de la propriété suivante

Selon que la dérivée dé(2) en un point fixe a un module inférieur ou supériar a 1, le point
fixe est attracteur ou repousseur.

Ici f'(2) = 2z. Au point 0, la dérivée est nulle, le point estaatteur. Au point 1f|(1)| = 2, le point
est repousseur, comme nous |'avions déja contaté.

Maintenant, au lieu d’appliquer la fonctidnappliquons sa réciproque. Un pomadmet deux
antécédentsy/z. En partant d’'un point quelconqus, il admet deux antécédents qui & leur tour
admettent deux antécédents, etc. D’ou que I'orepattrajectoire ainsi obtenue va venir se caller
le cercle, puisque les modules sont transformésague fois en leur racine carrée et gu'ils tendent
vers 1 dans tous les cates points 0 e® qui étaient attracteurs, deviennent repousseurs lpou
fonction réciproque.

Nors

-

N~z

Premiers antécédents d'un point d’affixdls se rapprochent du cercle. Les suivants vioitt par
se coller sur le cercle, et le parcourir.

Cette méthode par la fonction réciproque donnedideux algorithmes :

Un algorithme récursif ou I'on part d'un point go@hque, en prenant a chaque fois ses deux
antécédents par racines carrées. Au bout d'unéndizbétapes par exemple, on obtient un millier de
points qui sont collés sur le cercle, sauf les jesrd’entre eux. C’est ainsi que la courbe circala
apparait.

Un algorithme probabiliste et itératif, ou I'on ptea chaque fois une des deux racines carrées
au hasard, avec la méme probabilité. L& encorésdps premiers points, les autres sont sur ldecerc
et le dessinent.

2) Cas général

Ce que nous avons fait avec la fonctiif) = Z, nous allons le généraliser & une fonction
légérement différente, sditz) = Z + ¢, olic est un nombre complexe donné, avec pour chageerval
dec une fonctiorf. Des phénomenes inattendus vont alors se produire.

® |l s’agit d’'une généralisation pour les nombresnptexes de ce que I'on connait pour les nombrds rée
(voir chapitre du cours sur les suites).
® On pourrait aussi démontrer que le point & I'indist attracteur.

" Si I'on prenait seulement une racine carkée et non pas les deux, la trajectoire d’'un point qoledue
convergerait vers le point 1 qui maintenant esaetur.
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Cherchons les points fixes de I'applicatibrils vérifientz = Z + ¢, ouZ —z + ¢ = 0. On trouve

1+J1- 4

deux solutiong; :_T' Avec f' (z)| = 2|, il est possible de savoir si le point fixe dtaateur

Ou repousseur.
Contentons-nous de traiter le cascagst un nombre réel.

Sic > 1/4, le discriminant est négatif, et I'on a dgoints fixes complexes non réels conjugués,

soit 1tivac-1 24C1 Avec ' (z)| = 2 i|= Y1+ 4c- 1= 2/c>2" 112 supérieur a 1, ces deux points fixes

sont repousseurs.

+ -
— 3/4 <c < 1/4, le discriminant est positif, et 'on a depeints fixes réelg =£. Le

2
1++1- 4

point fixe Test tel que la valeur absolu&|2 1, il est repousseur. Par contre l'autre point

fixe 1-vt « “;_4Cest tel que 2 = 1- VI 4c< 1. Si I'on impose en plus quez2 —1, cela s’écrit

1-J: 4do- 11 & 2,1 <46 4&¢c 3/ et dans ce contexte, aveg||Z 1, ce point fixe est
attracteur.
c < —3/4, les deux points fixes sont repousseurdaas les deux casz?> 1.

Vérifions cela sur quelques exemples, en utilifafgorithme d’échappée dans le temps, avec son
programme :

Recherche éventuelle des points fixes, pour leoGdain de ces points serait attracteur, auquel
cas on peut dessiner son bassin d’attraction :

z1.A=1.;71.B=0.;z4.A=4.; z4.B=0.; z05.A=0.5;205@B+* z1 =1, z4 = 4,205 = 0,5 */
racdelta=RAC(ADD(z1,0PP(MULT(z4,c)))j* utiliser la bibliotheque complexe */
pfl=MULT(z05,ADD(z1,racdelta));

pf2=MULT (z05,ADD(z1,0PP(racdelta)));

filldisc(400+zoom*RE(pfl),300-zoom*IM(pfl),4,rouge’y coloriage en rouge des deux points fixes */
filldisc(400+zoom*RE(pf2),300-zoom*IM(pf2),4,rouge)

Programme principal

for(xe=0;xe<800;xe++) for(ye=0;ye<600;ye+*)parcours d’'écran pixel par pixel */
{ x=(float)(xe-xorig)/zoom;y=(float)(yorig-ye)/zoom* passage aux points (x,y) pour les calculs */
for(i=0;i<2000;i++)/* trajectoire des points */
{ newx=x*x-y*y+xc; newy=2*x*y+yc;/* conversion en réels de new z=#zc */

X=Newx;y=newy;
if (x*x+y*y>2000*2000) {putpixel(xe,ye,c@li]);break;} /* test d’échappée avec R = 2000 */
/* si le point fixes2 est attracteur, on peut rajouter ;
else if ( (x-RE(pf2))*(x-RE(pf2))+ (y-10fR))*(y-IM(pf2))<0.00000000001)
{putpixel(xe,ye,coll][i]); break:}
*/

}
}

Dans ce programme, on utilise les couleaB§ a dominante bleue pour les points dont la
trajectoire s’échappe a l'infini, et dans le casuatpoint fixe est attracteur, on utilise les coube1]]
a dominante rouge pour les points dont la trajectmnverge vers ce point fixe.
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Prenons par exemple = 0,249. Comme le deuxieme point fixe est attagten dessine non
seulement le bassin d’attraction de l'infini & doante bleue, mais aussi celui du point attractur,
dominante rouge, leur séparation constituant lateode Fatou-JulihiOn constate que cette courbe
n'est plus du tout lisse comme dans le cas du eenal préecédemment. A cause de ses multiples
ruptures de pente, on I'appelle une fractale. Duda’il s’agit d’'une frontiére, ses points sonttren
deux eaux, n’étant ni attirés vers le point fixevmis I'infini. Cette courbe est telle que toutriasitué
sur elle a une trajectoire formée de points eusiasitiés sur elle. Elle reste globalement invaeian
sous I'effet répété de la fonctiéfz) = Z + c.

Puis prenong = 0,251, avec ses deux points fixes qui sont reaanit repousseurs. On constate
gue le bassin d'attraction de l'infini couvre tdet plan. Le dessin n’a rien a voir avec le dessin
précédent, et pourtant il lui ressemble. Il n'yas gle courbe frontiére entre deux bassins d'atiract
mais il existe une « courbe » qui reste globalemuertriante sous l'effet de la fonctidnSes points
sont tels que leurs images successives resteetarcourbe. Ils ne s’échappent pas a l'infinitt€e
courbe, invisible en I'état actuel, va ressemblda gprécédente, comme l'indiquent déja certaines
ressemblances entre les deux dessins, mais il senuklle n'ait plus d'intérieur, et il est
vraisemblable que la courbe (ensemble de poin&3epte des trous, on dit alors qu’elle est non
connexe (ou déconnectée).

c=0,249 c=0,251

Pour mieux visualiser ces courbes fractales, orae&né a utiliser I'autre algorithme, celui qui
utilise la fonction réciproque, faisant passez@eses deux racines carrées. Rappelons qu'il esaste
sous forme probabiliste, en prenant une des datimes carrées au hasard, soit sous forme récursive
en prenant a chaque fois les deux racines carrées.

a) Algorithme probabiliste

se donner ¢
x=0.; y=2.; [* point z initial */
z.A=x;z.B=y;
for(i=0;i<1000000;i++)
{ h=rand()%2;
z=RAC(ADD(z,0OPP(c)));
if (h==1) z=OPP(2);
putpixel(400+zoom*RE(z),300- zoom*IM(z),rouge);
}

8 Si I'on dessine seulement la zone d’échappée leaesnps, sa frontiére constitue la fractale detdulia,
et celle-ci enserre une surface intérieure quitmea#ie part coloriée.
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b) Algorithme récursif

On se donne c et le point initial z ou (X, y). Reiprogramme principal appelle la fonction récwesi:
point(z,100000);

void point(complexe z,int n)

{ complexe zz;

if (n!=0)

{
if (Nn<99990) putpixel(400+zoom*RE(z),300-zoomf(z),black);
z=RAC(ADD(z,0PP(c))); zz=OPP(2);
if (getpixel(400+zoom*RE(z),300-zoom*IM(z))==\ith)
point (z,n-1);
if (getpixel(400+zoom*RE(zz),300-zoom*IM(zz))white)
point (zz,n-1);

}
}

A noter que pour éviter I'explosion du nombre dems, ce nombre doublant a chaque fois, on ne
rappelle la fonctiompoint() qu’a partir des points qui n'ont pas déja éttenbs, plus précisément ceux
qui ne sont pas déja coloriés sur I'écran.

Dans le cas des deux exemples précédents,cavé;249 et = 0,251, on trouve maintenant deux
courbes apparemment identiques. La précision deslsan’est pas suffisante pour faire apparaitre
leur différence, a savoir que I'une est connexiaatre pas. C'est en prenant de plus grandes kaleu
dec, par exemple = 0,3 que I'on voit nettement la non-connexitdaleourbe.
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A ce stade, nous disposons alors d'une définitienlal courbe de Fatou-Julia: il s'agit de
I'ensemble de points qui restent globalement irards aussi bien sous I'effet f{g) = Z + ¢ que de sa

réciproque faisant passerzia +i/z- c.

Exercice 9

Utiliser les deux types d’algorithmes pour traitercas ¢ = — 0,7, sachant comme on I'a vu qu'il
existe un point fixe attracteur en plus de l'infit constater qu’on est loin du cas ou I'on obiena
cercle pour ¢ = 0.
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=-0,7

Jusqu’'a présent nous avons eu deux cas de figoei ou I'ensemble des points qui ne
s'échappent pas a l'infini était vide & 0,3 par exemple), et celui ou il ne l'était pasec
convergence vers un point fixe attractaur (0, 249 owc = 0 ouc = — 0,7). Mais la situation est plus
complexe. Il peut arriver que des points convergent plus vers un seul point fixe, mais sur uneycl
fixe de plusieurs points. La trajectoire d’'un pdinit par se coller sur un point du cycle puisgmau
suivant, dans un mouvement tournant infini. Nolsnal traiter un de ces cas, celui d’'un cycle dexdeu
points.

Cas d'un cycle fixe de deux points

Si la trajectoire d’un point sous I'effet fig) = Z + c finit par osciller indéfiniment sur un cycle de
deux points, cela signifie que chacun de ces deintgest un point fixe pour la fonctidA (2) :

z f(@=ZF+c f@=ft(@=fZ+c)=F+c)’+c=+2cZ+c+c.

On obtient un polynéme du quatriéeme degré. Maislées< points fixes derestent des points fixes
pour f 2. On peut donc mettre en factefir— z + ¢ dont les deux racines sont ces points fixes. On
trouve :

f%2) = (Z -z+c) (Z+z+c+1). Les racineg, etz deZ + z+ ¢ + 1 constituent le cycle fixe de
-1+ A
deux points pouf(z). On trouve comme racines]_zﬁ. Pour voir si ces points sont attracteurs
ou repousseurs pofirou aussi bien podr’, dérivons : {*(2))’ = 42 + 4cz= 4z (Z + ¢). On constate
que %(z))’= 4 z 2 et de méme pouf {(z,)). Ainsi |(f %(z))’| = 4 |1 +c|. Selon que cette quantité est
inférieure a 1 ou supérieure a 1, le cycle des goints est attracteur ou repousseur.

Revenons au cas atest un nombre réel. Le cycle sera attractif seelement si |1 ¢| < 1/4, soit
—5/4 <c< - 3/4

Par exemple, powr = — 1, on a le cycle fixe des deux points — 1.dte® algorithmes précédents
permettent de tracer la fractale correspondant®mmoent I'algorithme d’échappée dans le temps,
avec l'appoint du bassin d’'attraction du cycle desx points.

° Rappelons que powr< —3/4 les points fixes diesont tous deux repousseurs. lls ont laissé la @agce
cycle attracteur.
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c=-1

En-deca de —3/4, le cycle des deux points deviaonaour repousseur, mais il laisse la place a un
cycle de quatre points a son tour attracteur agardevenir repousseur en faisant place a des cycles

plus grands.

Exercice 10

Utiliser les trois programmes précédents poureradit cax = —0,69+ i 0,29

Echappée dans le temps Algorithme probabiliste

Algorithme récursif, ici trés supérieur a I'algtwite probabiliste

Exercice 11

Jusqu’ici, I'algorithme d’échappée dans le tempgeamis de visualiser toute la fractale et son
environnement sur I'écran. Mais on peut prendretonge petite partie de I'image et la zoomer plein
écran. Pour cela définissons un petit carré prissdamage, en se donnant son centxee(itre
ycentrg et la longueud du cété. On a intérét & choisir ce carré de fapgoit traverse la courbe
fractale, la ou les petits détails sont les plusdrtants, comme par exemple sur le dessin suivant.
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Cela étant fait, on veut que cette petite zoneéeaspit agrane pour devenir un carré de ciL
(par exempld. = 400)sur I'écran avec comme centre celui de I'écixorig, yorig), soit (400, 300).
Le zoom a effectuer est donc égiL/d.

a) Prendre un point du petit carré dans la zonealeul. Dans un repére dré en kcentre
ycentrg appelons ses coordonnéX, Y), avecX etY variant de €/2 a +d/2. Chercher la formule ¢
passage entre ce poitk, (Y) et ce méme poinxe, ye) apres le zoom sur I'écran.

Dans la zone calcul, le poinX, Y) a pour coordonnées,(y) dans le repeére initial, avec |
relations :

X = Xcentre+ X, y = ycentre+ Y, ou encoreX = X — xcentre Y =y — ycentre. Puis on pratique le
zoomL/d et I'on fait une translation pour centrer le ca¥ofan enxorig, yorig), ce qui donne point
(xe ye), avec :

xe = (L/d) (x —xcentrg + xorig
ye=yorig — (L/d)(y —ycentrg.

2) Faire le programme, en prenic = —1, avec dans ce cas non seulement le bassin digbba
I'infini, mais aussi le bassin d'attraction versclgcle fixe de deux points O et 4. Faire varier le cot
du petit carré de = 0,2 ad = 0,000005 et observer le grossissement progréssiktte zone dans
carré écran de coté

Pour chaque valeur dk il suffit de parcourir pixel par pixel le carrérén de céé L. Pour chaque
point (xe ye), on commence par conve ses coordonnées dans la zone de calcul, en invdes
formules précédentes, ce qui do:

X = (xe+ (L/d) xcentre— xorig)/(L/d)
y = (yorig + (L/d) ycentre—ye)/(L/d)

Puis on prend la trajemre de ce poin(x, y) qui va soit vers l'infini soit vers le cycle — 1. |l
suffit enfin de colorier le point écran correspamidixe, y€) soit avec la couleur a dominante ble
soit avec celle a dominante rot

xcentre=0.4; ycentre=0.289;

L=400.;

for(d=0.2;d>=0.000005;¢0.001
{ ZOOM=(float)L/d;
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for(xe=xorig-L/2;xe<xorig+L/2;xe++) for(ye=yiy-L/2;ye<yorig+L/2;ye++)
{ x=(xe+ZO0OM*xcentre-xorig)/ZO0OM; y=(yorig+HaOM*ycentre-ye)/ZOOM,;
for(i=0;i<2000;i++)
{ NeWX=x*X-y*y+xc; newy=2*x*y+yc;
X=Newx;y=newy;
if (x*x+y*y>2000*2000) {putpixel(xeg,col2[i]);break;}
else if (x*x+ y*y<0.000000000000Ip)tpixel(xe,ye,coll[i]); break;}
}
}
SDL_Flip(screen);
}

Zoom sur une minuscule partie de I'image.
18. Nombres complexes et géométrie

Il est souvent pratique de traiter des problémegéimétrie a 'aide des nombres complékes
Notamment les transformations planes comme lesslatons, rotations, réflexions, similitudes
directes’, peuvent s’écrire en complexes. Nous donnons ssales quelques exemples sous forme
d’exercices.

Exercice 12 : Quadrilatére et carrés accolés sus sétés.

Considérons un quadrilatere ABCD dans le sens tiefcaccolons lui extérieurement des carrés.
Le carré dont un coté est [AB] a pour centre Eucakcolé a [BC] a pour centre F, et de méme G et
H sont les centres des deux autres carrés.

10 Citons notamment le théoréme de Napoléon (dansiHeque Travaux complémentaires/graphisme et
géomeétriesur le sitepierreaudibert.fr

™ On pourra consulter le chapitre consacré aux isim#s directes dans le plan, dans la rubrique
enseignements/informatique et mathématigues
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A- On veut démontrer que GE = HF et que [GE] esppadiculaire a [HF].

Pour ce faire on se place dans le plan complexgrenant A comme origine (les axes orthogonaux
étant quelconques). On pose 2a affixe du vedd@®yr2b celui deBC, 2c celui deCD, et 2d celui de
DA, le facteur 2 n’étant pris que pour simplifier lealculs.

1) Montrerquea+b+c+d=0.

PuisqueAB + BC + CD + DA =0 grace a la formule de Chasles, on en déduit que
2@+b+c+d=0,oua+b+c+d=0.

2) Déterminer les affixes des centres E, F, G, siaterés en fonction de a, b, ¢, d.

AppelonsK le milieu de AB]. A cause du carré, on &K = KE et I'angle AK, KE) = — /2.
L’égalité vectorielleAE = AK + KE se traduit en complexes par a —ia = (1 —i) a, puisqueKE se
déduit deAK en tournant de /2.

De méme, aveK’ milieu de BC], BF = BK' + K'F, ou encoréAF = AB + BK’ + K'F, ce qui
donne en complexds= 2a + b —ib.

Pour les mémes raisorgg= 2a + 2b + c—ic, eth=2a+ 2b + 2c + d —id.

Le vecteuiGE a pour affixee—g=a—-ia—2a—b-c+ic=a (-1 —-i) - Db +c(-1 +i)

le vecteuHF a pour affixd —h=2a+b—-ib-2a-2b-2-d+id=b (-1 -i) — 2 +d(-1 +i)
b$-1-i)—2—-(@+b+c)(-1 +i)
b$-1-i)—2+(@+b+c)(1-i)
a(1 i) — 2ib + ¢(-1 -i)

Formons (e—g) =a (1 —i) — 2ib + ¢ (-1 —i).
On constate qud —h =i (e —g). Avecf — h affixe deHF ete — g affixe deGE, cela prouve que
HF = GE et GE, HF) = /2.

B- Nous allons reprendre ce probléeme géométriquémen

1) Prenons un triangle quelconque ACD direct aveanilieu de [AC], et accolons lui
extérieurement deux carrés de centre G et H. ljis’de montrer que IG = IH et@G, IH) = /2, ce
qui revient a dire que la rotation de centre | &riyle /2 fait passer de G a H..

Pour cela faire la composée des deux rotations i o Ry, 2 de centres respectifs G et H et
de méme angle/2, et déterminer sa nature, en cherchant notammemilje de A. Puis utiliser le
point H image de H par & ,» pour prouver la propriété.
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Si I'on sait que la composée de deux rotationsuestrotation ayant comme angle la somme des
angles des deux rotations (sous réserve que agttmea ne soit pas nulle, & 2prés), la composée
R, 20 Ry, estun demi-touf?

A D Cparlacomposée des deux rotations. Le demi-witipasser dé& aC. Il a donc pour
centre le milied de [AC].

Toujours par la composée des deux rotatids : H  H’ avecGH = GH et GH, GH’) = /2,
et le triangleHGH' est isocele rectangle. Le demi-tour de cehti@t passer dél aH’, d’ou | est le
milieu de HH’]. La médiane 1] est aussi hauteur, et de longueur moitié parodpp HH']. Donc
IG=1IH et (G, IH) = /2. Ce qui revient a faire une rotation de cehteed’angle /2 pour passer de
GaH.

2) Reprendre le quadrilatére ABCD en le découpamtdeux triangles ACD et ABC, le coté
commun [AC] ayant pour milieu I. Utiliser le résafitprécédent pour prouver que [HF] se déduit de
[GE] par une rotation r de centre | et d’anglé2. Cela permet de retrouver le résultat obtenuAdu

On a vu au 1° que I'on passe @& H par la rotation
r de centrel et d'angle /2. De méme en utilisant
maintenant le triangl&BC, on passe dE aF par cette
méme rotatiom.

AvecG HetE Gparr, on en déduit quUBE =
HG et GE, HF) = /2.

3) Choisissons maintenant de découper le quadrgaselon son autre diagonale [DB], de milieu
J. Montrer que I'on passe de [HF] a [EG] par la @atton r’ de centre J et d’'angle/2.

125j on ne le sait pas, on écrit en complexes it Ry ,:Z — h=i(z—h), de la formeZ = i z + b, puis
Rs 1, de la formez = iz + b'. La composée des deux donzie= — z + b”, ce qui correspond bien & un demi-
tour.
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Pour les mémes raisons que précédemment, |la rotdgio
centrel et d'angle /2 fait passer del aE , et deF aG.

H E
F G dou[MHF] [EG

4) On appelle S le milieu de [GE] et T le milieu[th]. Utiliser les composées Br et ror' des
rotations r et r’ pour montrer que ISJT est un @rr

r' or est un demi-tour, tout comme r’.
Parrror:G H E
E F G

PuisqueG EetE G, le demi-tour’ or a pour centre le milieBde [GE].
rr

Parr’ or onaausdi | [I'"avecSmilieu de [ I']. On en déduitdf. figure que
SJlest un triangle rectangle isocéle.
ror

De mémer or’ est un demi-tour de centie et J J avecT milieu de PJ’], ce qui entraine
queTIJ est un triangle rectangle isocéle.

FinalementSJTlest bien un carré.
Exercice 13. Attelage de chiens de traineau

On se place dans le plan complexe d'origine O,cet e donne un angle a non nul. Puis on se
donne 2n + 1 vecteurs, tous de longueur unité. Phésisément, il s’agit du vecte@A, d'affixe 1,
des n vecteur®A, faisant un angle ka avec I'axe des x (avec k ehte¢ n), ainsi que les n vecteurs
OA'\ faisant un angle —ka avec I'axe Ox. On s’intérest® somme S de ces 2n + 1 vecteurs.

1) Montrer quesS est porté par (Ox). En déduire que le vectSwar une mesure algébrique s (son
abscisse) qui est une somme de cosinus que I'aispra.

Pour chaque valeur deentre 1 e, les vecteur©A, etOA’ sont symétriques par rapport a I'axe
desx, leur somme est portée pax. Le vecteurOA, est aussi porté p@x La sommeS est donc
portée pax.

Le vecteurOA, se projette suOx suivant un vecteur de mesure algébrique kapgout comme
OA', d'ou

s=1+2(coma+cCcosAa+..+cona).

2) Traiter le cas ou n = 2 et a =/6, et déterminer s.
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Icis=1+2(cos/6+cos /3)=1+2/3/2+1/2)=2+/3.

3) On poseA=cosa+ cosa+ ..+ comaetB=sina+sin2a+ ..0+ sima. On forme
sinna/Zei (n+1)a/2

Z =A + iB. Montrer que Z =—
sina/2

et en déduire s. Pour simplifier s, utiliser la

formule : 2 sin x cos y = sin(x + y) + sin(x — g}, verifier que finalement s §|n((?|1(+ /1);) /2)
sin(a

Z=(cosa+ cos2a= .+ cosa ¥ (sia+ sin&+ +. sim
=(cosa+isim )+ (cosda+i sin ¥ .= (com+i sma )
=@ +d? + + & =B+ B+ +"V) =B+ B +(RY.LHETY
grace a la formule sur la somme des termes d'uite géométrique (on est dans le casebu 1
puisquea n’est pas nul).

.y . A
On a utilisé la formule d’'Euler sur le sinus, ssiitx = o
i

cos(h+ 1a /2) sima /z
sina/2

On en déduit qua =
et
cos(h+ La /2) sinfa /2
sin@/ 2)
En utilisant la formule donnée dans I'énoncé, s&larit aussi :

s=1+2

S:1+sin((21+ 1)§/2)+ sinf a /2):1+ sin((2+ 131 12) sird /2
sin(@/2) sin@ /2)
_sin((n+ a/2)
~ sin@/2)

4) En reprenant I'exemple du 2° montrer que cotaiZ) = 2 + J3.

Pourn=2eta= /6, on obtientw)z 2+4/3.
sin(p /112)

Avec sin(5/12) = sin(/2 — /12) = cos(/12), on trouve bien : cotan(2) = 2++/3.

5) Pour n donné, prendre a =/ (n + 1). Combien vaut s ? Ce résultat étaitribyisible ?
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o Sin(@+1p /(n+ 2))_ sing-p /(@ 2))_ st [ (@ 2),
sin / (n+ 2)) sinp /(+ 2))  sing /(2+ 2))

Ce résultat était prévisible. En effet, si 'onw@@aux & + 1 vecteurs de somn&le vecteurOB
d’affixe — 1, on obtient 2 + 2 vecteurs dont les extrémités forment un patggeegulier, et I'on sait
gue dans ce cas, la somme est nulle. B'ell = 0,5=1.

Exemple aven =5eta= /6



