Barycentres, produit scalaire.
Cours et exercices corrigés

A priori, les notions de barycentre et de prodgdlaire sont complétement indépendantes
I'une de l'autre. Mais leur utilisation en commua rous donner un certain nombre de propriétés
intéressantes. Nous commencons par les barycebimdsarycentre est tout simplement un point
d’équilibre. Il est étroitement associé a la notae centre de gravité, ou de centre d’inertie
comme on le nomme en physique. Mais comment |@idéfi

1. Les deux définitions d’'un barycentre

Premiere définition

Le barycentre G de n points Ay, A,, ..., A, affectés des coefficients respectits, a,, ..., a,
(des nombres positifs ou négatifs) dont la sommetedifférente de 0, est le point qui
vérifie I'équation vectorielle : a GA; + @, GA, + ... +a,GA, =0.!

A ce stade rien ne nous dit que cette définitidrvakde. On ne sait pas du tout pourquoi ce
pont G est unique. L'équation vectorielle ne permet padedconstruire. Il pourrait tres bien ne
pas exister de poinG. Il pourrait aussi en exister plusieurs. Mais adtrisons un poinO
quelcongue, et transformons I'’équation grace aradle de Chasles :

a GA; +a,GA, + ... +a,GA,=0

a (GO + OA)) +a (GO +0OAy) + ... +a,(GO + OA,) =0

(g +ax+ ... +a,) GO +a; OA; +a, OA, + ... +a,0A, =0

(a1+a2+ +an) OG=a, OA; +a,0A, + ... +a,0A,

Et comme la somma, + a, + ... + &, des coefficients est supposée différente de O :

0G = 8 OA +a,0A, +...+ g, OA,

atat..t+3a,

On vient d’obtenir un poin® unique, que cette formule permet aussi de consfrl’od une

autre définition.

Deuxieéme définition

Le barycentre G de n points Ay, A,, ..., A, affectés des coefficients respectits, a,, ..., a,
dont
la somme est différente de 0, est le point tel que

0G = 8, OA +a,0A, +...+ g, OA,

ou O est un point « origine » quelconge.
a+a,+.+a,

! Les vecteurs, comn®A, ou le vecteur nud, sont notés en gras dans le texte.

2 Remarquons que si la somme des coefficients dkt, e barycentre n'existe pas. Le barycentre
n'existe que si la somme des coefficients (ausgeks poids ou masses) est non nulle. Méme sireete
de « poids » n'est pas vraiment adapté pour déslgaeoefficients, nous parlerons de points poggién
les écrivant sous forme de couplés &).

% Mais on doit se demander si, en prenant un @imutre queO, on retrouve bien le méme poiBt
Supposons qu’a partir du poi@dt on obtienne un poin®’. Celui-ci est tel que :



De ces deux définitions, la deuxiéme est bien e@il, car elle permet de choisir le pdnia
ou on le désire. C'est cette définition que l'oitisg dans 90% des cas. Dans un repére Qy)
du plan elle donne les coordonnées du barycertite, s

A Xy t AKX ot g%
yta,t..t+a,
_ YA T YA Tt G Y
¢ atat..ta
ou en complexes,
CYR/NRC A L S WA
ayta,t..t+a,

XG:

ZG:

D’autre part, avec le poirD, qui évoque un point origine que I'on se fixenrieempéche
gu’on puisse lui donner un autre nom si I'on veAppelons-leM, ce qui évoque un point qui
bouge. La deuxieme définition s’écrit alors :

a MA +a,MA,+...+ g MA = (a+ a+..+ g MG

Cette formule joue un nouveau réle : elle permettrdasformer une somme de plusieurs
vecteurs en un seul vecteur.

Pour le moment, rien n'indique le lien entre bantoe et point d'équilibre. Celui-ci va
apparaitre en étudiant le cas le plus simple, allssdeux points interviennent. On pourra
constater que la définition mathématique du baryeen'est rien d’autre que le théoréeme des
moments en physique.

2. Barycentre de deux points

Cherchons le barycentre des deux points pondéréd €t B, b) aveca + b # 0. Avec O pris
comme point origine quelconque, cela s’é& = (a OA +b OB) / (a + b). Prenon® enA. La

formule devient AGz%bAB. Le point G est sur la droite AB) suivant une certaine
a

proportion.
Exemple 1 Construction du barycentre d8, 2), B, 3)
Avec AG = (3/5)AB, le pointG est aux 3/5 du segmemtB] a partir deA. Cela correspond au

point d’équilibre entre deux masses de 2 et 3 ehB, correspondant & la position du pivot d’'une
balance en équilibre, comme sur la figure ci-dessou

o = A0A +8,0A,+..+ 3,04,
a+a+..+g

A partir du pointO on avait trouvé le poir® tel que :

0G=20A*+30A+...+ 8 OA |ntercalong’ :

ata,t..+a,

a (00'+0'A)) + a, (00" +O'A,) +...+ g, (00" + O'A,))
ytap+..tg

+ aO0'A +a,0'A,+...+ §,0'A

a+a,t..+a
FinalemenG’' = G.

OG=

=00’ "=00'+0'G'=0G'
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Dans le cas général, avec deux coefficiangsb de méme signe, le poi® est entreA etB.
Dans le cas oa etb sont des nombres entiers naturels, il suffit désdr le segmentiB] ena +
b parts, et le poinG est a une distance teparts a partir dé.

Exemple 2 : Construction du barycentre de (A, B)~1)
Gréace a la formule précédente, on troA = —AB, A est le milieu deGH].

En placant un pivot ef® sous une tige rigid&B, on retrouve le principe du levier. Il suffit
d’'une force unité eB pour soulever un poids double situéfArcomme indiqué sur la figure ci-

dessous.

Ensemble des barycentres de deux points

Commencons par montrer cette équivalence :

| AM =k AB équivaut & M barycentre deX, 1 k), (B, k) |

En effetAM =k AB s’écrit aussi bielAM =k (AM + MB), soit (1 —-k) MA + kK MB =0, ce
qui signifie queM est le barycentre d&\(1 —k), (B, k) d’'aprés la définition du barycentre (la
premiére).

Lorsque le nombr& décrit 'ensemble des nombres rédlsdécrit la droite AB) et commeM
est toujours un certain barycentre, et qu'il n'gas de barycentre ailleurs que sur la drokB)(
les barycentres d& etB décrivent la droiteAB) ou encore :

| L’ensemble des barycentres de deux pahes$B est la droite AB) |

3. Les deux propriétés des barycentres

1) Le barycentre ne change pas si I'on multipligsttes coefficients par un méme nombre non
nul.

2) Théoreme du barycentre partiel : Pour obterliralgycentres den points pondérés, on pelt
remplacer une partie de ces points par leur batyegn puis en affectant a ce barycentre
partiel la somme des coefficients des points cpoedants, le poinG est le barycentre de ¢e
pointg ainsi pondéré et des points pondérés restants.




Ce dernier théoreme est fondamental, car il pedeetegrouper des paquets de points, et en
répétant I'opération, de finir par n'avoir a chesclgue le barycentre de deux points, ce qui est le
cas le plus simple. Le cours sur les barycentrielinesPassons aux exercices.

4. Exercices sur les barycentres

Exercice 1 : Isobarycentre de trois points et centte gravité d’un triangle

Lorsque les points ont tous les méme poids, pangbel ou n'importe quel nombre non nul,
le barycentre de ces points est appelé isobaryeentr

1) Déterminer I'isobarycentre G de trois pointsBy,C sommets d’un triangle.
A

Commencons par prendre le barycentre Blelj, C, 1). Il

s’agit du milieul de BC]. Gréace a la regle du barycentre partiel,

le pointG est aussi le barycentre Haffecté du coefficient 2 et

G de C, 1). Il est tel queDG = (20l + OC) / 3 avecO point
origine quelconque. En placadtenA, cela faitAG = (2/3)Al.
. > c 'I&e pointG est situé aux deux-tiers de la médiafg & partir de

2) En déduire que les trois médianes sont concdasaen G, appelé centre de gravité du
triangle.

Ce que I'on a fait avec le milidude BC], on peut aussi le faire avec le milid¢de [CA] ou le
milieu K de [AB]. Le point G est aussi aux deux-tiers des médiaikh gt [CK] a partir des
sommetsB etC. Les trois médianes sont concourante&en

3) Considérons maintenant le triangle ABC vu cornme surface triangulaire découpée dans
un matériau homogene, avec une densité constanteuerpoint. Ici les points qui forment le
triangle sont des micro-surfaces de dimension ité&male ayant toutes le méme poids lui aussi
infinitésimal. 1l s’agit de démontrer que le poidiequilibre de cette plague triangulaire —son
centre de gravité ou l'isobarycentre de ses poieistie méme point G que précédemment

a) Question préliminaire : Dans le triangle ABC avsa médiane [Al], montrer que tout
segment [B'C’] paralléle & (BC) avec B’ sur [AB] &’ sur [AC], a son milieu I’ sur cette
médiane.

Appelons!’ le point d’intersection deAl] et [B'C]. Il s’agit de
montrer que c’est le milieu. Dans le triangiBl, le théoreme de Thalés
élargi permet d’écrire Al' / Al = B'I’ / Bl, et de méme dans le triangle
AlC:

Al'/Al=1'C/IC,douBIl'/BI=I"C/IC et commeBIl =IC, on a

aussiB'lI'=1" C'.

b) Découper le triangle ABC en tranches tres fihesizontales (paralléles a (BC)) et de
méme épaisseur. Déterminer ou se trouve I'isobartyeal’une tranche quelconque.

Une tranche tres fine peut étre assimilée a uramgte lui aussi treés
fin. L'isobarycentre d’'une telle tranche, trées pgrecd’'un segment, est
situé en son centre, quasiment confondu avec leundu segment.




c) En déduire que le centre de gravité G de la péagst le point de concours des trois
médianes du triangle.

Les « points » du triangle étant regroupés parctres, la régle de lisobarycentre partiel,
appliguée a chaque tranche, permet d'affirmer gupointG est le barycentre des centres des
tranches rectangulaires, affectés des coefficiguitsont les poids de chaque plaque. Comme tous
les centres sont sur la médiard] [grace awn), leur barycentre est aussi sM][ Ce que I'on a
fait avec la médianeA]] peut étre refait avec les deux autres médiards,mintG est aussi sur
elles. Il est donc leur point de concours.

Finalement le point d’équilibre de trois poids égaittués aux sommets B, C d'un triangle
est aussi celui de la surface triangulaire homogdie

Exercice 2 : Barycentre de trois points et aires

Soit un triangle ABC et G le barycentre du syst&@®eooints pondérés (&), (B,S), (C.))
aveca, [ et ytous troisstrictement positifs

1) Montrer que G est intérieur (strictement) au trggen ABC. On pourra pour cela utiliser le

barycentre P des deux points pondéré® BC,y) en précisant de quelles droites il est le point
d’intersection.

Avec a et B positifs, le barycentrd est situé sur le segmerB([. Grace a la regle du
barycentre partiel, le poire est aussi le barycentre de, ¢ + ) et A, o). Comme ces deux
points ont des coefficients positifs, est situé sur le segmetH], il est a l'intérieur du triangle
ABCtout commeAP].

2) Montrer que@ :%, puis que P est aussi le barycentre de B et Ctéfedes coefficients
PC

respectifs Aire(PAC) et Aire(PBC), ou Aire(...) dé& l'aire du triangle mis entre les
parenthéses.

Par définition du barycentiie, on ag PB +y PC =0, oup BP =y PC. Commef ety sont
positifs, cela s’écrit en longueurg BP =y PC, soitPB/PC =y /. Comme les coefficients d'un
barycentre sont a un facteur pres, etlgBeet PC sont proportionnels getf, on peut dire qué
est le barycentre d&(PC) et (C, PB).

Les deux triangle®AB et PAC ont la méme hauteur de longuduiissue deA. Les aires
Aire(PAB) = (1/2)h PBet AirePAC) = (1/2)h PCsont proportionnelles@B etPC, on a aussP
barycentre deR, Aire(PAQ)) et (C, Aire(PAB)).

3) En s’aidant des hauteurs issues I'une de B danB,RAl'autre de C dans PAC, montrer
quep et ysont aussi respectivement proportionnels aux alesstriangles GAC et GAB.

AppelonsPb la hauteur issue de dans le triangléAPC et Gb’
celle issue d& dansGAC. Grace au théoreme de Thalés élargi, on a
Gb’ / Pb=AG / AR, soitGb’ = k Pben posank = AG / AR Comme
les trianglePAC et GAC ont la méme basi&C, on a AireGAC) =k
Aire(PAC). En faisant de méme daR#\B, on a aussi Air€AB) = k
Aire(PAB). Les aires d&SAC et GAB étant proportionnelles a celles
de PAC et PAB, G est aussi le barycentre dg, Aire(GAQ) et C,
Aire(GAB)). Ce qui signifie quef et y sont proportionnels a

Aire(GAQ)) et Aire(GAB).



4) En déduire que les coefficients S et y sont respectivement proportionnels aux aires des
triangles GBC, GCA et GAB.

A

Ce que l'on a fait a partir du poift sur BC[, on peut le
refaire avec un poir® sur ICA. Tout commegS et J;, y eta sont
proportionnels a Air€gsAB)) et Aire(GBC). Avec y en commun
dans les deux cas, le rapport de proportionnattélees méme,
ainsi a, [ et y sont proportionnels aux aires des triandgB3C,

c GCAetGAB.

5) Que se passe-t-il dans le cas particulier oussGe centre de gravité de ABC ?

Le centre de gravité d&BC est aussi l'isobarycentre d¢ B, C. Comme les coefficients des
trois points sont égaux, les aires@&B, GBC et GCAsont égales.

Exercice 2’ : Centre du cercle inscrit, centre dercle circonscrit, orthocentre d'un
triangle, vus comme des barycentres

Cet exercice est une suite de I'exercice 2, damilike les résultats.

1) On pose a = BC, b = CA, ¢ = AB. Montrer que letterdu cercle inscrit dans le triangle
ABC est le barycentre de (A, a), (B, b), (C, c).réwpelle que le centre du cercle inscrit dans un
triangle est le point d’'intersection des bisse@sdu triangle, c’est-a-dire qu'il est équidistant
des trois c6tés du triangle.

AppelonsW le centre du cercle inscrit, et menons a partir
de lui les trois perpendiculaires aux cotés. QA = WB
=WC (voir dessif, et ce sont les trois hauteurs des triangles
WBC WCA WAB Etant égales, les aires de ces triangles
sont proportionnelles aux cbtés b et c. On a vu dans
'exercice précédent qu'il s’agit des coefficientdu
barycentre W. Ainsi le centre du cercle inscrit est le
barycentre deA, a), (B, b, (C, ¢).

2) Montrer que le centre O du cercle circonscriti triangle ABC dont les trois angles sont
aigu$ est le barycentre de (A, sin 2A), (B, sin 2B),4i8,2C). On rappelle cette formule donnant
I'aire d’un triangle de cbtés a, b, ¢ : Aire = (/B c sin A.

Toujours grace adxercice2, le pointO est le barycentre
de @, aire©BQ), (B, aire(©CA), (C, aire©AB)). L'aire de
OBCest égale a (1/2)B OC sinBOC) avecOB = OC comme
rayonR du cercle circonscrit. Pour le cercle circonstangle
BOC est un angle au centre, dont on sait qu'’il estoigble de
I'angle inscrit correspondant, ici 'angke. Ainsi sinB0OQ) =
sin 2A. En faisant de méme pour les deux autres trianiges
trois aires ont un facteur commun (1/®. Elles sont
proportionnelles a sinfd, sin(B), sin(X). O est bien le
barycentre deA, sin 24), (B, sin B), (C, sin ZX).

4 Avec les angles aigus, le poift est & l'intérieur du triangl&BC, ce qui permet d'appliquer les
résultats de Exercice 2 Mais méme si le trianglABC a un angle obtus, la formule donnant le centre du
cercle circonscrit reste valable, nous ne le déreouits pas ici.



3) Montrer que l'orthocentre H d'un triangle ABC ayt ses trois angles aigus est le
barycentre de (A, tan A), (B, tan B), (C, tan Ch @ppelle que I'orthocentre est le point de
concours des trois hauteurs du triangle.

A Considérons la hauteuAf\]. Le point A’ est le barycentre de
(B, A'C), (C, A’'B), comme on I'a vu dansdkercice2 - question 1
Dans le triangle rectanglsBA, on a tanB = AA'/ A'B, et dans le
triangleACAtanC=AA/ A'C.

Ainsi tan B / tan C = AC / A'B: tan B et tan C sont
B4 c proportionnels &' C et A'B. Le pointA’ est aussi le barycentre de
(B, tanB), (C, tanC). Prenons le poirttl’ barycentre deA, tanA),
(B, tanB), (C, tanC). Grace a la régle du barycentre partiel Aicice pointH’ se trouve sur la
hauteur PA]. A son tour, en prenant la hautelBH], B’ est le barycentre deA( tan A), (C,
tanC), et par la regle du barycentre partiel, le pslhse trouve aussi sur cette hauteur. Le point
H’ est I'orthocentre du trianglé)’ = H.

Exercice 3 : Isobarycentre d’un triangle fil de fer

Soit ABC un triangle dont les trois c6tés sont #snae tiges treés fines de fil métallique
homogene dont la masse volumique - ou plutot lirédans le cas présent- est K (ainsi une tige
métalliqgue de longueur L a une masse égalexl K

1) Déterminer le centre d'inerti® d’un tel triangle. Pour cela, on utilisera le fajue la régle
des barycentres partiels fonctionne méme pour ofigité de points pesants, ce qui permet de
remplacer chaque coté -chaque tige- par son batyeaffecté de sa masse. On utilisera aussi le
fait que le centre du cercle inscrit ABC d’un trig@ dont les c6tés ont pour longueurs a, b et ¢
est le barycentre de (A, a), (B, b), (C, c) (ckreice 2').

La tige BC] a pour centre d’inertie son milidl et son poids ed€ a. Il en est de méme avec les
deux autres tiges dont les milieux s&gtF. Grace a la régle du barycentre partiel, le pQiest
le barycentre del), K a), (E, K b), (F, K ¢) ou encore defj, a), (E, b), (F, ¢).

A On est censé savoir que le triangle des miliB&F a ses
cbtés paralléles a ceux @BC avec une longueur moitié, soit
EF=a/2,FD =b/ 2 etDE =c/ 2. Comme un barycentre a ses
F E coefficients & un facteur prés, le pdintest aussi le barycentre
de O©,a/ 2, (E b/32, (F c/2. Il sagit donc du centre du
cercle inscrit du triangIBEF.

B ) C

2) Montrer que ce poin® est distinct (sauf cas exceptionnel) du centregderité G du
triangle ABC.

Rappelons que I'on passe du triangRC au triangleDEF par I’homothétie de centi® et de
rapport —1/2. Comme I'homothétie conserve les aryes,G est aussi le centre de gravité du
triangle DEF, il n'est donc pas confondu avec le centre dulednscrit, sauf cas exceptionnel
(ABCéquilatéral).

Exercice 4 : Construction du barycentre de 3 points
Considérons un vrai triangle ABC (points non cowfigs et triangle non aplati) et donnons

aux points A, B, C les coefficients a, b, ¢ avecta+ ¢ = 1. On appelle G le barycentre de (A,
a), (B, b), (C, c). En faisant varier a, b, c, dotient tous les barycentres G possibles de A, B, C



puisque les coefficients sont tous a un facteurmgrpres, ce qui permet de prendrea+b +c =
1 sans perte de généralité.

1) On suppose ici que a +0. Dans ces conditions le barycentre m de (A(B)b) existe.
En appelant M la projection de G sur (BC) parallaent a (AB), montrer qugM = ¢ BC.

Grace a la régle du barycentre pari2kst aussi le barycentre de
(m,a+b), (C, ¢) ou encorerq, 1 —c), (C, ¢). Cela signifie que :
mG = ¢ mC comme on I'a vu en cours. Lors de la projection sur
(BC) cette relation vectorielle est conservée, et #an
C BM =cBC.

>

B M

2) On suppose en plus que a # 6. En appelant N la projection de G sur (BC) pli@ment
a (AC), montrer quélC = b BC.

Appelonsn le barycentre deX( a), (C, c) qui existe puisqua + ¢
# 0. Gréace a la régle du barycentre partilest aussi le barycentre
de h,a+c), (B, b), ou f, 1-b), (B, b), ce qui signifie queaG =b
nB. Par projection surBC), cela devient CN =b CB ouNC =b
BC.

=
Z, =
@]

3) En déduire qu'avea + b# 0 et a + ¢ 0 on aBM = ¢ BC, MN =a BC, NC =b BC. Cela
donne un moyen de construire le barycentre. Comstpar exemple le barycentre de (A, 3), (B,
2), (C, 1) puis celui de (A, 2), (B, - 1), (C, 3)

On sait déja quBM = ¢ BC et NC =b BC. On en déduit qu¥iIN =MB + BC+ CN=-c¢
BC+BC-bBC=(1-b-c)BC=aBC.

Le barycentres de A, 3), B, 2), C, 1) est aussi celui dé&\(3/6),
(B, 2/6), C, 1/6) ou la somme des coefficients vaut 1. En dgant
le segmentBC] en six parts, on place le poikt a une unité a partir
deB puisN & deux unités d€. En menant a partir de ces deux points
les paralleles aux deux cotésB) et (AC) on trouve un point qui n’est
autre ques grace a ce qui précede.

Le barycentres de @A, -1), B, 2), (C, 3) est aussi celui d&\(—
1/4), @, 2/4), C, 3/4). En découpant le segmeB(] en quatre
parts, on place le poif a 3 unités a partir dB puis N a deux
unités deC. En menant a partir de ces deux points les pésalEux
N_M N deux cotésAB) et (AC) on trouve un point qui n'est autre qGe

' \/G grace a ce qui précede.

>

os]

4) Traiter maintenant le cas exceptionnel ou a +0 et a + ¢ = 0, et vérifier que la
construction de G est la méme que précédemment.

Les conditions imposent que= -1,b = 1 etc = 1. Le barycentre de
(B, 1), C, 1) est le miliewg de BC]. Grace a la régle du barycentre partiel,
G est le barycentre dg,(2), (A, —1), ce qui signifie qu&G = 20g — OA
avecO point origine quelconque. En prenddten A, AG = 2 Ag, ainsi
ABGCest un parallélogramme, ses diagonales se coupaleue milieu.
En appelantM et N les projetés deG tels quils ont été définis
précédemment, on trouve qi# est enC et N en B, et I'on a encore

Wz
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BM =1BC =cBC,NC =1BC =b BC (et par suitdVN = -BC =aBC).

5) Traiter enfin le cas ot a + b = 0 et a +#0, et vérifier que la construction de G est la
méme que précédemment.

On a dans le cas présemt= 1, etb = -a aveca
différent de —1. On peut prendre le barycentde @, a),
(C, 1) etG est tel quenG = b nB = —a nB, puis par
A projection comme précédemmet = -a BC.

Le barycentre deA a), (B, —a), (C, 1) est aussi tel
gqgue aGA-aGB+GC=0,a(GA-GB)+GC=0,a
B CM N BA +GC =0, GC = a AB, (GC) est paralléle 3AB) et

le projetéM est erC. AvecBM = 1BC =¢ BC, etNC =
—aBC, la construction d& est toujours la méme.

6) Prendre un point G quelconque du plan, et morgteil s’agit d'un barycentre de A, B, C,
en précisant ses coefficients.
X A partir de G on méne les paralleles &B) et AC) qui
coupent BC) enM etN. En prenang, b etc tels queBM =c
BC, NC =bBC etMN =aBC, G est le barycentre associé a ces
coefficients.

A

B M C N Finalement I'ensemble des barycentres de troistp@st le
' a plan engendré par ces trois points.

Exercice 5 : Empilage de briques en porte-a-faux

On dispose de briques identiques rectangulaireslodgueur égale a 2 pour simplifier les
calculs, et de hauteur quelconque. Il s’agit dedeser les unes sur les autres, sans les coller, en
les mettant en porte-a-faux de facon a obtenirumplsmb le plus grand possible. Par surplomb
on entend la distance horizontale séparant la beid@ plus haute et la brique la plus basse.
Remarquons que dans ce probléme seules les disthiocizontales interviennent, les hauteurs
verticales n'ont pas d’influence sur I'équilibre.

1) Traiter le cas de deux briques en limite d’éitpnd.

Pour que la brique Ovg@ir figure) ne bascule pas, il
convient que son centre d’inertie -le centre duamgle- soit
‘ | ° |brique1 au-dessus de la base de la brique 1 qui est enused®lle,
m soit d; > 1 puisque chaque brique a pour longueur 2. A la
limite (équilibre instable), on &, = 1, ce qui correspond au
surplomb maximal. Remarquons que dans ce probleemess les distances horizontales
interviennent, les hauteurs verticales n'ont pasfldence sur I'équilibre.

. brique 0

2) Traiter le cas de trois briques en limite d’ddre.

Gardons la configuration des deux briques précédeet rajoutons une troisieme brique au-
. dessus. Pour respecter I'équilibre, le mieux qoe puisse faire est

de la mettre exactement au-dessus de la brique 8uiplomb ne

change pas, et il en serait de méme en ajoutambualeelles briques

* au-dessus. Ce n’est pas ainsi qu'’il faut agir.

-




10

Nous allons mettre la brique 2 au-dessous de ¢tuéri.

: brique 0 Pour qu'il n'y a ait pas basculement du bloc deguas 0 et

| * |bﬁq“el 1 par rapport a la brique 2, il convient que learyoentre
%j . |brique2 soit au-dessus de la brique 2, c'est-a-dire a usmrnte
d horizontale au moins égaleda Le barycentre de la brique 0

est a la distancd, + 1 avead, = 0, celui de la brique 1 est a
la distanced; + 1. Le barycentre des deux briques de méme @sida la distancel{+ 1 +d; +
1) / 2, par définition du barycentre et de la piétgrdes barycentres partiels. On est a la limete d
I'équilibre lorsque :

d2=(d0+1+d1+1)/2.

3) Traiter le cas d’'un nombre quelconque de briquesfacon a obtenir le surplomb maximal
en limite d’équilibre. On prendra N + 1 briques nératées de 0 a N, avecdgsignant I'écart de
la brique i par rapport a la brique 0, et 'on moata que ¢d=d; + 1 /i a partir de d = 0. En
déduire d.

Supposons que I'on ait placé ledriques de 0 & — 1 en limite d’équilibre, et ajoutons en-
dessous la briguea la distancel. Pour qu'il n'y a ait pas basculement du blocklbsques au-
dessus de la brigue le barycentre de ce bloc doit étre a une distancenoins égale d. Grace
a la regle du barycentre partiel, ce barycentr@ ésdistance horizontale :

(do+1+d;+1+dy+1+...+de1+1)/k

La limite d’équilibre est obtenue lorsqde= (dg+ 1 +d; + 1 +d, + 1 + ...+dc1 + 1) /k.

kd<=d0+d1+d2+ ...+dk_1+k

On a aussi au rang précédknt1 :

(k— l)dk_1:d0+d1+d2+ ...+dk_2+k— 1
Par soustraction, il reste :
kKdk—K—1)de1=de1+1
kd-kda=1

o—de1=1/k, de=des+1/k

Appliquons cette formule de= 1 jusqu'ak=N:
di=dy+1 (ave(ﬂo: 0)
d2= d1 +1/2

dN = dN_]_ +1/N
Par addition membre a membre, seul subsiste :
dyv=1+1/2+1/3+..+ 1IN

4) Les nombres Hde la forme H=1 + 1/2 + 1/3 + ... + 1/n sont appelés nombres
harmoniques.

a) Montrer que Htend vers l'infini pour n infini. Pour cela, reguper les termes qui forment
H, par groupes successifs de 1, 2, 4, 8, 16 terntes, & montrer que chaque groupe est
supérieur a 1/2. En déduire que le surplomb linoikenu par I'empilage des briques peut étre
rendu aussi grand que I'on veut.

H,=1+ 1/2+1/3+ 1/4+1/5+1/6+1/# 1/8+1/9+1/10+1/11+1/12+1/13+1/14+143/16+ ...

Le premier groupe 1 est supérieur a 1/2, le deuxigraupe 1/2+1/3 chacun de ses 4 termes
supérieur a 1/4 , il est supérieur a 1/2, le téors@ groupe a chacun de ses 8 termes supérieur a
1/16, il est supérieur a 1/2, et ainsi de suitear@un tend vers l'infini, le nombre de groupes de
termes augmente indéfiniment, et comme chacun wstrigur a 1/2, leur somme tend vers
Pinfini.
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Revenons a I'empilage des briquesrsqueN tend vers I'infini, le surplomb limitely = Hy
tend vers linfini.

b) Faire le programme qui visualise I'empilage dasques. Traiter les exemples de 12
briques, puis de 1000 brigues. Qu'observe-t-on ?

* se donner le nombre N, la hauteur d’'une brigbeidpue, déclarer d[] sur N+1 cases */
d[0]=0; h=0.;
rectangle(xorig,yorig,xorig+ zoom*2.,yorig-zoonttique,black)7* dessin de la brique 0 */

for(i=1;i<=N;i++)
{ d[i]=d[i-1]+1./(float)i; h-=hbrique;
rectangle(xorig+zoom*d[i],yorig-zoom*h,xgr zoom*(d[i]+2.),yorig-zoom*(h+hbrique),black);

}

Cas de 12 briques en limite d’équilibre Cas de 1000 brigues

Si I'exemple des 12 briques est intéressant, caéfid 1000 briques est particulierement
décevant, car le surplomb reste particulieremeittifaet I'on est loin de ce que la théorie
pourrait faire croire.

¢) En s’aidant de la définition du logarithme néipéret de considérations d’aires, montrer
que Inn<H<1+Inn. Conclure quant a la croissance de d

On sait que Irx est la primitive de ¥/qui s’annule en 1 (avec> 0). Pourx> 1, Inx> 0, et il
s'agit de I'aire délimitée par la courpe= 1K et I'axe dex entre 1 ek.
y=1x
Ainsi In n est l'aire dessinéen gris sur la figure
Cette surface contient celles de rectangles de base
de hauteur 1/2, 1/3, etc., soit :

I — 1/2+1/3+...+M<Inn,ouH,<1+Inn.
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y=1/ En prenant les rectangles supérieurs on a aussi :
1+1/2+1/3+...+1(-1)>Inn,
et a fortiori
H,>Inn.
1 2 3 n

L'encadrement déd, indiqgue que sa croissance est
du méme type que celle, désespérément lente, duittuge. Cela explique que le surplomp
obtenu poulN = 1000 reste faible.

Exercice 6 : Jeu de barycentres

Regle pratique : Un point A de poids a peut éemplacé par deux points pondérés,(f, a
(A, &) avec a + a, = a. L’exercice suivant invite a utiliser cettegte.

Prendre un triangle ABC. Soit | le point aux 5/8[B€] a partir de B, K le point aux 3/5 de
[AB] a partir de A, et J le milieu de [CK]. Consira le barycentre G de (A, 12), (B, 3), (C, 5), et
montrer que A, G, J, | sont alignés, avec G auemide [AJ] et J aux 4/5 de [Al] a partir de A.

De par sa positiorK est le barycentre dé&\(2), B, 3). Prenons maintenant le barycentre de
(A 2), B, 3), (C,5), en profitant du fait que 2 + 3 = 5. Grace a8gle du barycentre partiel, c’est
aussi le barycentre d&,(5), C, 5), c’est-a-dire le milieu deCK] qui n’est autre qué.

Venons-en au barycent qui est aussi le barycentre des 4 poidislQ), @, 2), B, 3), C,
3). Le regroupement des trois derniers points donhéavec une somme de poids égale a 10), le
pointG est le barycentre dé(10), (, 10), c’est-a-dire le milieu dé\]]], soitAG = (1/2)AJ.

A son tour, par sa définitiod,est le barycentre d8,3), (C, 5). Toujours grace a la regle du
barycentre partielic est le barycentre d&\(12), @, 8). Il est donc situé aux 2/5 da&J a partir
deA, soitAG = (2/5)Al.

Avec AG = (1/2) AJ et AG = (2/5) Al, les pointsA, G, J, | sont alignés, et I'on vérifie
aisément quéJ = (4/5)Al.

Exercice 7 : Mouvement d’'un barycentre dans un cube
H G

On considéere un cube ABCDEFGH de base ABCD
E horizontale et de c6té unité (voir figure). Un polvh décrit
[EB] avecEM =1t EB, le parametre t variant de 0 a 1 (si t
N P est le temps, M décrit [EB] a vitesse constante)ni®me un
point N décrit [[GD] avedGN =t GD. Enfin un point P est
pris sur [MN] avecMP =t MN.

A 1) Montrer que M est le barycentre de (E, 1 —B),tj, et
B faire de méme pour N ainsi que pour P.

On sait queEM =t EB signifie queM est le barycentre d&(1—t), (B, t). De mémeGN =
t GD signifie queN est le barycentre dé&(1-t), (D, t), etP est le barycentre ddi( 1 —t), (N,
t).

2) En s’aidant du 1°, montrer que P est un certadinycentre des points E, B, G, D avec des
coefficients que I'on précisera.

Lorsque I'on prend/l comme barycentre d&(1—t), (B, t), la somme des coefficients vaut 1,
alors queM pése 1 -t lorsque I'on prendP. Alors multiplions par 1 +, et M est aussi le
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barycentre deH, (1-1)% (B, (1 —t) t) avec une somme des coefficients égale & De méme\
est le barycentre d&( 1-1), (D, t) et aussi, en multipliant parde G, t (1-1)), (D, t) avec une
somme des coefficients égaletd En regroupanE etB ainsi queG et D, la régle du barycentre
partiel nous donns! comme barycentre d&,((1-1)% (B, (1 -t) 1), (G, t (1-1)), (D, t9).

3) Montrer que la trajectoire de M, qui part de Byp arriver en D, passe par O centre du
cube.

Pourt = 1/2, le poinM est au centre de la face carAFE etN au centre de la face opposée
CGHD. Le pointP est alors au milieu d&/qN] qui est bien le centr® du cubé’

4) En prenant le repére orthonormé @8, AD, AE), déterminer les coordonnées x, y, z de P
en fonction de t.

Par définition dd® comme barycentre d& B, G, D, en prenant comme origiie on a
AP = (1 -t)?AE + (1 -t) t AB +1t (1 —t) AG +t? AD, la somme des quatre coefficients valant
1. On en déduit que :

x=(1-t)t+t(l-t)= 2 — 22
y=t(l-t)+t> =t
z=(1-t? +t(l-t)=1-t

On vient d’obtenir les équations paramétriquesadmlrbe décrite p& quandt va de 0 a 1.
5) Montrer que la trajectoire de P est dans un pige I'on précisera.

On constate qug + z = 1. Dans le playOz correspondant a la fad&&DHE, y + z= 1 est la
droite ED). Dans l'espace 3D, commeest ici quelconquey + z = 1 est I'équation du plan
EDCF.

6) Montrer que la projection de la trajectoire de dar un plan horizontal est un arc de
parabole dont le sommet est O’ projection du ceftr@u cube.

Il s’agit de trouver une relation entreety. En éliminantt, on obtientx = 2y — 27 Dans le
plan de base, le poi®@ a pour coordonnées (1/2, 1/2). Faisons un chargeme repére par
translation ave@ allant enO’. Pour un point de coordonnéesy) dans le repére initial eX(Y)
dans le nouveau repére, la formule de passage=e$t+ 1/2,y = Y + 1/2. L’équatiork = 2y — 2
devient :

b C X+ 12=2y+ 12) — 2 + 12}, soitX = — 2Y2. Il sagit de
I'équation d’'une parabole de cent@® et d’axe paralléle aAB).
Comme la trajectoire dP est dans un plan et qu'elle se projette
O suivant une parabole, elle aussi est parabolique.
A B

® Au sens strict, on ne peut faire cela queest différent de 0 et de 1. Mais le résultat obteaurM
comme barycentre des quatre points reste valabie=d)) puisqueP est erk, ainsi que pout = 1 avedM
enD.

® Si I'on ne veut pas considérer cela comme uneeédid géométrique, on peut pren@ecomme
isobarycentre des 8 sommets du cube, puis en negmbles pointABFE et les pointEGHD, le pointO
est aussi le barycentre des deux centres desdaeegles coefficients tous deux égaux a 4, Gamilieu.
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Exercice 8 : Courbe de Bézier dans le plan

Considérons n + 1 pointsAdistincts) dans un plan, avec k de 0 a n. A chateices points
A, est affecté le coefficientG* (1 — tf ou t est un nombre réel compris entre 0 et 1. iésts
ainsi pondérés ont pour barycentre G. Pour chagalkewr de t est obtenu un barycentre G.
Lorsque t décrit [0 1], les barycentres G décrivane courbe appelée courbe de Bézier desn + 1
points.

1) Montrer que la somme des poids vaut toujou@dnner I'expression du vecte@G avec
O point origine quelconque. Ecrire I'affixe compex de G par rapport aux affixes des points
A

Les G sont les coefficients binomiaux (ou nombre de doaibons dé objets pris parm).
Gréace a la formule du binbme, on a comme sommeaiés :

ClA-)"+Clt@-)""+CAP (1 -+ ..+ G"t"= (1 -t) +)"=1

Par définition du barycent® avec comme paramétre

0G=C (1 -1)"0Ax+ Gt (1 -t)"" OA; + G2 (1 )2 OA, + ...+ G"t" OA,
ou en complexes :

=G (1-ta+Clt(1-)"a+C2t? (1 -t)"?a + ..+ G"t"a, ce qui constitue
I'équation paramétrique de la courbe de Bézierdde@aramétreentre 0 et 1).

2) Montrer que la courbe de Bézier démarre graYec comme tangente,f4) et finit en A
avec comme tangente (AA,). Que se passe-t-il si 'on change le paramétentt’ =1 —t?
Précisons que chaque poids devient prépondéraatuade role lorsque t augmente. C'est pour
cela que la courbe de Bézier, allant dgalA,, passe a proximité des pointg A, ..., comme Si
ceux-ci jouaient le rle d’aimants.

Pourt = 0, seul le poids d&, n’est pas nul, le barycent@&est enA,. De méme pour= 1 ou
G est emA,.

Pour avoir les tangentes, prenons la dérivé@@epar rapport &:
dOG/dt = —n C(1 —t)"* OAy+ C! (1 —t)" OA; +1(...), ce qui donne, pour=0 :
dOG/dt 1= —n OAg+ n OA; = n AjA;. La tangente est bieAdA).

Effectuons le changement de paramétre 1 —t, et utilisons le fait que £= G"* La
formule donnanO©G devient :

OG =Gt "OA+ Gt ™ (1—t)) OAL + ... + G (1 -t')" OA,

=GP (A -t)"OA,+Cr (A -t) "™ OAL 1 +... + Gt (1 -t') OAL + Gt "OA,

C’est la méme courbe de Bézier mais parcourue eohmarriére dé\, a A, quandt’ va de 0
al.

Il en découle notamment que la tangentéeest AnAn.1).

3) En utilisant la formule du triangle de Pascaf€ C,/' + C,.X montrer gue le point G a
I'instant t de la courbe de Bézier des n + 1 poiytest aussi le point a l'instant t de la courbe de

Bézier de n points Bk de 0 a n — 1) ave&By = t ABy.1. Ce procédé récursif peut étre répété
pour aboutir au point unique G.

Dans le calcul du barycentf@ a I'instantt, on remplace chaque poiAf aveck entre 1 et
n—1, et de poids £t (1 =)™ par deux points notés* et A** confondus aved\ et de poids
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respectifs €1 t* (1 —t)™ et G t“ (1 =)™ Pour les points extrémdg etA,, on remplace
seulement € par G..° lui aussi égal & 1, et de mémg gar G.."*. On obtient :

0G =G (1 -t)"0A+ G2t (L —t)"" OA* + Cot't (1 —)" OA* + Cpyt 12 (1 —1)™2
OA* + Cr? 2 (1 =)™ OAM + ... + Cot™ " (1 —t) OAL** + C,." 1" OA,

Maintenant regroupons ces points deux par deux :

0OG = GC.” (1 —t)"™ ( (1 =)OA,+ t OA*) + Cpit (1 —1)™2((1 —t)OA** + t OA) +
Gt (A -0 (1 —t)OAM + tOA) + ... + Cot™ " ((1 —t) OAL** + t OA))

Prenons les points pointsBy barycentres deA(, 1 —t), (A1, t), aveck entre 0 e — 1. lIs
sont tels qué\ By =t ABy+1. Puis remetton8,* et A** sous la formeA :

0G =G’ (1 )" OBo+ Coi' t (1 —1)"? OB, + G, t (1 —t)" OB, + ... + G.,"*t"' OB,

Le pointG a l'instantt de la courbe de Bézier des+ 1 pointsA, est aussi le poinG a
I'instantt de la courbe de Bézier degointsB, (k de 0 an — 1), avec ces points tels glgBy =
t AiBi.

Cela donne un procédé de construction récursifin&tantt, on remplace legy par lesBy,
puis lesBy par lesC, etc., et il y a a chaque fois un point de mo@sand il n’en reste qu’un,
c'est le pointG a I'instantt de la courbe de Bézier dAg Mais pour avoir la courbe de Bézier il
convient de répéter ces calculs pour chaque vdksur

4) Appliquer le procédé récursif précédent a larbeude Bézier de quatre points, en prenant
t = 1/2, ce qui fera intervenir des milieux et dagieux de milieux. En déduire la tangente au
point G a l'instant 1/2.

Avec les coefficients concernés, le barycef@fg deA, A; A, As est tel que :

OG = (1 -t)® OA, + 3t (1 —1)° OA; + 3t* (1 —t) OA, + t2 OA..

Grace a la question précéderdegst aussi le barycentre des trois points

(Bo, (1 —1)%), By, 2t (1 1)), (B,, t2) avecAqBy =t AgAy, A1B; =t ALA,, AB, =t ALA.

Et 'on recommence avec deux points seuleméatest le barycentre de&f, 1 —t), (Cy, t)
avecByCy =t BB, BiC; =t B4B..

Faisong = 1/2, ce qui donneOG ;) = (1/8) OA; + 30A; + 30A; + OA;).
C’est aussi le barycentre d&(1/4), 8., 1/2), B,, 1/4) soit
OG2) = (1/4) OBy + 20B; + OB,), avecB, B, B, milieux de PoAq], [AAg], [AAg].

C’est aussi le barycentre d€y( 1/2), C,, 1/2), avecC, C; milieux de BoBi], [BiBy)].
Finalement est le milieu deQ,C,] pourt = 1/2.

En notant en lettres minuscules les affixes destpa@oncernés, on trouve :
by =(1/2)(ay + &)

b =1/2)(a + &)

b, =(1/2)(a, + &)
Co=(1/4) (e + 28+ &)
o=@/ 4)(a+ 28+ &)
g=@1/8)(g +3a + 3a+ &)

" Remarquons qu'a la différence des points fikgdes pointsB, dépendent de
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On a aussi I'affixe d€,Cy = (1/4) (—ap—ay + &, + &3)

Pour montrer qu'il s’agit de la tangente, dériv@G  :

dOG/dt = — 3(1 4)> OA, + (3 (1 -t)* — 6t (1 —t)) OA; + (6t (1 —t) — 3t°) OA, + 3t° OA;
et pourt = 1/2,

dOG/dt (2)=— 3/4OAO — 3/4OA1 + 3/4OA2 + 3/4OA3 = 3COC1.

5) Toujours avec la courbe de Bézier de quatretppnéutiliser le méme procédé utilisant les
milieux sur les quatre points déja obtenysB, Co, G (voir figure ci-dessus), puis sur les quatre
points G, G, B,, As, et vérifier que I'on a ainsi les points G auxtar#s t = 1/4 et t = 3/4.
Pourquoi ce nouveau procédé récursif est-il intéags ?

Prenons les milieux pour les quatre poiAts By, Co, G, soit d’abordDg, D1, D, milieux de
[Ao By, [Bo C], [Co G, d’0li les affixes :

do = (1/4) (30 + &)

di = (1/8) (3 + 4oy + &)

d2 = (1/16) (:ﬁo + 7a1 + 532 + a3)

Puis les miliewE, etE; de Do D4] et [D; Dy
& = (1/16) (%o + 62 + &)

e = (1/32) (% + 159, + 7a, + a3)

Et enfinG’ milieu de [Eq Eq]

g’ = (1/64) (27&0 + 273.]_ + %.2 + ag)

Or le pointGy, de la courbe de Bézier paur 1/4 est tel que
OGy = (27/64)0A, + (27/64)0A; + (9/64)0OA, + (1/64)OA;. On trouve bien le poir@'.

Grace a l'effet miroir que I'on a vu en remplacampiar 1 —t, le pointGs, a I'instantt = 3/4
s'obtient & partir des poings, B,, C;, G par le méme découpage en milieux que peul/4. Par
ce procédé, on obtient aussi les tangenteS;gret Gs;,4 comme on I'avait eue po@;,. On a la
un nouveau procedé récursif grace aux milieuxeotalcul sur 4 points se rappelle deux fois sur
quatre points, avec en plus une ligne brisée dmeets presque collée a la courbe de Bézier. En
répétant cette construction récursive sur troisqoatre étapes, la ligne brisée de segments
obtenus se confond quasiment avec la courbe deBdarec seulement des divisions par deux
répétées, cette méthode est particulierement pesafae.

Conclusion : Lorsque I'on désire tracer la courbe Bézier d’'un grand nombre de points, on
a intérét a les regrouper quatre par quatre. Paeewle pour 7 points, on prend les quatre points
Ao Ar A A, puis les quatre points 3A As As, €n appliquant le procédé récursif sur les milieux
et si I'on veut éviter une rupture de pente au poemmun 4 on fait en sorte que les trois points
A, A; A, soient alignés.

Exercice 9 : Barycentre d’'une plaque carrée de deé@dsion homogéne
On rappelle que

1+ 2+ 3+ ...+ n = n(n+1)/2 et

1°+2°+3°+..+n°=n(n+1)(2n+ 1)/ 6.

1) Dans le plan rapporté a un repére orthonormé, aamsidere les points M (m, p) de
coordonnées m et p, avec m et p entiers appartenbensemble J = {1, 2, 3, ..., n}. On obtient

8 Pour plus de détails, ainsi que des programmesatestruction, voir sur mon site rubrique
enseignements-algorithmique- récursif et itéradinsi quetravaux complémentaires-algorithmes-courbe
de Bézier en mouvement
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ainsi un réseau carré de points. Chaque point M (m, p) est affecté d’unsgaan égale a son
abscisse.

a) Déterminer les coordonnées du barycentrgde la colonne des n points pondérés M (m,
p) ayant tous la méme abscisse m (aveerisn).

Sur la colonne d'abscissa se trouvenn points ayant la méme masse
m. Le barycentrés,, de ces points a aussi la méme abscisse, etsitaét
au milieu de la colonne, soi¢, =metys, = (n + 1)/2.

— b

1 2 3 4
b) Déterminer les coordonnées du barycentre G d@wimts pondérés M (m, p).
Grace a la régle du barycentre partiel, le baryegbidesn® points est aussi le barycentre des

n barycentre$,, de chaque colonne affectés de la masse quandm va de 1 &. Remarquons
que tous ces barycentr@&g ont la méme ordonnée, d'@aussi.

nmm M
_ mel _ w1 _n(h+Dh(@Zn+12_ 2n+1
X 1 n 6n(n+1) 3
D nm n. m
m=1 mel
_h+l
Yo >

2) On affecte maintenant chaque point M (m, p) deseau carré de la masse m + p.
Déterminer le barycentre G’ de ce$points pondérés.

S—6T—T—8 Remplacons chaque poilk par deux point$/, I'un avec une masse

J . _| metlautre avec une maspeG’ est le barycentre de ces2points. Or

71 ®l | le barycentre des® points pondérés, m) estG ((2n + 1)/3, o + 1)/2)

3—4—5r—6{ et celui des\’ points pondérés\, p) estG; ((n + 1)/2), ( + 1)/3) par

2l 3l 4l 5 symetrie évidente. Par la regle du barycentregda@i est le milieu de
[GGy], soit

"@7n +5)/12, (h + 5)/12).

5. Produit scalaire de deux vecteurs

5.1. Définition

Le produit scalaire de deux vectei®tV’' est le nombre égal au produit de leur longyeur
par le cosinus de leur anghg(orienté ou pas), soit V' = V|| |V'|| cosé, ou encore, en
donnant aux deux vecteurs la méme oridiBe. AC = AB ACcos0.

Le fait que I'angled soit I'angle orienté\{, V') ou l'angle non orienté est di au fait que
cos (¥) = cosh. D'autre part, le signe du produit scalaire dépselement de cas Si I'angle
est aigu, le produit scalaire est positif, s'il @stus le produit scalaire est négatif.

Il en découle une autre définition :
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AB AC = AB AH avecH projection orthogonale d& sur

(AB) °
C
C
B
H A
A H
produit scalaire positif puittscalaire négatif

Signalons que le produit scalaire n’est autre guealvail d’une force, a savoir le produit de la
projection de la force par le déplacem®ri la force fait un angle aigu avec le déplacemmient
travail est positif, ou moteur, et si elle faitamgle obtus, le travail est négatif, ou résistant.

5.2. Propriétés

HVV=VV
2)VV =||VIf, ouAB *=AB?

3) V V' = 0 signifie que les vecteurs sont orthogonaux (vestparpendiculaires ou I'un
nul).

AV (V+ V)=V V +V V"

La premiére propriété, évidente exprime que le pitatalaire est commutatif.

La deuxiéme propriété utilise le fait gde 0, d’ou cog) = 1.

La troisieme utilise essentiellement le fait gue 90°, soit co® = 0.

La quatrieme, la propriété de distributivité, sendétre en projetant les vectewrs, V" et
V' + V" sur V, en donnant aux vecteurs une origine commune.

Contrairement a son apparence simpliste, la dewxjgnopriété est fondamentale. En effet elle
permet de remplacer un carré de longueur par u@ darvecteurs, et d'appliquer la formule de
Chasles aux vecteurs, chose impossible avec dgsdars. Et I'on utilise ensuite la distributivité.

5.3. Formule du produit scalaire en repére orthonamé

AvecV (x,y) etV (X,y), VV =xX +yY|

Dans le repere orthonorm@,(i, j), on aV =xi +yj etV’' =X i +y j. Puis on applique la
propriété de distributivité, en développant :

VV =Xi+y)Xi+y )=xXii+xyij+yXji+yyjj=xX+yypuisqueij=0
etii=jj=1.

° Pour démontrer que cette définition est la méne lgupremiére, il suffit de constater qu’en valeur
absolue les deux résultats sont les mémes, pui&dier qu'avec un angle aigu, le produ#B AH est

positif, et qu’avec un angle obtus il est négaippelons quﬁest une mesure algébrique, c’est-a-dire
une longueur avec un signe en plus, ce qui imp&@s®id au préalable orienté la droitAE). Mais que la

droite soit orientée dans un sens ou dans I'aletreroduit AB AH ne change pas.

10 c’est d-ailleurs & partir de cette notion de tihga’'a ensuite été défini le produit scalaire.
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Une application du produit scalaire : les formuld#addition en trigopnométrie

Nous allons démontrer la formule cas{b) = cosa cosb — sinsa sinb, les autres formules
d’addtion s’en déduisant.

Pour cela, prenons le vectdDA (cosa, sina) et le vecteuOB (cosb, sinb) dans un repere
orthonormé. Ces deux vecteurs ont une longueué wifont respectivement les angiest b
avec l'axe dex. Leur produit scalaire e€2A OB = cosa cosb + sina sinb. Le pointB se

projette erH sur OA), et 'on a aussDA OB = OA OH= cos @ —b), puisqueDA = 1, etOA=

1 si I'on oriente la droitedA) de O versA, et queﬁz cos & —b) puisque I'angle@A, OB) =
b —a et que cosk(—a) = cos &—b). La formule est démontrée.

6. Formules dans un triangle

C’est ici que le lien entre produit scalaire etyioantre va commencer a se faire, le barycentre
concerné étant le milieu dans ce qui suit.
M

A
N B

1) Soit un triangldAB, avecl milieu de AB]. Alors

| MAMB =MI2-AB?/4 |

En effetMA MB = (MI +IA)(MI +1B) =MI?+MI (IA +1IB) + 1A IB. AvecMI? = MI?,
IA +1B =0, etlA IB = —IA?=—IA? il resteMA MB = MI*—IA%=MI* - AB’/ 4

2) Toujours avet milieu de AB] dansMAB

MA?+MB?=2M1°+AB?/2
MA?-MB?= 2 AB IH avecH projeté deV sur AB)

MAZ+MB?=MA?+ MB?= (Ml +IA)*+ (Ml +IB)>=2MI*+2MI (IA +IB) +1A%+IB?
=2M I+ 2IA?=2M1?+AB?/2

MA2-MB?=MA?~MB?=(MI +IA )2 = (Ml + 1B )?=2MI (IA —IB) +IA%—IB?
=2MIBA = 2IMAB =2 AB IH

3) Plus généralement

Aveca + b # 0 etG barycentre deA| a), (B, b)
aMA?+bMB?=(a+b)MG?+aGA?+bGB?

aMA?+bMB?=aMA?+bMB?=a (MG +GA)?+b (MG + GB)?

=(a+b) MG?+ 2MG (aGA +b GB) +aGA* + b GB?

C’est la que le barycentre provoque une simplificatmajeure :a GA + b GB = 0 par
définition du barycentre.

=(a+b)MG?+aGA*+bGB?
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Insistons sur la méthode : grace aux carrés oreassecteurs, puis a cause de la présence de
a etb, on intercale le point qui s'impose, le barycei@rguis on développe les carrés comme on
a I'habitude de le faire avec des nombres, en tardfides régles de commutativité et de
distributivité du produit scalaire. A la fin, learcés sont remis en longueurs.

4) Formule d’Al Kashi

Dans un triangle quelcongédBCavecBC=a, CA=b, AB=c, ona la
relation :

a’=b’+c?—2b ccosA

et de méme avec les deux autres cotés

En effeta® =BC?=BC? = (BA + AC)*=BA?+ 2BA AC + AC?> = AB?+AC?- 2AB AC
=b?+c?—2b ccosA par définition du produit scalaifeB AC.

Cette formule généralise le théoréme de Pythagame dn triangle rectangle, saft= b? + ¢?
lorsque I'angleA vaut 90°, d’'otAB AC = 0.

7. Exercices sur barycentre et produit scalaire
Exercice 10 : Barycentre et polygone régulier

Soit n un entier naturel non nul et g un nombrd.r@ans le plan complexe, on prend n points
Ao Ay, ..., A d'affixes respectifsozz, ..., z.1. On affecte a ces points les coefficients resfsecti

1,q,d, ...,4"%

1) Vérifier que le systéme des n points pondérégf(Pavec k compris entre 0 et n — 1 admet
un barycentre G sauf dans quelques cas que l'onigeéa. On rappelle la formule du cours sur
la somme des termes d’une suite géométrique : gpalifférent de 1, on a :

1_qN+l
1-q

1+q+q+..+q" =

Appelons M la somme des poidsl:=1+q+ g* + ...+ g**

Sig=1,M=n,etsiq#1,M=1-q") /(1 -q).

M ne peut s'annuler que poge: 1 etq” = 1, ce qui n'est possible que payr — 1 avea pair.
Ce sont les seuls cas dMest nulle, et que le barycentre n’existe pas. Dans les autres cas,
M # 0 et le barycentr& existe.

2) On suppose désormais que les n points sonblamets d’'un polygone régulier & n cotés,
inscrit dans le cercle unité de centre O origineptan complexe, avegz 1 comme affixe dejA
et z affixes des sommets. Déterminer 'affixe Z du pGinlorsqu'’il existe, en fonction de n et de

g.

On ne prend pag= -1 avem pair. Par définition du barycentre, on a

Z=(14+9z2+d 2% ... +q"z) /M. \

Mais on sait que les sommets du polygone régutiepour affixe les racinesn® de l'unité,
et que si I'on prend; comme racine principale, les racimés’écrivent toutes sous la fornag
aveck compris entre 0 et— 1. On distingue deux cas :

.Siq=1,Z=1 +z+z%... +z"Y / nqui vaut 1 dans le cas spécialrog 1, ou sinon
(1-z")/ (n(1 —z)), et commez," = 1,Z = 0,G est enO, ce qui est normal puisque le centre
du polygone régulier est aussi I'isobarycentreamsommets.
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+Siq#LZ= (L+qa+qz’ .. +q"a") /M= (L+qa + @2)° ... + @2)") /M
=(1-9'2") /(1 qzl)) (1—q) / (1 —qf). Avecz" = 1, il reste :
Z=(1-0q)/(1-qz) avecz;=e'*'"

3) En déduire les coordonnées X et Y du point @t-Parriver que le point G soit sur I'axe
réel ?

Pourn=1,X=1,Y=0. Sinon
pourg=letn>1,X=Y=0
et pourqg# 1, avecZ = (1 —q) / (1 —q cos(2/n) —i q sin(2z/n))
= (1) (1 —g cos(Z/n) +i q sin(2t/n)) / (1 — 29 cos(Z/n) + )

_(1 q)(1- gcos(2r /n) £y = (tag)gsin@ h)
1-2qcos(2r h } of T Zycos@ hd o

dou X

Le pointG est sur©x) ssiY = 0. Cela arrive déja pour= 1 aveds enA,, et pourg=1 (h >
1) avecG enO. Sinon poulg # 1 (etn > 1) cela arrive pouy = 0 avedG = Ay, ou pour sin(z/n)
=0, soit Z/ n =0 [z], ce qui ne peut avoir lieu que paur 2 aveds barycentre defo, 1), (A
), ces deux points étant déja sOK).

4) Pour g donné, déterminer la limite de X et dergque n tend vers l'infini.

Lorsqueq = 1, G reste erD pourn infini. Lorsqueq # 1, 2r / n tend vers 0, cosf2n) tend
vers 1 et sin(@n) tend vers 0X est de la forme (1 g)°/ ((1 —g)> = 1. AinsiX tend vers 1 eY
tend vers 0. Le poir® tend versi,.**

5) Prendre le cas particulier ou n = 4, et démontee le point G décrit un cercle de centre
(1/2, — 1/2) lorsque q décrit 'ensemble des réels.

Les coordonnées d@ sontX = (1 —q) / (1 +¢?), Y=q (1 -q) / (1 +q°). En faisant le calcul,
on s’apercoit qué® + Y2 —X + Y = 0, ce qui prouve qud est sur le cercle de centre (1/2, — 1/2)

et de rayonJ/2/ 2. Et commeY = g X, le pointG est sur une droite dont la pemt@rend toutes
les valeurs possibles. Dofkcdécrit le cercle.

6) On se place dans le cas particulier ou n = Jjet 2 : les points AA; A, forment un
triangle équilatéral inscrit dans le cercle uniteex A d'affixe 1. Déterminer I'ensemble des
points M tels que MA+ 2 MA + 4 MA, =

MAGZ + 2 MA2 + 4 MA2= 18 s'écrit vectoriellement

MA* + 2 MA* + 4 MA,°= 18. Intercalonss :

(MG + GAp)* + 2 (MG + GA)* + 4 (MG +GA,)?=

7MG?+ 2MG (GAo +2GA; +4 GA,) + GAY + 2 GA® + 4 GA,* = 18

Avec GAy + 2 GA; +4 GA,= 0, il reste

7MG’ = 18 -GAS — 2GA® — 4GAY

C’est de la form@ViG? = constante. Pour éviter les calculs, remarquoessijla constante est
négative, 'ensemble des poilNkest vide, et si la constante esD, on a un cercle de solutions.
Or on constate qui, est solution. On n’a pas I'ensemble vide, on ebt®nc le cercle de centre
G et de rayorGA,.

2 2 2
Exercice 11 : FormuleMA? + MB2 + MC2=3MG2+ & T2+ C

Remarquons qu'il s’agit d’un élargissement de larfole du 6.2.

' On pourrait plus précisément démontrer que lestp@ (pour g donné différent de 1) sont sur un
demi-cercle de centre (&/¢ 1), 0) et de rayoq/ (1 +0).
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Soit ABC un triangle. On pose BC = a, CA = b, AB.=On prend les points A’ B’ C’' milieux
respectifs de [BC], [CA], [AB] et le point G isobarentre de ABC.

1) Montrer que t+ b%=2 AA? + (1/2) &.

Il s’agit de la formule de 6.2, sokB* + AC = 2AA % + 1/2BC-.
2) Montrer que A&+ BB'?+ CC'?= ?Sl(a2 +b%+ ¢?)

Reprenons la formule db) et appliquons-la aussi aux deux autres médianes :
AAZ=(1/2)(t*+ - &/ 2)

BB'2=(1/2)(?+ a®- b/ 2)

CC?2=(1/2)@+ - 12)

Par addition membre & membre, il reste :

AA?+ BB'2+ CC'2= %(a2 +b%+c?)

3) En déduire que pour tout point M du plan :

2 2 2
MA2 + MB? + MC2 = 3MG2+ & T 07+ ¢

MAZ + MB? + MC?= MA? + MB? + MC?
= (MG +GA)*+ (MG +GB)?+ (MG + GA)?
=3MG?%+ 2MG (GA + GB + GC) + GA? + GB? + GC?

G étant le centre de gravité @BC, on aGA + GB + GC = 0 et G est aux deux-tiers des
médianes a partir des somme@A = 2/3AA, etc.

MA? + MB? + MC?= 3MG?*+ (4/9) AA*+ BB'*+ CC'?)
= 3MG*+ (4/9)(3/4)6* + b* + ¢®) grace au 2)
= 3MG?+ (1/3) @ + b? + ¢?)

4) On suppose ici que le triangle ABC est équikdtévontrer que les points M tels que
MA? + MB? + MC? =2 & décrivent le cercle circonscrit & ABC.

Grace a la formule précédemii®’ + MB? + MC? =2 & s'écrit

3MG?+a? = 2 &, soit MG 2 = a%, MG? = a%/3, MG = a+/3/3.

On sait que la hauteur (ou la médiane) d'un timrgjuilatéral mesura+/3/2. Comme le
centre de gravité est aux 2/3, et que c’est aas=ihtre du cercle circonscrit, le ray®ulu cercle
circonscrit est (2/331\/5 12 =a~/3/3. AinsiMG =R signifie queM décrit le cercle circonscrit.

Exercice 12

On considére un triangle ABC rectangle en A egited les deux cotés de I'angle droit sont tels
que AC =2 AB. On pose AB = d et I'on appelle iMidieu de [AC], d’'ou Al = IC =d.

1) Construire le barycentre Glu systeme de points (A, 1), (B, 2), (C, 1). Manfue G est
le milieu de [BI].

| est le barycentre dé( 1), C, 1). Grace a la régle du barycentre parf&l,est aussi le
barycentre del( 2), B, 2), c’est-a-dire le milieu de]].
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2) Montrer que I’angIeG/lA\Cz 45°. Calculer GA?, G,B* et montrer que
G,C?= (5/2) d

B Le triangle AIB est rectangle isocéle. Sa médiaA&,) est
G aussi la bissectrice de I'anghe d’ou G,AC = 45°.
1
A Puisque AG,) est aussi hauteur daA$B, I'angle AG;l vaut
I 90°.AG, = Al cos(45°) =d/2/ 2,G,A> = d? ] 2.

Toujours dang@\Bl, G; est le centre du cercle circonscBtB = G/A = dv21/2,GB?=d?/ 2.

Pour avoirG,C?, utilisons la formule d’Al Kashi dar8,AC :
GiC? = GA® + AC* - 2G,A ACcos(45°) =d?/ 2 + 4d® — 2d (v/2/2) 2d</2 /1 2 = (51 23

3) Déterminer I'ensemble des points M tels que ?M& MB?+ MC? = 4 k, en faisant des
distinctions suivant les valeurs du nombre réeldaree. Construire cet ensemble de points
lorsque k = (3/2) 8et vérifier que dans ce cas le point | apparti@miet ensemble.

MA?+ 2 MB?+ MC?= 4 k équivaut &
MAZ?+ 2 MB?+ MC?= 4 k. IntercalonsG; :
(MG, + G,A)*+ 2 (MG, + G;B)?+ (MG, + G,C)?= 4 k. En développant :
4AMG* + 2MG; (GA + 2 GB + G,B) + G;A* +2 G,B* + G,B* =4 k
@& par définition du barycentre
4MG,® = 4 k—d? apreés calcul utilisant les résultats du 2).
MG,? =k —d? On distingue deux cas :

* Sik>d? MG, =V k- d? , M décrit le cercle de cent(® et de rayon/k —d? .
* Sik <d?, il n’existe aucun poin¥, un carré n’étant jamais négatif.

Pourk = (3/2)d? on obtient un cercle, et I'on vérifie gl + 21B* + IC* = 6 d” = 4k, ce qui
signifie quel est un des pointd.

4) Construire le barycentre f8u systeme de points (A, 5), (B, 2), (C, =3). Momue (GG,)
est parallele a (AC) et que;G,= 2 d.

Commencons par prendre le barycegtde @, 5), C, —=3). Il est tel que

Og = (50A —30C) / 2 avedO origine quelconque. Prenof@senA : Ag = (— 3/2)AC, ainsi
g est sur AC), de l'autre c6té d€ par rapport #, avecAg = 3d. A son tourG; est le barycentre
de @, 2), B, 2), c'est-a-dire que c’est le milieu d&d.

Gréace au théoréme des milieux ddig, (G,G,) est paralléle aAC), et G;G, = (1/2) gl =
(1/2) 4d = 2d.

5) Montrer que I'ensemble des points M vérifiant :
(MA + 2 MB + MC)(5 MA + 2MB - 3MC) = q, avec q réel donné, est soit un cercle soit
I'ensemble vide, suivant les valeurs prises pddjpourra utiliser le milieu K de [(&5;].

MA + 2MB +MC = 4 MG, par définition du barycenti®;.

5MA + 2MB — 3MC = 4MG, par définition du barycenti®..

L'équation erM : (MA + 2MB + MC)(5 MA + 2MB — 3MC) = g devient :
4MG;4MG, =0, o0uMG; MG, =q/ 16.
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Appliquons la formule vue dans le triangtn(a intérét a la redémontrer dans le cas présent,
car on ne la connait pas par cceur, en introduisamilieu K de [GG,]), soit

MG; MG, =MK?-G,G,*/ 4 =MK ? —d~.
L'équation devient MK > =q/ 16 +d? = (q+ 16d?) / 16.

Sig> - 16d? M décrit le cercle de centi€ et de rayor/q+16d* /4, sinon il n’existe
aucun point.

Exercice 13

On consideére un triangle ABC rectangle isocéle eaviec AB = AC = a, a étant un nombre
positif donné. On appelle | le milieu de [BC].

1) Soit G le barycentre des points pondérés (A(Bl)-1), (C, —1). Déterminer sa position.
Puis déterminer 'ensemble des points M tels qudA4— MB — MC* = &

Ce genre de question ayant déja été traité a plusiesprises, nous donnons seulement ici les ratsult

G est surA\l) avecA milieu de [B1], etAG=a+/2 /2.

L’ensemble des poinfd est le cercle de centt&et de rayora/2 . Notamment est I'un des
pointsM.

2) Déterminer I'ensemble des points M tels que 2 MIMB — MC* = —&°.

C ] La somme des coefficients présents étant nullayeopeut pas
intercaler de barycentre comme on le fait en généxbors
I intercalons le poinA :

2 MA? - MB — MC?= —a” équivaut & :
A B 2MA2-MB2-MC?= —a?
2MAZ2—(MA + AB)?—(MA + AC)?= —a?
G —2MA (AB +AC) —AB?—~AC?= —&*
—2MA AJ =-a& + AB%+ AC?ouJ est tel queABJCest un
carre.

Finalement 2M AJ = a?

AppelonsK le projeté deM sur @l). Alors par définition du produit scalaire :
AK AJ= & /2. En orientantAJ) deA versJ, cela donneAK=a?/ (2AJ)=a/ (24/2), etK

est le milieu de All. Comme le projeté d® reste fixé suiK, 'ensemble des pointsl est la
droite perpendiculaire ek a (AJ).

8. PointsM tels queMA / MB =k
On se donne deux poindsetB et un hombre positk.

8.1. Division harmonique

Il s’agit de trouver le ou les points éventullssitués sur la droiteAB) tels queMA / MB = k.
Cela équivaut MA =k MB. Distinguons deux cas :

» M est entréA et B, sur [AB]. Dans ces conditions,
— - MA = k MB peut s'écrire vectoriellemenmA =
A B —kMB, ouMA +kMB =0. Avec 1 + k# 0, M est le
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barycentre deA, 1), B, K). On vient de trouver un premier point solutionndé¢re probleme.

« M est sur la droiteAB), mais hors du segmer&B]. Qu'il soit sur 'une ou l'autre des demi-
droites a I'extérieur deAB], MA = k MB peut s’écrireMA =k MB, ouMA — kMB = 0. Deux
cas se présentent kst — 1, il n'y a pas de barycentre, ni aucun pbinpuisque I'on ne peut pas
avoir MA = MB (en fait le pointM est relégué a l'infini). Mais sk# — 1, 1 +k# 0, etM est le
barycentre deA, 1), B, —k). On vient de trouver un deuxiéme point solutiemdtre probléme.

Finalement, il existe deux poinkd, notésM; et M,, tels queMA / MB =k, sauf dans le cas
exceptionnel ok = 1, ou I'on obtient seulement le milieu d&g (mais on peut considérer que le
deuxiéme point est envoyé a l'infini). On dit ques lquatre point#, B, M;, M, forment une
division harmonique.

g *—e *— Division harmonique, B, M3, M, pourk = 2.
A M; B M3

8.2. Points du plan tels quéMA / MB =k
Lorsquek = 1, MA = MB signifie que I'ensemble des poiltsest la médiatrice d&\B].

Supposons désormdis# 1, on connait déja deux poiris a savoir les pointsl; et M, qui
forment une division harmonique avA¢ B sur AB). Reprenons I'équatioMA = k MB. Tout
étant positif, cela équivautMA” = k¥ MB® ou encoreMIA? = k* MB?, soitMA? — k* MB? = 0.
Comme 1 - n'est pas nul, le barycent@® de @, 1), B, — k°) existe. Intercalon& dans
I'équation : MG + GA)? - k¥ (MG + GB)? = 0, soit

(1 -k MG? + 2MG (GA —k* GB) + GA? -k’ GB? = 0. AvecGA® — K’ GB, il reste :

(1 -k MG? = GA? - K’ GB?,

MG? = (GA? —k? GB?) / (1 —k?). Comme on connait déja deux solutidhsetM,, la constante
a droite de I'égalité ne peut pas étre négativentzt0, on en déduit que

2 _ 12
MG = M , SOitMG = cte.
1-k
: : GA® - KGB
Le point M décrit un cercle de centreG et de rayon 2 , OU encore de

diamétre [M;M_], ces deux points étant en division harmonique aeéA etB (M;A/M;B =
M,A / M;B =K). *

Précisons que la méthode que nous venons d'utitiseréussit que parce que nous avions
auparavant trouvé deux points en division harmaniguecA et B. Il existe une autre méthode
qui permet de s’en sortir sans cette connaissaidedaple. Reprenons I'équation :

MA?— K MB? =0, en supposantxk1, et profitons de I'identité remarquable :
(MA +kMB)(MA —kMB) = 0.

Avec M; barycentre deA, 1), B, k) et M, barycentre deX, 1), B, — k), 'équation devient,
grace aMA + k MB = (1 + k) MM 4, et MA —k MB = (1 — k) MM ,, par définition des
barycentres :

12 Remarquons que polar= 1, on peut considérer la médiatrice comme udleete rayon infini, ce qui
fait entrer ce cas particulier dans le cas général.
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MM ; MM , = 0, ce qui signifie queMM,) est orthogonal a{M,). A cause de cet angle droit,
le pointM décrit le cercle de diamétris1] M,]. *3

Cercle qui est I'ensemble des poiis tels

queMA/MB =2
A M Mp

9. Barycentres et calcul intégral

Placons-nous dans un rep&ay orthonormé du plan. On connait les formules doniem
coordonnées etys du centre de gravité (ou barycent@)de n points pondérésA| «), les
pointsA; ayant pour coordonnées, () :

ZM
_ i3

X6 =5

On sait aussi qu’on peut regrouper les points pguets en appligant la regle du barycentre
partiel. Mais comment faire lorsque I'on prend wueface plane homogéne ou une courbe, qui
possédent une infinité de points ? Par « homoggneus entendons que la surface a une densité
d constante en chaque point, et dans le cas d’'uagbepqu’elle a aussi une densité linéaire
constante. Plus la densité est grande, plus lacidu la courbe pesent lourd. Mais la position du
centre de gravité est indépendante de cette deas#éi prendrons-nouds= 1.

9.1. Centre de gravité d’'une surface délimitée paune courbe

Plus précisément, nous prenons une surface déip#&éune courbe d’équatigrs f(x) et par
I'axe desx, les abscisses des points étant comprises entkendenbresa etb (figure 1).

yA
y=t(x)

O a b
Figure 1: Surface dont on veut connaitre le centre deitgrav

X

Découpons la surface entranches verticales, comme indiqué sur le dessites de méme
épaisseudx = (a —b) / n. Pourn suffisamment grand, chaque tranche peut étre #éeiid un
rectangle de hautef(x;), x; étant I'abscisse d’'un point situé dans la trariche centre de gravité

13 Cette deuxiéme méthode nous permet de retrousempdents M; et M, faisant une division
harmonique aveA etB.
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g de la tranche rectangulair@ pour coordonnées;,(f(x)/2), et son poids eftx) dx. Grace a la
regle du barycentre partiel, le centre de gra@téle la surface est aussi la barycentre gles
pondérés par le poidé) dx des trancheis soit :

=3 100 X &Y 1y dx
i=1 i=1
Yo =332 1) 109) 0 Y. () o
i=1 i=1

Lorsquen augmente indéfiniment, avetx qui tend vers 0, les sommations deviennent des
intégrales, et I'on aboutit aux formules :

Xe =[x (% dx/ [ (3 dx

Ve =%I:f(x)2dx/ [P 103 dx

Exercice 14 : Centre de gravité d’'une surface pacdijue

y 1) Chercher le centre de gravité G de la surfackmitée
h par la parabole d’équation y =%et I'axe des X, entre-v/h et

Jh, h étant un nombre donné positif (h est d'ailleurs
I'ordonnée maximale de cette surface).

Vh O Vh

Pour des raisons de symétrie, I'abscigsale G est nulle.
Calculonsyg :

Jh Jh
5 3 2
Yo :EJ‘:/\/EH X4dX/ J‘_TE )@ d)gé|:x_:| /|:i:| :M :_3h
2 205 5 L 3ls (/3h/h 10

2) Chercher le centre de gravité G de la surfacerdiéfie par
la parabole d’équation y = —¢+ h et 'axe des x, entre~/h et

Jh

Onaencorgg=0et:

W N
Ve =%I_;F(—x2+h)2dx/ [T %+ b dx

Jh Jh
:E{X_S_th?Jrhzx} /{—me} _ @15 h_ 2
2l 5 3 i s @/3hth 5

3) Comment vérifier que les résultats obtenus agt 2* sont justes ?

Considérons le rectangle du dessin ci-contre, ebw#ons-le
en deux surfaces. La surface rouge, vue au 1°uaqentre de
gravitéG avecys = (3 / 10)h et elle pése (2 / 3) vh . La surface

x verte, qui est la surface du 2° a I'envers, a smmtre de gravité

G’ avecys = (3/5)h et elle pése (4 / 3 Jh. Le centre de
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gravitég du rectangle peut étre considéré comme le bamgedptG, (2 / 3)h \/ﬁ) etde G, (4/
3)h+h), dou:

yo=((3/10)h (2/3)h ~h+@B/5)h(4/3)h+/h)/(2h/h)=h /2.
On trouve bien le centre de gravité du rectangle.
Exercice 15 : Centre de gravité d’'un secteur anginéa

On consideére un secteur angulaire d’angle au ceBtiget de rayon unité (figure 2). L'angle
a est compris entre 0 et Déterminer le centre de gravité de sa surface.dbm intérét a
découper la surface en tranches comme indiquéesdessin.

y

Figure 2: Secteur angulaire d’angl@,Zdécoupé en tranches.

A cause de la symétrie, le centre de gra@itde cette surface, telle qu’elle est dessinéega un
abscisse nulle. Découpons le secteur angulaire éri2ches d’angle au centle= 2a/ 2n. Pour
n suffisamment grand, chaque tranchaveci prenant 8 valeurs allant de f an, est assimilable
a un triangle isocéle, dont le centre de grayitst a la distance 2/3 du cen®geet dont le poids

est proportionnel dt. Chague poing; a une ordonnée cas en prenant comme angle= (Oy,
Og) = idt On en déduit que :

n n

Vo = Z%cos@ dt)dt /> dt

i=-n i=-n
=§(cos(—a)+ costa+dt } cosfa+r Aty + cos it /(Bdt

On a 21 dt = 2a, et la somme des cosinus multipliée gleest assimilable a une intégrale, soit
Ia cogt dt=[sin]" = 2sira

*a —a
Finalement

4 2 sina
=—sina/ (2a)=———
Yo 3 (2a) 3

Lorsquea est proche de 0, on obtieyg = 2/3. Lorsquea = /2, on obtient un demi-cercle et

Ve = 4/(3x). Pour a =z, on a le disque entier, et comme prgyw 0. La courbe donnagg en
fonction de I'anglea est donnée ci-dessous.
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9.2. Centre de gravité d’'une courbe plane

Considérons une courbe d’équatipn= f(x) avecx entrea et b de fagon qu’elle ait une
longueur finie. Puis découpons-la Bmorceaux de méme longueds. Avec une densité prise

égale a 1, chaque morceau péseet le poids total est la longueside la courbe. Comment avoir
s?

Sur un morceau de longueds x varie de dx ety de dy. En appliquant le théoreme de
Pythagore, on d = dX® + dy’. Lorsquen est de plus en plus grard est de plus en plus petit,
et on peut écrire, a partir ge= f(x), quef (X) =dy/ dxet dy =f (x) dx, d’ouds’ = dxX + ' (x)* dx’
= (1 +f(x)%) d¥, ou encore

ds=+/1+ f'(X)? dx
La sommation des morceawds, lorsquen tend vers l'infini, revient a faire

s=|[ ds=[ |1+ F(¥

On notera qu’avec la présence de la racine caleéeglcul de cette intégrale peut s’avérer
complexe.

Sur chacun des morceauxds numérotés de 1@ prenons un point; (x;, y;) aveci entre 1 et

n. La sommation de ces points pondérés par leuispe@tOM; ds, va aussi s’écrire sous forme
d’intégrale, et I'on aboutit a la formule du centlegravité de la courbe :

X =I:Xx/1+ f(x dx/j:\/1+ (%% dx
Yo =jb f() Y1+ f(%)° dx/j:~/1+ (%% d>

Exercice 16 : Centre de gravité d’'une chainette

X X

1) On consideére la fonctior (x) = . Cette fonction est appelée cosinus hyperbolique,

X X

a : e +e e e s . . _
et elle s’écrit aussi ch x =———— . Montrer qu’il s’agit d’une fonction paire, et dé&miner son

sens de variations. Tracer sa courbe représentaiviee x = - a et X = a, a étant un nombre
donné, par exemple a = 1. Cette courbe est appdiéenette, car elle a exactement la forme
d’'une corde (ou d’'une chaine) qu’on laisse pendpadir de deux points de méme hauteur.
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Définie surR, la fonction vérifief(-x) = f(x). Elle est paire, la
courbe est symétrique par rapport a I'axe ge®t I'on peut
réduire l'intervalle d’étude &+. Sa dérivée est(x) = (€ —e ™)
/2. SurR+, & > 1et e™ <1, douf(x) >0, la fonction est
croissante suR+. SurR la fonction admet un minimum égal a 1
enx = 0. On en déduit la courbe représentative, déssai-
contre poura = 2, et qui a bien I'allure d’'une corde qu’on s
pendouiller..

ef-g*

2) On poseg(x) = . Cette fonction est appelée sinus hyperboliquegllet s’écrit

X X

. e
aussi :sh( X =

ch(x) — sh(x) = 1.

. Montrer que (ch(x))’ = sh(x), et que (sh(x))’ = gh(Vérifier aussi que

g -ex e +e”
On a déja vu que (cki)’ = sh(x). D’autre part, avec sk = — on a (sh)) = >

= chK). Enfin, cR(x) — sR(X) = (1/4) (€ + € *)’— (e - %)) = (1/4) (2 + 2) = 1.

3) Calculer la longueur s de la chainette entrepests d’abscisse — a et + a. Cette longueur
est aussi le poids de la chainette en lui donnastdensité 1.

s=["J1+sf(y de[*ch(x dx[* dnx o sh)]?(azz (sh

On a utilisé le fait que la fonctiah(xX) est impaire, et aussi que la fonctidhfx) est toujours
positive.

4) Déterminer le centre de gravité de la chainptiee entre — a et a.

A cause de la symétrie, le centre de gra@Gtéest surOy, avecxs = 0. Pour avoiryg,
commencons par calculer le numérateur correspordsatformule, soit :

[ ch() v sR(3 de [ ch( dx%j_aa( o &2 dx

a
lra, o oy 1| e e 1 a 1
==| (7 +2+e7") dx=— +2 % =—| sli2 ¥+ 2K =—s
A ) 4{2 2| A S22 == st p

Finalementy, :%(;)Za
S

Un résultat est donné surflgure 3
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Figure 3: La chainette pesante paus 1, et son centre de gravig.
Exercice 17 : Centre de gravité d’'un arc de cercle

Considérer un arc de cercle pesant, d’angle aureea
(en radians) et de rayon unité, disposé dans lenmexy
comme sur la figure ci-contre. Déterminer son cente
gravité.

)

La longueurs de I'arc de cercle esta2l’arc étant égal a I'angle lorsque le rayon vaut

Maintenant, découpons l'arc en Retits morceaux de longueds, avecn qui va tendre vers

l'infini. Chague morceau, assimilable a un petijraent et numérotéaveci entre 1 etn, a son
centre de gravit§ en son milieu. En posagt= (Oy, Og), cet angle variant entrea-eta, on a
aussis =i ds, aveci de —n an. Le pointg; a pour coordonnées (- sincoss). Comme I'abscisse
deG est nulle pour des raisons de symétrie, il suffitdlculerys :

n n
L i;‘:1cos(a )ds_ i; cos( ds) ds~ facoss ds [sins]* sina
.= = = = =

2a 2a 2a 2a a

Notamment pour un demi-cercle, cette ordonnée X/aut



