IX. Courbes issues de points hyperbolique :
le signe du chaos

Nous allons considérer une applicatfoiaisant passer d’'un poiM a un pointM’ = f(M) dans le
plan. A partir d’'un pointM, quelcongue, I'action répétée de I'applicatiodonne une succession de
points :Mo, My = f{(Mg), Mz = f(My) = 2(My), ..., M, = "(My), etc., ce que I'on appelle la trajectoire
du pointM,. Notre objectif est d’étudier ces trajectoires.das le plus simple est celui ou I'application
f est linéaire, et nous allons commencer par la.

1) Application linéaire en deux dimensions

Une application linéairéfait passer d’'un pointl (X, y) a un pointM’ (X, y') = f (M) par :

oua, b, ¢, d sont quatre nombres réels donnés,

X'=ax+ by
y'=cx+ dy

o : (X a b\ x . :
ce qui s’écrit aussi sous forme matnueﬁlelj :( dJ( J ou X'=AX, A désignant la matrices
y c y
et X’ étant les vecteurs colonnes correspondant awewstdM et OM’. La matriceA caractérise
I'application linéaire dans le reper®,(x, y que I'on s’est donné. Si I'on change de repémegardant
la méme origine mais en modifiant les axes, laioc&tra changer, pour la méme application linéaire.

1.1. Valeurs propres et vecteurs propres

Parmi tous les vecteu@M (X, y) que I'on peut prendre, les plus intéressants seax, SUPPOSES
non nuls, qui sont transformés en un vecteur qui &st paralléle, voire ndlOn les appelle les
vecteurs propres. lls sont tels q0&!" = 1 OM, le nombre\ étant appelé valeur propre associée au
vecteur propre. Les vecteurs propiesloivent obéir aAX = 1 X, soit A —A1)X = 0. Ce systeme
d’équation$ a une solution uniqu¥ = 0 lorsque le déterminanf\|— /I | est non nul, mais ce cas ne
Nnous concerne pas, un vecteur propre n'ayant aéisagion que s'il n’est pas nul. Il reste l'autras,
celui ou [A—AI | = 0, ce qui donne une infinité de solutions pdudn appelle A—Al | = 0 I'équation
caractéristique, c'est elle qui va nous donnewddsurs propres, et a partir de la les vecteursrps

Exercice 1 :

-2 5/2
Chercher les valeurs propres et les vecteurs pmpssocies a la matricaz[ 5 11/ 2}

En développant le déterminant, I'équation carastiae s'écrit (— 2 #)(11/2 -1) + 25/2 = 0, soit
A2 —7/2) + 3/2 = 0, qui a pour solutiors= 1/2 ou 3.

Pourl = 1/2, I'équatiomAX = AX, formant un systéme de deux équations awely, se réduit a une
seule, soit x +y = 0. On obtient une infinité de vecteurs proptegs dans la direction donnée par le
vecteurV(1, 1). Pourl = 3, le systéme se réduit a une seule équatiort—y2= 0, d’ou une infinité de
vecteurs propres dans la direction donnée pardiene/’ (1, 2).

! En fait nous verrons que c’est parfois plus suhtiin simple parallélisme.

2 L"équation matricielle s'écrit sous forme d’un 8yme de deux équations a deux inconnuetsy.



Exercice 2 :

Faire de méme avec la matri(zle:(

1/2 —J?«;/ZJ
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L’équation caractéristique s’écfit —1 + 1 = 0. Elle n’a pas de solution réelle, maisxdsoiutions

complexes conjuguées #2\/3/2. Les vecteurs propres correspondants sont adeurcomplexes,

soit (1,i) et (1, 4). L'équation de colinéarité des vecteurs prophes= AX demeure valable en
complexes, mais elle ne correspond pas dans ca masransformation d'un vecteur en un vecteur
parallele. Dans le cas présent, les vecteurs pofmarnent de 60°. Ce résultat d’apparence
compliquée traduit en fait un phénoméne simplemadriceA correspond a une rotation @8 autour
deO, et il est normal qu’aucun vecteur ne puisse téaresformé en un vecteur paralléle. C'est dans ce
cas notamment qu'apparaissent des valeurs propdes @ecteurs propres non réels.

Lorsque l'on effectue un changement de base, &@bte un changement de repere autour de
I'origine O, la matriceA d’une application linéairéest transformée en une matri&¥etelle que A’ =
PA P, ouP est la matrice ayant pour vecteurs colonnes leseaux vecteurs de base par rapport aux
anciens. Comma’ représente la méme application linéaire uehacune dans son propre repere, on
dit que A’ est semblable A. L'objectif est alors de trouver un repére peramttde simplifier au
mieux la matrice de I'application. C’est la quenl’est amené a choisir les vecteurs propres, dusmoin
quand ceux-ci sont réels et que I'on en trouve ddendirection différente, de facon a pouvoir les
prendre comme nouveau repere. On en arrive adaifitation suivante.

1.2. Les trois types de matrices 22
- L . a 0) .
Eliminons les cas évidents des matrices de la foarlne(o aj ou tous les vecteurg du plan

sont propres, ave¥’ = aV. Les matrices 22 sont alors toutes semblables a I'un des troisgyp
suivants :

0
distinctes, et deux vecteurs propres de directiffé@rente constituent la nouvelle base.

a o0 . s o .
. A:( b) La matrice a été diagonalisée, ses deux valenmgrgsa et b sont réelles et

a 1 . . .
. Az[o j On peut seulement rendre la matrice trianguléorsque les deux valeurs

propres sont confondues, pour donaeet I'on n'a qu’une direction de vecteurs propE®isie pour
donner I'un des deux axes du nouveau repere.

a -b . . .
. A:(b j lorsque les deux valeurs propres sont complexasréelles conjuguées est
a

non nul), de la formea+ bi. L'application est une similitude directe : lescteurs ont leur longueur
multipliée par i+ bi| = va? + b? (non nul)et ils tournent de I'angle = Arg(a+bi). La matriceA peut

. co - Si . , . .
s'écrire v/a® +b2( SZ zj Dans le cas ou le déterminaAt £ 1, on retrouve une rotation
sin co

autour deO.
1.3. Les divers types de points fixes

La classification précédente indique aussitot ger'application linéaire admet un seul point fixe, a
savoir le point origin®, sauf dans le cas de l'identitéou tous les points sont fixes. Considérons les
points M situés au voisinage de l'origine, et soumettonaqak pointM a l'action répétée de
I'applicationf, ce que I'on appelle la trajectoire Be On distingue les situations suivantes :



» Si les deux valeurs propl sont supérieures a 1 en valeur absolue, ou en mddahs le cs
complexe), l'origine est une source, les trajectoires s’élaigin de I'origine, qui est un poi
repousseurfigure 1).

Figure 1: Sourcea gauche avec des images successives du petit cercle etajyelques ligne
joignant les images successives de poidans le cas de deux valeurs propres réelles dissire
supérieures a A droite une source en spiraldans le cages valeurs propres non réelles conjug!
de module supérieur & Sur cette figure, comme sur les suivantes, neossapris deuyvecteurs
propres formant la base d’'un repére orthonorméaltede prendre un repére quelcongue ne mo
pas I'allure globale des résultats.

Dans le cas particulier ou les deux valeurs propoeg confondues et supérieures a 1, on a

A . a l
une source anhs le cas des matrs al. Il en est de méme pour les matrices de la fcA =( j
a

avec | > 1, car on démontre que dans ce*:
X, =a"%+ d"t ny
Ya=a"Yp
ou le point k., y,) est len®™itéré du point x, Yo). Quel que soit le point de dépex, ety, tendent

tous deux vers l'infini, méme si le fnoméne met du temps a se produgomme le montre figure
2, avec les transformés elliptiques d’'un cerclepletits axes des ellipses tardant a augmi

eme

/

Figure 2: Source spéciale, avec la formation d'ellipses ssgiges dont le petit axe tarde
augmenter

» Siles deux valeurs propres sont inférieures a daégur absolue ou en module, I'origine es
puits, les trajectoires convergeant vers l'origjui est un attracteur.

Figure 3: Ruits, avec les images successives du cercle A gauchecas de deux valeurs propi
réelles distinctes et inférieures aa droite cas de deux valeurs propres complexes conjugie
module inférieur a 1, avgghénomene de convergence en sf

3|1 suffit de faire un raisonnement par récurrencarpdémontrer cette formu



» Siune valeur propre est supérieure a 1 en valeurwsbsd I'autre supérieure a 1 en val
absolue, l'origine est une selle, ou point hypetha, les points situés sur une direction propaat
attirés vers l'origne, et ceux situés sur l'autre étant repou

y
N 4

Figure 4: Selle, ou point hyperbolique, dans le cas de dealeurs propres réelles, l'u
supérieure a 1 et l'autre inférieure a 1, en vaddgolue. Agauche images successives du cercle r
a droite trajectoires de points autour de I'oric

Z
~

» Sil'on est dans le cas des valeurs propres ndles, et que leur module vaut 1, I'origine est
point elliptiqgue, ou centregu tourbillon,car il s’agit d’'une rotation autour d«O, du moins lorsque
I'on se place dans un repére orthonc.

Figure 5: L'origine est un centre, tout cercle autour dedéste globalement invaric. Ici le repere
est orthonormé, s'il ne I'est pas, le cercle féicp a unellipse

Exercice 3

Que se passeit-dans les cas restar :
1) Les deux valeurs propres sont réelles, 'undeégal (ou — 1)et I'autre nor.

On assiste a la formation d’ellipses dont un aseertoujours le méme, I'autre axe se dilatant ¢
contractant selon les cas. On n’a plus une sounge puits

2) Les deux valeurs propres sont réelles et égalt (ou — 1) sans que I'on ait I'identit

i 11 N
La matrice est alors semblablA = 01 lorsque la valeur propre estAu bout den itérations,

un point &, Yo) devient : ., Y.) avecx, = X + N Yo, ¥n = Yo. Les trajectoires des points forment
lignes horizontales, donnant lieu a une sorte sigilldment, etes points s’élignent de I'origine, sat
ceux situés sur I'axe des qui restent fixe (figure 6. Remarquons que le détermineA| = 1, ce qui
signifie que la transformation conserve les aiNotamment le cercle initial pris autour de I'orig
est transformé en urlipse ayant la méme ai



Figure 6: A gaucheles points situés sur un cercle de ceO donnent des ellipses successives
vont finir par se plaquer sur I'axe dx de longueur infinieA droite, trajectoires rectilignes de poir
situés sur I'axe deg avec un phénomeéne de cisaillerr

Conclusion

Finalement, le comportement de I'application linéast globalement cté par la nature du poi
fixe O. Les trajectoires des points suiventmouvement que leur imprime le point fixe. Auc
phénoméne chaotique n’apparait. Mais le cas d'unt gixe hyperbolique est le plus intéress:i
puisqu’il crée a la fois un étirement dans unedioa et une contraction dans une autre. Nous &
maintanant passer aux applications non linéaires, ou meomeénes chaotiques vont pou
apparaitre.

2) Application non linéaire

Ici encore, les points fixes éventuels vont jouerdle essentiel. A la différence d’une applica
linéaire n'ayant comme ot fixe que I'origine, une application non linéaipeut présenter plusiet
points fixes.Ce sont eux que I'on commence par chercher. Maisrant déterminer leur natt ?

Pour cela, on va effectuene approximation linéaire I'applicationf, enne considérant que les
termes du premier degré, les autres pouvant étnsidg&rés comme négligeableOn connait le
développement limité d’'une foncticf(x) a une variable que I'on obtient en prenant legvéés
successives. On trouve une approximatioraire en ne gardant que la dérivée prer :

f(x) =f(x0) + (X —X0) ' (Xo)-

Il en est de méme avec des fonctions de deux vVasiabn prenant les dérivées partielles. AX' =
f1(x, y) ety = f(x, y) on introduit ce que I'on appelle la matrice jaievime :

oy ofy
0

J:xay
oy ot
ox oy

En se placant au voisinage d’'un pc, (il s’agit d’un vecteur colonnepn peut écrir

f(xo + AX) =f(Xo) + J AX, en prenant les dérivées partielle J au pointx,, ou

f(xo + AX) —f(Xo) = J AX. Ainsi une petite variationectorielleAx & partir d’'un point provoque ul
petite variation) Ax sous l'effet def, & partir du point imagixg).

D’ores et déja, sidn trouve que le déterminai| de la matrice vaut 1, ou que I'on se place, (
pourra dire qu’il y a conservation des aires (drgde I'on a un systéme conservatif), et dans seot
[J] = 1, il y a aussi conseman des angles orient:

Prenons maintenamt, comme point fixe. Grace a I'étude de la matJ, calculée en ce pointn
retrouve alors un des types de point fixe obtemsqgloe I'application est linéail Ces points fixes
éventuels peuvent étes puits, des sources, des tourbillons (pcelliptiques),des selles (points
hyperboliques). Mais c’est la présence d’'un poygenbolique qui constitue le cas le plus troubl
car il est le signe de certaines turbulences pesitrhjectoires. Autrement dit, il est le signectiaos
comme nous allons le voir.



Exemple 2

Pratiquons la transformation faisant passer dey(xa (X', y’) telle que :
X'=1+y->
y'=0,3x

On obtient J = 2x
0,3

1 . - : .
j. Avec JJ| = - 0,3, la transformation diminue les aires.uBe petite
variationAx a partir d’'un poink, provoque une variatiohAx au voisinage du poiti€xo).

Vérifions-le par un calcul élémentaire. Commencpas faire un changement de repére par
translation en prenant comme nouvelle origine Iatpg (Xo, o), avec la formule de passage :
X=X+ X, ¥ =Yo + Y. L'application s’écrit dans le nouveau repere :
X'==X2=2% X+ Y+1- £+ y— ¥
Y'=0,3X+0,3— ¥

L’approximation linéaire s’obtient en négligeantéeme enx?, soit :
X'=-20 X+ Y+ (- f+ = %), [X'=(Xo %) =2 X+ Y
Y'=0,3X+ (0,3 y) Y'=(Yo~ %)=0,3X

On retrouve bien la matrick et si I'on prendxp, Yo) comme point fixe, cela se réduit a :
X'==2%X+Y
Y'=0,3X

soitX' =J X.

3) Courbe stable et courbe instable d’'un point hypdolique

Etant donné un point hyperboliqi® considérons I'ensembM/; des points dont la trajectoire
converge vers lui, c’est-a-dire les poiitstels quef " (M) tend versP lorsquen tend vers l'infini.
Prenons aussi 'ensemblé des pointsvl dont la trajectoire inverse, sous l'effetfd& converge aussi
vers le point fixe, c’est-a-dire les poilstels quef (M) tend versP. Evidemment 'applicatiofiest
supposée dérivable et inversible.

Dans ces conditions, un théoreme remarquable pefafiitmer que ces deux ensembles de points
W; et W, sont des courbes lisses, que nous appelleromitae stable et la courbe instable. Grace a ce
qui se passe au voisinage du pdMmtces courbes sont tangentes aux deux vecteurseprepP.
D’aprés leur définition, ces courbes restent agisdgialement invariantes sous I'effet fdeomme dd -

!, Dans les deux exercices simples qui suivent, athass vérifier qu'il s’agit bien de courbes, @us
allons les déterminer précisément.

Figure 7: Courbes stable et instable d'un point hyperhaiq



Exercice 4 : Cas d’'une application linéaire ayanha selle

Prendre I'application définie par :
{x‘=1,5x+ 0,5y

y'=x+y
et déterminer ses courbes stable et instable.

Dans ce cas, on sait que les courbes stable ablastont les deux droites portées par les vecteurs
propres, la premiére avec la valeur propre inféee€ul en valeur absolue, et la deuxiéme avec celle
supérieure a 1. On constate dans le cas présenesgualeurs propres sont 2 et 0,5, les vecteurs
propres correspondants étant (1, 1) et (- 0,5 L'dyigine O est une selle, comme I'indique le tracé
partiel de trajectoires sur fagure 7.

WA

Figu're 7: Point fixe hyperboliqgue d'une application linggi les trajectoires alentour étant
indiquées par les images successives de petitsesggm

Exercice 5 : Cas d’une application non linéaire
L'application est définie par :
X'=x/2
y'= -7 + 2y
Elle est bien non linéaire a cause du terme erekBpus allons prouver qu’il y a bien de véritables
courbes stable et instable issues du point hyp&be) en I'occurrence une droite et une parabole.

1) Montrer que le seul point fixe est I'origine €,qu’il s'agit d'une selle.

En faisantX = x ety =y, on trouve aussitdx = 0 ety = 0. L’approximation linéaire de
I'application au voisinage d® s’obtient en négligeant le termed7d’ou la matrice correspondante :

0
une selle.

1/2 0
( 2} ou apparaissent les valeurs propres 1/2 et 2adeepd’autre de 1. Le point fix@ est bien

2) Montrer que 'application est inversible et ddbéner son inverse.

Par inversion des formules donn§ndn trouve :

X=2x'
faisant passer d&’(y) a (X, ).
{y:14x'2+y'/2 p (y)axy)

3) Montrer que l'axe des y est une partie de I'enmiske Wi instable, et que celui-ci se réduit
finalement a I'axe des y.

X'=2X

Rappelons qué™ fait passer d’'un poini(y) a ', y) par .
pp q p poink(y) a &', y') p {y‘=14x2+y/2



Sous l'effet d& ™, un pointM (0, y) de 'axe dey est transformé en point () avecy = y/2. Par
itérations successives, les ordonnées sont divis#ed a chaque fois, on en déduit €0, y) tend
vers 0 poum infini. Tous les points de I'axe des y appartiarntn& I'ensemble Wi. Mais existe-t-il
d’autres points appartenant aus8Va Tout point qui n'est pas sudy) a une abscissenon nulle.
Sous l'effet d&f ™, on ax’ = 2x, et par itérations successives, les abscissedattubchaque fois, et
augmentent indéfiniment. Aucun point d’abscisse nolke ne peut avoir sa trajectoire qui converge
versO. L'ensemblé\; se réduit a I'axe des On a bien trouvé une courbe lisse.

4) Considérer une parabole d’équation y =*ajont le sommet est l'origine et 'axe celui des vy.
Trouver a de fagcon que cette parabole reste globate invariante sous l'effet de I'application f. En
déduire que cette parabole est une partie de I'evide Ws.

Prenons un pointx(y) sur la parabole d’équation= a X. Imposons que son image,(y) par f

reste sur cette parabole, sgit a X’ 2
Y- 7x =ax’ /4, y=(7/2 +a/8) ¥* , d’'ou a= 7/2 +al8,a = 4.

La parabole d’équation = 4 X’ reste globalement invariante sous I'effetfdBrenons un poiril
sur cette parabole. Sous l'effet répétéfdeabscisse des images successiveddest chaque fois
divisée par 2, puisqueé = x/2. La trajectoire du poiri¥l sur la parabole converge vers le pdntLa
parabole constitue une partie de I'ensenvidle

5) Vérifier que l'intérieur de cette parabole esblgalement invariant, et I'extérieur aussi. Montrer
gue tout point strictement intérieur possede uagettoire qui ne converge pas vers O, et de méme
pour tout point extérieur. En déduire que la paribimrme tout I'ensemble W

Un point , y) intérieur & la parabole est tel que 4% Son imagexX, y') doit vérifier :

14X 2 +y/[2 < 16X2 soity < 4 X2,

L’intérieur de la parabole reste globalement irevatrj et I'extérieur aussi, pour les mémes raisons.
Cela vaut aussi bien en faisant jofieu f . Prenons maintenant un poMtd’abscisse et d’ordonnée
strictement positives, situé a l'intérieur de laghele. Son abscisse est divisée par 2 sous et
Sous l'action répétée del'abscisse des points images tend vers 0, mais ah &’ ~ 2y, le terme -7
x* devenant négligeable, et I'ordonnée a tendanceudler, ce qui empéche la trajectoire Mede
converger ver®. Pour des raisons de symétrie évidente, il erdesnéme si I'on prend un point
d’abscisse négative, toujours a l'intérieur ayec 0. De méme, un point d'abscisse strictement
positive et extérieur a la parabole a son absgssdouble a chaque pas sous I'effetf de ll ne peut
pas converger ver3. L'ensemblél; est constitué par tous les points de la parabole.

o / 4
7 i

Figure 8: Morceaux de trajectoires autour du point fixgpénpolique, avec ses courbes stable et
instable (parabole et droiteh rouge

Si les deux exemples que nous venons de traitetremngue les ensembl&¥; et W, sont des
courbes lisses dont on sait déterminer les équapan le calcul, il n’en est pas de méme en général
Les courbes stable et instable ne peuvent étrédasagu’en utilisant un ordinateur.



Comment construire les courbes stable et instableisordinateur

On commence par chercher un point hyperboligueinsi que ses vecteurs propres, par le calcul
ou a défaut par essais. Puis on prend une sucoealesioombreux points sur le vecteur propre dilatant
dans un voisinage trés petit Feget I'on détermine les trajectoires de chacunegepoints. Comme ces
points sont extrémement proches sur le petit segmenl'on a pris, leurs successeurs le sont aussi,
apres la premiére itération, et aussi pour legtitgms suivantes. Cela permet de voir apparaitre no
pas des points isolés mais une véritable courbieegjda courb&\. On fait de méme avec le vecteur
propre contractant de I'applicatidn mais en faisant jouer I'application inversé&, ce qui permet
d’obtenir la courb&\L.

4) Cas particulier d’une application conservant lesires et
I'orientation

Comment trouver une selle et ses vecteurs propmedepcalcul, dans le cas ou I'application f
conserve les aires et I'orientation ? En supposaet ce point fixe est a I'origin®, I'application
S’écrit :

{x'z (% y) _ _ . o

avec fy(0,0) =1,(0,0) = 0. Au voisinage de ce point fixe, on prdadforme

y'=f(x )

linéariséex’ = Ax, oux etx’ sont les vecteurs colonnesy) et ', y') et A la matrice de I'application
linéaire associée. La conservation des aires &bdentation implique que le déterminant de [A|,
soit égal a 1. Les vecteurs propres senels queA x = 4 x avecd qui est la valeur propre
correspondante, vérifianA |- 11| = 0. Avec A = 1, cela donne I'équation caractéristique quieest
vérifier les valeurs propresi? —TA + 1 = 0,T étant la trace de la matrice, c’est-a-dire la sendes
deux éléments de sa premiére diagonale. On entdégldieux valeurs propres :

=%(T +/ T2 —-4)et le produit des deux valeurs propres vaut 1. Gtindue deux cas, en dehors

du cas exceptionnel du= 2 avec les deux valeurs propres confondues :

» soit les deux valeurs propres sont réelles, lealsuvs absolues étant de part et d’autre de 1,
d’ou un point hyperbolique (ou selle)

* soit elles sont complexes et conjuguées, de maduét I'on a un point elliptique (ou centre
ou tourbillon).

Ainsi, selon queT]| > 2 ou T| < 2, on a soit une selle soit un centre. Il n'ypas d'autres
possibilités.

Exercice 6 : Bijection de Hénon

Il s'agit de I'application faisant passer d’'un poifx, y) a un point (x’, y’) telle que :
X'= xcosa—( y—>3) sina
avec a angle compris entre 02(0 < a <x)
y'=xsin a+( y— >3) cosa

1) Montrer que cette application conserve les agtBorientation.

. . . . |cosa+ X sina - Si . R . .
Prenons le déterminant jacobien : =1. Etant égal a 1 quel que soit le point
sina—2xcosa cos

(x, y) qu'on prenne, l'application ainsi linéarisée cemng les aires et l'orientation. Il s’ensuit
notamment que sous l'effet répété de cette apitat partir d’un point, la trajectoire obtenuepsit
pas converger vers un attracteur.
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2) Montrer que cette application possede deux pdires, I'un étant un point elliptique, I'autre un
point hyperbolique.

Il s’agit de chercherx(y) vérifiant le systeme :
{xz xcosa- (y— X )sina

y=xsina+ (y- >3)cosa

La premiére équation donne= x* — x tan a/2. Par substitution dans la deuxiéme équation, on
trouvex® = 2x tana/2. D’oll les deux points fixe®(0, 0) etA(2 tana/2, 2 tar a/2).

Au voisinage deO, l'application linéarisée (en négligeant les tesnui second degré) devient
X'= Xxcosa— ysina
{y'z Xsina+ ycosa
Il s’agit d’une rotation autour d®, d’anglea, d’ou la formation de trajectoires d’'allure cilaiue
autour du poinO qui est un centre (ou point elliptique ou toudnil).

Pour le deuxieme point fixe, procédons a un chaegerde repére par translation, la nouvelle
origine étant A, grace a la formule de passage 2 tana/2 + X,y = 2 taf a/2 + Y. Dans ce nouveau
repére I'application s'écrit, apres avoir suppril@g termes constants qui sont nuls puisguest un
point fixe :

X'=x(cosa+ 4tan@ /2) sira ¥ X2 sira- Y sire

Y'= X(sina—- 4tan(a/2) sina » X cos+ Y cos
Au voisinage dé\, I'expression linéarisée s’écrit :

X'=x(cosa+ 4tan@ /2) sira ¥ Y sire

Y'= X(sina- 4tan(@/2) sinay Y cos

La traceT de la matrice associée est :
T =2 cosa+ 4 tanf/2) sina=2(1 — 2 sifa/2 + 4 sifa/2) = 2(1 + 2 siha/2). Il en découle que
T > 2, les valeurs propre%(Ti\/T2 —4)sont réelles et distinctes, I'une étant supérieurk et

l'autre inférieure a 1 (leur produit valant 1). peint A est une selle (ou point hyperbolique). Les
vecteurs propreg associés a chaque valeur prapmat pour coordonnées :
Xv = 1, yy = (cosa — 4 tan &2) sina—2) / sina.

3) En utilisant le fait que I'application H de Hémest la composée d’une rotation R et d’'une autre
application T, montrer que H est une bijectiongdéterminer la bijection réciproqueH

Comme la formule donnamt 'indique, on aH = RT (a lire de droite & gauche), en commencant
par faireT faisant passer de,(y) & (i, y1) par :x, = X, ety; =y —x, suivie de la rotatioR de centred
et d’anglea. L'applicationT est inversible, aveT" telle quex = x et y’ = y +x°. On en déduit quil
estinversible, aveld™ = T* R™.

4) Montrer que H = R* STS, ou S est la réflexion d’axe (OA).

H!=T!'R'=R'R T'/R’=R*(R T'RY. A son tourR est le produit de la réflexicd’axe ©OX)
suivie de la réflexiors d’axe OA), puisque I'angle d®x avecOA esta/2 : R =Ss

R T'R'=Ss T'sS Montrons ques T's = T:
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= -1 Xy = ' =
(ijﬂ(xl XJDEE—L 277 Dﬁq()‘( )&jetl’onabienx’:x,y’zy—xz.
y y=-y Yo = Vit % =-%

Alors R T'R'=S TSetH'=R'(STS.

5) Soit P et Q deux points symétriques par rappd®A). Montrer que H(P) = Q). En déduire
gue les trajectoires présentent une symeétrie pppoat a (OA).

Soit le pointP; tel queP; = T(P) et Q, tel queQ; = ST$Q). Montrons queP; et Q; sont aussi
symeétriques par rapport @4) :

AvecQ, =S T Q)

S(Q)=TS(Q) =TS IP) =T(P) =P..

Il reste & montrer qu'aveR, et Q, symétriques, les poin® =R (Py) etQ’ = R* (Q,) sont aussi
symétriques figure 9. Utilisons le fait que S R S= R* puisque la conjuguée de la rotatiBrsous
I'effet de Sest la rotation de méme centre et d’angle opposéréduit que :

Q =R*(Q) =SR SQ) =S R(P,) =S(P).

o
Figure 9 : Symétrie des trajectoire®; = H(P) etQ = H(Q’).

A partir de deux pointd et Q symétriques par rapport ®A), considérons maintenant la
trajectoire partielle du poiR sous I'effet deH, soitP, H(P), H*(P), ..., jusqu’aH"(P), ainsi que celle
du pointU = H™(Q), soitU, H(U), H*(U), ..., jusqu’aH"(U) = Q. Les points de ces deux trajectoires
sont symétriques, méme si leur parcours se fatan inverse.

6) Programmer le tracé de nombreuses trajectoipesir diverses valeurs du parametre a.

Pour avoir les trajectoires, nous avons pris comuoiats de départ des points situés <) en
prenant leurs images sous l'effet répété de latigjeH, ainsi que de son inversE', pour couvrir un
grand nombre de trajectoirefiggre 19. Comme prévu, on observe des courbes de forralaire
concentriques autour d& A la périphérie, on note aussi la présence dsutrbites elliptiques autour
d’un cycle de points, séparés par un cycle de pbiypperboliques, comme une guirlande.
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Figure 10: A gauchetrajectoires obtenues poa = 1,32,a droite grossissement d'un des ci
points hyperboliques de la guirlan

7) Programmer le tracé de la courbe stable etadedurbe instable du point hyperboliqu.

Il suffit de placer le point fixiA, et de prendre deux points trés proches dar le vecteur propre
concerné, soil\; etA,. Puis en partant cN points situés entrd; etA,, on dessine leurs trajectoirce
gui donne les courbes stable et inst. Dans la partie de programme suivante, on a seutedonne
la construction de laourbe instable, celle de la courbe stable étaadbgune (figure 17).

pfx=2.*tan(alpha/2.); pfy=2.*tan(alpha/2.)*tan(aly'2.) /** point fixe A */
filldisc(xorig+zoom*pfx,yorigzoom*pfy,5,black);
[** valeurs propres et vecteurs propres
11=1.+2.*sin(alpha/2.)*sin(alpha/2.)+2.*sin(alphg/3qrt(1.+sin(alpha/2.)*sin(alpha/2.
[2=1.+2.*sin(alpha/2.)*sin(alpha/-2.*sin(alpha/2.)*sqrt(1.+sin(alpha/2.)*sin(alphg}):
vux=1.; vuy=(cos(alpha)+4.*sin(alpha)*tan(alpha-I1)/sin(alpha);
vsx=1.; vsy=(cos(alpha)+4.*sin(alpha)*tan(alpha-12)/sin(alpha);
/** courbe instable */
x1=pfx-vux/300000.; y1=pfyuy/300000. /** premier point Alsur le vecteur propre
x=x1;y=yl; y=yx*x;newx=cos(alpha)*-sin(alpha)*y;y=sin(alpha)*x+cos(alpha)*y;
X2=newx;y2=y; [** deuxieéme poinA2 sur le vecteur propre */

for(k=0;k<N;k++) /** trajectories issues de N points situés entred A2 */
{ xinit=pfx+k*(x2-x1)/(double)N; yinit=pfy+k*(yzy1)/(double)N;
X=Xinit;y=yinit;
for(i=0;i<30;i++)
{ y=yx*x;newx=cos(alpha)*-sin(alpha)*y;y=sin(alpha)*x+cos(alpha)*y;x=nev
if (xorig+zoom*x <800 && xorig+zoom*x >0 && yori-zoom*y<600 && yori¢-zoom*y>0)
putpixel(xorig+zoom*x,yori-zoom*y,blue);

}

linewithwidth(xorig+zoom*pfx,yori-zoom*pfy, /** dessin des vecteurs propres
xorig+zoom*(pfx+vsx/10.),yori-zoom*(pfy+vsy/10.),2,black);
linewithwidth(xorig+zoom*pfx,yori-zoom*pfy,
xorig+zoom*(pfx+vux/3.),yori-zoom* (pfy+vuy/3.),2,black);
linewithwidth(xorig+zoom*pfx,yori-zoom*pfy,
xorig+zoom*(pfx-vsx/10.),yorig-zoom*(pfy-vsy/10.),2,black);
linewithwidth(xorig+zoom*pfx,yoig-zoom*pfy,
xorig+zoom*(pf-vux/3.),yorig-zoom* (pfy-vuy/3.),2,black);
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Figure 11 : Courbe stable en rouge et courbe instable anibéies du point hyperboliqée avec
ses deux vecteurs propres en noir, @oarl,3

8) Tracer les courbes stable et instable d’'un deq points hyperboliques

En prenant = 1,32843, on commence par déterminer expérimameait un des points fixes sous
I'effet de H>, puis on trace les courbes instable et stdlgare 19. On constate que la courbe stable
d’'un des points hyperboliques est la courbe inetahl point hyperbolique suivant, et vice versa.
Finalement, a cause de la présence d’'un nombreirimpapoints fixes, la courbe stable se confond
avec la courbe instable.

Figure 12: Courbes stable et instable des cing points ngligues, la courbe stable de I'un étant
instable pour le suivant.

5) Points homoclines et hétéroclines

On est toujours dans le contexte ou l'applicatiggrésente un point hyperbolique, ce qui nous
conduit a préciser les propriétés des courbesestthinstableN; et W. Ce qui vaut pour l'une vaut
pour l'autre, car appliquéra 'uneW, revient & appliquer™ a 'autreW..

« Une courbe instable (ou stable) ne peut pas seupeco car s'il existait un tel point
d’intersection, il aurait deux images distinctesisd'effet def, ce qui est contraire a la notion
d’application figure 13.
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Wi

Figure 13: Les deux images distinctaseta” du point fixe hyperbolique, séparées par celte
deb

« Il peut arriver que la courbe instable d’'un poirefsoit la courbe stable d’'un autre point fixe,
ou encore que la courbe instable d'un point fixe@&onde avec la courbe stable de ce méme point.
Nous avons vu cela pour les cing points hyperbekqie la bijection de Hénon (&fyure 123. Mais le
cas le plus courant est celui ou la courbe instdhie point fixe coupe la courbe stable de ce méme
point, ou d'un autre point fixe. Un point d’intecs®n entre les courbe stable et instable d’'un méme
point fixe est appelé point homocline. Un poinintdirsection entre la courbe instable d'un poing fix
et la courbe stable d’un autre point fixe est appeint hétéroclinfiure 14.

point hétérocline

point homocling

Figure 14: Deux points fixes hyperboliques avec un poinhtdrsection homocline et un point
hétérocline

* Lorsqgu'il existe un point homoclinel (ou hétérocline), il en existe une infinité. Eregf ce
point est a l'intersection des courbes stablesalrie qui sont globalement invariantes sous Keféd
et def . Les successeurs #e f(H), f (H), etc. sont donc aussi des points d'intersectimmdrclines,
ainsi que ses antécédeht§H), f *(H), etc. Cela fait une double infinité de pointspeergeant vers le
point fixe sur I'une et l'autre courbe.

» Dans le cas ou I'application conserve les aird®gentation, entre deux points homoclines
existe un ensemble dense de points homoclines. IBowgrifier, raisonnons par I'absurde. Prenons
deux points homoclines successifs a distance faag x et f(x), avec une aire fini& & partir d’eux
entre les bouts de courbes stable et instdigigré 15. En prenant les images successives de ces deux
points et de l'aires, les aires restent les mémes et de méme oriemtati@lles ne s’imbriquent pas les
unes dans les autres. On obtient une infinité daces finies confinées dans un espace fini. C'est
impossible. Nous sommes donc en présence de deusesoqui s’entrelacent a l'infini en faisant une
infinité de zigzags a l'intérieur de leurs zigzagsest le signe d'une dynamique complexe, qui
fascinait déja H. Poincaré dans les années 196@ud découvrit ce phénomene : « Ces intersestion
forment une sorte de treillis, de tissu, de réseaunilles infiniment serrées : chacune de ces esurb
ne doit jamais se recouper elle-méme, mais ellesgoieplier elle-méme d’une maniere trés complexe
pour venir couper une infinité de fois toutes lesli®s du réseau. »

* Remarquons que dans le cas de deux points fixesrbgliques, la courbe stable de I'un ne peut pas
couper la courbe stable de l'autre (ni la courbstaible de I'un celle de l'autre). En effet les imag
successives de ce point d'intersection fp@u f %) devraient se rapprocher infiniment prés a la ésd’un
des points fixes et de I'autre, ce qui est impdssib
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Figure 15: Courbes stable et instable d’'un point hyperh@icavec leurs intersections homoclines

+ Dans le cas général, la présence de points horegcliars de la coupure franche entre les
courbes stable et instable, impose I'existence glutnomeéne de fer a cheval, du style application du
boulanger ou étirement-pliage de Hénon, comme udisur lafigure 16 De la découlent que les
trajectoires sont chaotiques. L'intersection desirlses stable et instable est le révélateur d'un
mouvement chaotique.

£1(s
($) fIth'(SO)

S| [ P S0
/ hN

£IS)

Figure 16: Transformation d’'un carré entourant le poineftyyperbolique, sous l'effet répéte fde
ou de son inverse. En partant ge=$ ™" (S,), on obtienf " "(S) =f"(S) au bout dan + n’ itérations

Exercice 7 : le chat d’Arnold

Il s’agit de I'application f de [0 1] dans [0 1[ faant passer d’un point (x, y) au point (X', y)rpa
x'=x+y []]
y'=x+2y[]

modulo 1 fait perdre son caractére linéaire a I'éipption. Tout ce qui sort du carré de coté [0 He
remis a I'intérieur du carré (figure 17).

: . 11 . . .
avec pour matrice sous-jacente= (l 2}, mais le fait de ramener les résultats

1) Montrer que cette application a pour point fix@ique I'origine O du repére.

Un point fixe §, y) doit vérifier :x + k = x + yety + k' = x + 2y, aveck etk’ entiers, ce qui
imposey = ketx = k' —k Avec 0<x < 1 et de méme poyr la seule possibilité egt=y = 0.

2) Montrer que O est un point hyperbolique et déieer ses courbes stable et instable.

Figure 17: Le carré unité est transformé en parallélogrampogs les morceaux qui sortent du
carré sont ramenés en son intérieur
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L'équation caractéristique s’éciit — 3. + 1 = 0, d’ou les deux valeurs propres :

_3x\5_ 25 , -
A _T_¢ ou ¢ '“.” Ces deux valeurs propres étant positives et degpafautre de 1, le

point O est un point hyperbolique. Les vecteurs propreésponr pente. — 1, Soitp’ — 1= ¢ et ¢ °

— 1 =—¢’. La courbe stabl®/; et la courbe instabM/ du pointO sont des droites de peniest ¢’,

mais le fait de les ramener modulo 1 les transfatmen une infinité de segments paralléles a
l'intérieur du carré. Comme leurs pentes sont ioratelles, elles ne passent par aucun point de
coordonnées rationnelles, excepté le p@intes deux courbes se coupent donc une infinitéoide
donnant des points homoclines, et entre deux phiotsoclines, il existe un ensemble dense de points
homoclinesfigure 18.

Figure 18: Quelques morceaux de la courbe stable en raude la courbe instable en noir. Leurs
points d’intersection sont les points homoclines

3) En utilisant I'application £, montrer I'existence de points hétéroclines.

2 3
La matrice associéef& est A = (3 5) Les points fixesy, y) doivent vérifier :

X +k=2x+ 3y ety + k' = 3x + 5y, soit en résolvant le systeme :
3k'- 4k
X=
5
_3k-k'
y_

5

Avec les contraintes imposées aty d’étre compris entre 0 et 1, on trouve quatre raux points
fixes, ® en plus deD qui reste point fixe, soit les points (2/5, 1/8)/5, 3/5), (4/5, 2/5), (3/5, 4/5), les
deux derniers étant les images des deux premierk pacause de leurs valeurs proprgset ¢’?,
toujours positives et de part et d’autre de 1, tmsspoints fixes sont hyperboliques. Sans avowibes
de faire le calcul, les directions des vecteurpra® doivent étre les mémes que celles obtenues pou
le pointO, sinon il y aurait intersections entre les couritebles de ces points. Par exemple, la courbe
stable du point (2/5, 1/5), de pent@'-passe par ce seul point de coordonnées rati@snat reste
parallele sans jamais étre confondue avec la catdiee du poin©, passant par le seul point (0, 0)
de coordonnées rationnelles. Puis en prenant labeostable d’'un des points fixes, et la courbe
instable d’'un autre point fixe, il existe une irfin de points d’intersection qui sont des points
hétéroclines.

®> Rappelons que les deux nombres d’or $&f1+\/f—5 etg'= V/5- 1 sjces nombres apparaissent, c'est
2 2
parce que la matrick est formée de nombres de Fibonacci successifs.
® Les contraintes imposéek &tk sont 0<— 4 + 3k’ <5 et 0<3k -k <5, ce qui oblige les points &
coordonnées entierek, (k) a étre situés a l'intérieur d'un parallélogrammndélimité par les droites

d’équationy =4/3x, y=4/3x+5/3,y=3%, y=3x-5.
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Exercice 8 : Attracteur de Hénon

Reprenons la transformation faisant passer d’'ump@t, y) au point (x’, y’) par :
{x‘ =1+ y-ax
y'=bx
1) Déterminer ses deux points fixes et montrer|qalagit de points hyperboliques dont on
précisera les vecteurs propres.

avec a et b donnés, a = 1,4 et b = 0,314 dans $egprasent.

o , o _ b-1++/A
En faisani’ = x ety’ = y, on trouve les deux points fixes, () : X; =2—, yi = b % avec
a
A:(l—b)2 +4a (> 0). La linéarisation de la transformation au voismalgs points fixes conduit a
L (X (TZaxe L)XYo L
I'écriture matricielle v = b oll v . L’équation caractéristique s’écrit :

A?+2ax A-b=0, ce qui donne les valeurs proprds —ax; *./a » + b. On vérifie par le

calcul que les valeurs propres sont en valeur absié part et d’autre de 1. On obtient deux points
hyperboliques. Comme les vecteurs propres vérii¥nt 1Y, leur pente edi/ 4.

2) Déterminer la transformation inverse, ce quirpettra de construire ultérieurement la courbe
stable des points hyperboliques

L'inversion des formules permet d’avok;, /) par rapport ax, y') :

x—ly‘

b

1 a )
y=X+F y-1

3) Tracer sur ordinateur les courbes stable etabkt des deux points fixes. Que constate-t-on ?

Les résultats précédents permettent de dessingeles points fixes avec leurs vecteurs propres,
ainsi que les courbes stable et instable assoc¥esonstate que les deux courbes instables des deu
points fixes, qui ne peuvent pas se couper, vienuernes deux se coller sur I'attractefiggre 19.
D’autre part, la courbe stable de I'un des poiiked constitue la frontiére du bassin d’attractiten
I'attracteur, tandis que la courbe stable de lawigzague de facon envahissante dans le bassin
d’attraction, en recoupant la courbe stable deaiet ffixe, ainsi que celle de l'autre, d’ou les misi
homoclines et hétéroclines.
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Figure 19: Attracteur de Hénon poar= 1,4 etb = 0,314,a gauche courbes stablee( rougé et
instable én bleg d’'un des deux points fixe&a,droite courbe stable et instable du deuxieme point fixe,
la courbe stablesf rouge étant la frontiere du bassin d’attracti@m (blang

6) Les phénomeénes de crise et le lemme lambda

On dit qu’il se produit une crise lorsque I'attewt change brutalement de forme pour une Iégeére
variation des parameétres. C’est ce que nous aliserger dans les exemples qui suivent. Cela
s’explique grace a un théoréme, appelé le lemmbdam

Ce théoréme montre pourquoi il arrive que la couniséable et I'attracteur soient collés I'un sur
l'autre. Il indique en effet que si une courbéraverse la courbe stable d’'un point hyperbolicaes,
itérés successifs (L), f 4L), etc. viennent se plaquer sur la courbe instadd@s sa globalité. Il
s’ensuit qu’en prenant les points ldelans le bassin d’attraction ou se trouve la courb@ble, leurs
itérés convergent vers l'attracteur, tout en versntoller sur la courbe instable. On assiste a ce
phénomeéne sur ldgures 19 et 2hotamment, lorsque la courben’est autre que I'attracteur.

Exercice 9 : Variante de I'attracteur de Hénon

Prenons I'application de Hénon sous une forme sabibla la précédente :
{x' =a- ¥ + by
y'=x
1) Faire varier le paramétre a de 1,3 a 1,5. Cotstague le bassin d’attraction passe d’une
frontiere lisse a une frontiére fractale feuillet&ourquoi ?

mais maintenant avec b = — 0,3

Pour ces valeurs du parameseon commence par constater que l'attracteur efstitréd un cycle
de deux points. Il existe aussi deux points fixggehnboliques, dont I'un est situé entre le cycls de
deux points de l'attracteur, et dont I'autre estlaufrontiére du bassin d’'attraction. C’est lec&ales
courbes stables et instables des deux points hgigrbs qui permet de comprendre le changement de
forme du bassin d'attraction. La courbe instablegptemier point fixe relie le cycle attracteur, tend
gue la courbe stable parcourt le bassin d'attractd cela pour les deux valeurs ae 1,3 puis 1,5
(figure 20 a gauche Mais c’est le deuxiéme point fixe qui crée leasbement. Sa courbe instable
décrit la frontiére du bassin d’attraction, maisupa = 1,3 sa courbe stable ne coupe pas la courbe

” M. Hénon a plutét étudié le cas blest de I'ordre de + 0,3. Le chs= - 0,3 est d(i notamment & J.
Yorke.
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instable, tandis que poar= 1,5, elle la coupe, et c'est la présence detpdiomoclines, signes de
chaos, qui va de pair avec la structure feuillpréze par le bassin d’attraction.

S/ w | [ h SRR T 1| fil VAR

Figure 20: Passage da = 1,3en haut aa =1,5en bas le bassin d’attractionef blang étant
délimité par une courbe lisse dans le premier eagpar une courbe fractale feuilletée dans le
deuxieme. Les deux points fixes hyperboliques sgmtésentés par de gros points. L'attracteur est un
cycle de deux points, que relie la courbe instdete ble) d'un point fixe f{igures de gauche sa
courbe stableepn rougé se développant dans le bassin d'attraction. &figures de droites’ajoutent
la courbe instableef ble) du deuxiéme point fixe, et sa courbe stable 1foif) frontiere du bassin
d’attraction.En hautces deux courbes sont proches mais ne se cowggrnhbas elles se coupent.

2) Faire maintenant passer le paramétre a de 208 2Que se passe-t-il ?

Poura = 2, l'attracteur est formé de deux morceaux detw®, tandis que poar= 2,05 I'attracteur
est d'un seul tenant. Cette modification quali@tilans la continuité et les dimensions de I'atinarct
s’explique par le changement dans les courbesestbhstable du premier point fixe, le deuxiéme —
celui situé sur la frontiere— n'ayant pas d’inflaerdans le cas présent. Dans le premier cas, theou
stable et la courbe instable du premier point figese coupent pas, tandis que dans le deuxiénse elle
se coupent, avec la présence de points homoclines.
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Figure 21: En hautpoura = 2, en bas poux = 2,05. Ledigures de gauchenontrent I'attracteur
(en noif) dans le bassin d'attractioer( blang. Lesfigures de droitemontrent les deux points fixes
hyperboliques, avec la courbe stalda (ougé et la courbe instable bley) de I'un des points fixes.
Les deux courbes sont tres proches dans le presersans pour autant se couper. Elles se coupent
dans le deuxieme cas.

Exercice 10 : Crise pour l'attracteur d’'lkeda

Reprenons la fonction f dont I'action répétée dobetracteur d’lkeda. Elle s’écrit :

) avecT = 0,4 ——
y'=(0,9 sinT x+ (0,9 coT Yy 1+ %2 + y?

{x'=0,84+ (0,9 co¥ ¥- (0,9sil y A

1) Faire passer A de 7,1 a 7,4. Constater que rBateur voit soudain sa taille augmenter
fortement, la forme originelle laissant son empteiau sein de la forme agrandie. Du fait de ce saut
discontinu dans ses dimensions, on dit que 'atéacsubit une crise.

Les résultats obtenus sont donnés stiglae 22 L’attracteur est obtenu en partant du point §1, O
et en faisant quelques millions d'itérations.



21

Figure 22: Attracteur d’'lkeda pouA = 7,14 gaucheet pourA = 7,4a droite, avec une forme
intermédiaireau centre

2) Il s’agit maintenant de comprendre ce qui s'esbduit. Pour cela prendre = 7,1, et
déterminer expérimentalement un cycle fixecing points, en utilisant powela la fonction invers f-
! On almettra qu'il s’agit de points hyperboliqu et I'onprécisera expérimentaleint les directions
propres de I'un de ces points. On constatera qeepo@nts sont proches de I'attract.

L'un des cing paits du cycle fixe est (1,10..., —0,2417..), et les pentes des vecteurs pro|
sont 0,256 pour la courbe instable- 8,46 pour la courbe stabligre 23.

J ® B A il
Figure 23: Attracteur d’'lkeda pouA = 7,1, et son cycle fixe de cing points hyperbats. A droite
est ajoutée la courbe stalda rougr associée au cycle des points hyperboliques, I restan
dans la zone intermédiaire, sans contact aveaukdoecstable

3) Déterminer la fonctin inverse ™. Puis tracer sur ordinateur les courbes stablinstable d’un
des points du cycle fixe, ce qui donnera par la sméaotasion celles des autres points du cycle
constatera que la courbe instable ressemble a te’'agjoute a I'attracteu pour A = 7,1 lorsque I'ot
passe a A =7,4. Que s'ebpassé pendant la cri ?

La fonction inversef * qui permet de tracer la courbe stable est telld’quepasse dex, y) a ',
y) par :®

8 Pour trouver cette fonction inverse, on part deritére def en complexes :
A A

: gy (04—
e gou  z=2-084 00é84e WA et |42

remplacer dans la formule précédente pour ¢z par rapport &.

i (0,4~ , 2
2'=0,84+ 0,9z € Z‘O'ﬂ quil suffit de
0,9
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A = " etT=- 04—
y'=x%sinT+ y cosT 0,9 0,9 1+ %2+ y,?

{x =% CoST— y; sinT Aveck. = x-0,84 vy A

Que se passe-t-il pendant la crise ? Lorsque bnpetreA augmente, I'attracteur se rapproche du
cycle des cing points hyperboliques. Lorsque l&isioh a lieu, I'attracteur devient tangent a laidme
stable des points hyperboliques, qui sert de feoatau bassin d’'attraction de I'attracteur. Puis il
traverse la courbe stable, et |a se produit l&cEs vertu du lemme lambda, I'attracteur vient se
coller sur la courbe instable dans sa globaligestdimensions s’en trouvent multipliées.

Figure 24: Courbe instablen bleuissue d’'un des cing pointer{ noi) hyperboliques avec les
directions propres en ce point, et courbe stableouge

Exercice 11 : Bijection du troisieme degré

Considérons I'application faisant passer de (xayx’, y’) par
X'=y
y'=-bx+ dy- ¥

Posonsa=d-b-1.
1) Déterminer les points fixes suivant les valales.

avec b et d positifs.

lls vérifientx =y etx’ —ax = 0. On distingue deux cas :
~ Sia est négatif, il existe un seul point fixecy = 0.

. Sia est positif, il existe trois points fixex= 0 etx=++/a, avecy = x.

2) Montrer que pout a > 0 le point O est un poirefhyperbolique. Qu’en est-il des autres points
fixes ?
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Au voisinage du poinD, I'application linearisée s’écrE[X,J =( Ob 3}( Xj’
y - y

en négligeant le terme ed. L'équation caractéristique s'écrit> —dA +b=0. La fonction telle
quef(x) = x* —dx + b est représentée par une parabole tournée vessite®n constate quél) = -a
< 0, ce qui prouve que la courbe, qui possede angémeégative et une partie négative, coupe I'axe

desx en deux points, et qu'il existe deux valeurs pesméelles (le discriminam = d? - 4b est donc

positif). Les deux valeurs propres correspondamtbrsx/Z)/Z sont toutes deux positives puisque

leur somme et leur produit le sont. Avec le nonmbgtué entre elles, on en déduit que le pGimst
un point hyperboliqgue. Comme les vecteurs propegffienty = 1 x, ils ont pour pente les valeurs
propres.

Prenons maintenant les deux autres points f'wg,ersi\/a (etyo = Xo). Par changement de repére,

avec un de ces points comme nouvelle origine xsoit, + X, ety =y, + Y, et en négligeant les termes
de degré supérieurs a 1, on trouve la méme form&arisée au voisinage de ces points, soit:

Y -b D
DA +b = 0. La nature des points fixes dépend du disoamiit’ = D> — 4b et des valeurs absolues ou
des modules des valeurs propres.

X! 0 1) X L . . e 2
1= v/ avecD =d — 3. Les valeurs propres vérifient I'équation cardstigue A” —

3) Traiter les cas ou b = 0,2 et d variant de 2,2,8. Visualiser sur ordinateur l'attracteur
éventuel, le ou les bassins d'attraction, ainsi tpsecourbes stable et instable du point O.

On constate qua =d — 1,2 > 0, ce qui donne comme points fixes le pbyperboliqueO et les

deux points(i\/a,i\/a). Avec les notations utilisées précédemment, lersiua de 2,3 a 2,8D

varie de — 1 & — 2 et le discriminafitreste positif, d'ou I'existence de deux valeursyes réelles
pour ces deux points fixes, toutes deux négativks précisément on vérifie qfiel) =1 +D —b
passe du négatif au positif. Les deux valeurs ppommencent par étre toutes deux inférieures a 1
en valeur absolue, puis elles passent de partatrd’de 1. Les deux points commencent par étre des
puits attracteurs puis deviennent hyperboliquesusgeurs. Cela correspond a ce que I'on observe
expérimentalement. L’attracteur des trajectoiresd&bord formé des deux points fixes, puis devient
un conglomérat de points, puis il est formé de dbranches courbes, et devient finalement une
courbe feuilletée d’'un seul tenant, avant de daiprar pourd = 2,8 figure 25. Ici encore la courbe
stable du poinD constitue la frontiére entre les deux bassingrdetion et une partie de la courbe
instable se colle sur I'attracteur. Les courbeblstat instable commencent par ne pas se couper, pu
elles se coupent lorsquedépasse 2,6. Le passage de l'attracteur a denh®a a I'attracteur a une
branche a lieu poud = 2,7477, ce qui constitue une crise, et celeea liorsque la courbe stable
traverse I'attracteur, celui-ci venant alors séecaur toute la courbe instable.
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Figure 25-a: d = 2,4.A gauchd’attracteur formé des deux points fixes et lessli@s d’attraction
de ces deux points en bleu pale et en vert (legpoiuges ont leur trajectoire qui s’en va aifinf A
droite la courbe instable du poi@ hyperbolique en bleu, joignant les deux autresitpdixes, et la
courbe stable en noir qui se colle sur la frontds deux bassins d’attraction.

Figure 25-b: d = 2,7.A gauche’attracteur & deux branches et les bassins dt@ttm de chaque
brancheA droiteles courbes stable et instable du p@nen noir et en bleu.

Figure 25-c: d = 2,75.A gauchd’attracteur a une seule branche et son bassttrattion en bleu-
vert. A droite les courbes instable et stable du p@regn noir, la courbe instable se développant dans
le bassin d'attraction, et la courbe stable placuéd attracteur.

Programme :

/************-k**** baSSInS d‘attractlon *% *******-k*******/
for(xe=10;xe<790;xe++) for(ye=10;ye<590;ye++)
{ x0=(float)(xe-xorig)/zoom;y0=(float)(yorig-y&oom;
x=x0;y=y0;
for(i=0;i<500;i++)
{ oldx=x;x=y;y=-b*oldx+d*y-y*y*y;
if (x<-5 || x>5. || y<-5. || y>5.) { mixel(xe,ye,red);break;}
if (x<0.)putpixel(xe,ye,couleur[1]);lse putpixel(xe,ye,couleur[2]);

}



}
SDL_Flip(screen);

delta=d*d-4.*b; vpl=0.5*(d+sqrt(delta)); vp2=0(8tsqrt(delta))/* valeurs propres de O */

[¥*xxx - courbe instable de O *rxrrrkx/

/* on utilise 'application inverse: x = (dx-y’-%)/b, y = X’ */
for(x0=0.0001;x0<0.01;x0+=0.00001)

{

yO0=vp1*xO0;

x=x0;y=y0;

for(i=0;i<10000;i++)

{

oldx=x;x=y;y=-b*oldx+d*y-y*y*y; xe=xorig+zoom*x;yeyorig-zoom®*y;
if (x>-5 && x<5. && y>-5. && y<5.) putpixel(xe,ye,bue);
else break;

}

}
for(x0=-0.0001;x0>-0.01;x0-=0.00001)
{ yO=vp1*x0;
x=x0;y=y0;
for(i=0;i<10000;i++)
{ oldx=x;x=y;y=-b*oldx+d*y-y*y*y; xe=xorg+zoom*x;ye=yorig-zoom*y;
if (x>-5 && x<5. && y>-5. && y<5.) putpxel(xe,ye,blue);
else break;

}

}
SDL_Flip(screen);
[rrEkiicesk courbe stable de O *xxxrttrkek wxxkk
for(x0=0.00001;x0<0.005;x0+=0.0000000001)
{ yO=vp2*x0; x=x0;y=yO0;
for(i=0;i<10000;i++)

{ oldy=y;y=x;x=(d*x-x*x*x-0ldy)/b; xe=xorg+zoom*x; ye=yorig-zoom?*y;
if (xe>10 && xe<790 && ye>10 && ye<590putpixel(xe,ye,black);
else break;

}

}
for(x0=-0.00001;x0>-0.005;x0-=0.0000000001)

{ yO=vp2*x0;  x=x0;y=yO0;
for(i=0;i<10000;i++)
{ oldy=y;y=x;x=(d*x-x*x*x-oldy)/b; xe=xoifg+zoom*x;ye=yorig-zoom?*y;
if (xe>10 && xe<790 && ye>10 && ye<59Q)utpixel(xe,ye,black);

else break;
}
}
SDL_Flip(screen);
/*************** attracteur * *% * * *%* * /
for(x0=-3;x0<3.;x0+=0.2) for(y0=-1.;y0<1.;y0+=0.2)
{ x=x0;y=y0;

for(i=0; i<1000;i++)
{ oldx=x;x=y;y=-b*oldx+d*y-y*y*y; xe=xoig+z0oom*x;ye=yorig-zoom?*y;
if (x<-5 || x>5. || y<-5. || y>5.) bkea
if (i>900) {filldisc(xe,ye,1,black);}
}
}

4) Traiter le cas ou a < 0.

Lorsquea est négatif, le discriminant= d” — 4b peut étre positif ou négatif.
~ S'il est négatif, le poinD est un centre.
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« S'il est positif, il existe deux valeurs propréglies, et commg&1) = -a > 0, le nombre 1 est en
dehors de l'intervalle des racinesf@e = x* —dx + b. Comme le centre de cet intervalle @& on en
déduit que poud/2 > 1, les deux valeurs propres sont toutes depg&rgeures a 1, et le poiBtest une
source, tandis que podf2 < 1, elles sont toutes deux inférieures a 1lositives, le pointO est
attracteur.

5) Etudier expérimentalement le cas ou b = 1 earibble.

Remarquons gu’au voisinage des points fixes, lerdéhant des matrices précédemment trouvées
est égal & 1. On est dans le cas ou l'applicatmmserve les aires et l'orientation. Il n'y a pas
d’attracteur pour les trajectoires. D'autre @artd — 2, on distingue deux cas :

.pourd<2,a<0,etd=d°-4b=d°-4<0, le poinD est un centre, avec des trajectoires de
forme elliptique autour de lufigure 26.

. pourd > 2,a> 0, le pointO est hyperbolique, et il existe deux autres pdints (car4’ = D? —
4b > 0 pourd > 2), et I'on constate expérimentalement qu'ilgitale centresfigure 27 a gauche
Lorsque d augmente, les courbes stable et instbfmint hyperbolique O ont d’abord une forme de
huit, puis elles s'épaississent pour donne une stetbobine de fil en forme de huit, puis elles se
détachent de plus en plus en prenant des formeagagtes dans deux directions orthogondigsré
27 a droite.

Figure 26: pourd < 2, le pointO est un centreDe gauche a droited = 1,2,d=1,5,d= 1,8,
d =1,95 avec en vert le bassin d'attraction
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Figure 27: pourd > 2, le pointO est hyperboliqueA gauchele bassin d’attractioref verj des
deux points fixes qui sont des centragjroite les courbes stable (en rouge) et instable (en) lleu
point O, pour les valeurs successivesdded = 2,1,d = 2,32,d = 2,35,d = 2,5,d = 3,4. Les deux
courbes sont confondues pali= 2,1 avec une forme en huit, puis s’épaissispent ressembler a
une bobine de fil, puis se séparent progressivement

Exercice 12 : Une variante de I'application standh?

Considérons I'application telle que :
{x'= x+y [27]

avec k donné >1
y'=0,5y- kcosx+ y)

° L'application standard sera étudiée plus tardr(erercice 1R
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1) Déterminer les points fixekans la zone ou y est compris entreetr.

Un point fixe §, y) vérifie x = x +y [2z], ce qui donng/ =0 pour y compris entr—z etz, ce qui
entraine cog = 0, soitx = z/2 oux = 37/2 avecy = 0. IL y a deux points fixes.

2) Montrer que lI'un des points fixes est hyperhatiget faire le programme pour visualiser
courbes stable et instable.

Prenons le point(2, 0), et penons ce point comme origine d’un noaueepére, avec la formt
de passagex=x/2 + X ety =Y (et de méme polx ety’). L'application s’écrit maintena :

X'=X+Y [27]

X'=X+Y [27]
Y'=kX+(0,5+ kY

) d’ou sa forme linéarisé
Y'=0,5Y+ ksin(X+Y)

L’équation caractéristique ei®> — (1,5 +k)4 + 0,5, dont le discriminamk = k* + 3k + 0,25 est

positif (rappelons quk > 1). 1l existe toujours deux valeurs propres réel = 0,5 (1,5 +k +JA ), qui
sont toutes deux positives (grace a la somme et@luit des racines). D’autre part le trin6f(x) =
X2 — (1,5 +k)x + 0,5 est tel qu&l) =- k< 0, ce qui entraine que les deux valeurs propmesde par
et d'autre de 1. Cela prouve que oint fixe (z/2, 0) est hyperboliqueses vecteurs propres étant
les droites de pente— 1. Ces renseignements permettent de tracer lebepagtable et instable de
point (figure 2§. Notons que I'application inverse, indispensaldarpracer lecourbe stable est tel
que & Y) — (X, y) avec :y' = 2(y + k cosx) etx = x -y [2x].
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Figure 28: Courbe stable en rouge et courbe instable endhigoint fixe £/2, 0)

3) Etudier l'autre point fixe. Vérifier qu’'il chargde nature de part et d’autre de k = 3 et visualis
ses courbes stable et instable lorsqu’il est hypkge.

Par linéarisation au voisinage du point fixe/@3 0), I'application devient :

X'= X+Y
Y'=-k X+(0,5- K)Y

L’équation caractéristique egfl) = 0 aveay(x) =x° — (1,5 —K)x + 0,5. Son discriminant egt= kK’
— 3+ 0,25. Avedk > 1, il est négatif pouk < 2,9 et positif pouk > 2,9.

« Pourk < 2,9, les deux valeurs propres sont complexesugogies, de module 1/2. Le point fixe
est un puits attracteur, le mouvement se faisasp@ale autour de lui. On peut le vérifier sufi¢mre
28 pourk = 1,3 etk = 2,3, ou la courbe instable du premier point {2, 0) vient s’enrouler autour
de lui.

» Pourk > 2,9, les valeurs propres sont réelles, sb#O,S(l,S—ki\/Z} . Elles sont de méme

signe. La valeur propre négative la plus grandeadeur absolue a sa valeur absolue qui augmente
aveck, atteignant 1 pouk = 3.

- Lorsquek va de 2,9 a 3, on a toujours un puits attractesrdeux valeurs propres étant toutes
deux inférieures a 1 en valeur absolue.

- Pourk > 3, la valeur propre a sa valeur absolue quied#\supérieure a 1, tandis que l'autre a sa
valeur absolue qui reste inférieure a 1. Le paie est dorénavant hyperbolique, et I'on peut trace
ses courbes stable et instabiigure 29.

4) Préciser expérimentalement ce qui se passeuerkqaugmente au-dela de 3, et faire ressortir le
phénomeéne de crise.

Comme on l'a vu, lorsquke passe la frontieérk = 3, le point fixe (3/2, 0) devient instable, et I'on
constate que sa courbe instable converge vers ala dg deux points fixes stables. Puis lorsiue
augmente, on assiste a un processus de bifurcatiaies dédoublements, pour aboutir a la formation
d'un attracteur chaotique feuilleté. Le phénoméeecdse apparait lorsque Il'attracteur formé de
guelques petits traits courbegoif figure 29 pour k = 5,036se transforme brutalement en un
attracteur feuilleté beaucoup plus grand (comme keu5,3). La crise se produit pokide I'ordre de
5,036. Lorsque les petits morceaux de l'attractgandissent et coupent la courbe stable, 'atteaicte
vient se coller sur toute la courbe instable.
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k=53
Figure 29: Courbe stable en rouge et courbe instable enchleaoint hyperbolique @2, 0), avec
le développement de I'attracteur en noir

7) Guirlande de points elliptiques et hyperboliqueset théoreme KAM

Nous avons déja rencontré ce genre de phénomeeedaahijection de Hénon. Cela se généralise
aux bijections qui conservent les aires et I'oagioh, c’est-a-dire celles dont le déterminant ae |
matrice jacobienne vaut 1. On a vu que de tellpliGgtions peuvent posséder des points elliptiques
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(centres) ou des points hyperboliques (selles)t Tela va maintenant étre précisé sur I'exempleede
que I'on appelle I'application standafd.

Exercice 13 : Application standard

Il s’agit de la fonction f faisant passer du pofntt) au point (r', t') par :

r'=r +ksint [ 27
t'=t+r'  [27]
Elle peut étre visualisée en coordonnées polaiwasen coordonnées toriques (ou cycliques) dans
le repére t,r, les points (t, r) étant ramenés dangarré de cété2a cause du modulo.

1) Vérifier qu’il s'agit d’'une application conserméles aires et I'orientation, et déterminer ses
points fixes éventuels.

Prenons la matrice jacobienne :
(at Vot ot arj (1+k cog

or'/ot or'lor k cog

Lorsquek est nul, tous les points sont fixes. Mais plodifférent de 0, en faisant=r ett' = t, on
trouver = 0. L'origine O est le seul point fixe, et il s’agit d’'un centre.

ﬁ dont le déterminant est toujours égal a 1.

2) Traiter le cas particulier ou k = 0, en coorda¥es toriques. Veérifier que les trajectoires sous
I'effet répété de f, a partir des points initiaud, (o) sont sur des lignes horizontales avec rg= r
formées de points régulierement espacés ast une fraction dez2ou de tout un segment iz est
un nombre irrationnel.

Puisquer’ = r, I'ordonnéer reste constamment égalerg tandis quet suit une progression
arithmétique modulaire de raisof Lorsquery/2z est un nombrer rationnel (une fraction d’entielis),
trajectoire est formée d'une succession de po#tgslierement espacés, finissant par repasser la ou
elle est déja passée. Par contre, si 'on a un n@intationnel, les points occupent de fagon demse
segment horizontal.

3) Programmer pour obtenir des trajectoires dansrépére toriqgue pour k donné, en faisant
évoluer k a partir de O.

k=0.;
for(j=0;j<8;j++) /* huit étapes, a partir de k = 0, k augmentantdj2 a chaque étape */
{t=0,
for (ii=0;ii<=80;ii++)
{ r=(double)ii*deuxpi/80.; /* il s’agit de r0 initial */
for(i=0;i<5000;i++) /* trajectoire a partir du point (O, r0) */
{ r+=k*sin(t); while(r<0.) r+=deuxpihile(r>deuxpi) r-=deuxpi;
t+=r; ;while (t>deuxpi) t-=deuxpiwhile(t<0.) t+=deuxpi;
putpixel(5+30.*t+200.*(j%4), 5+3b6+247.*((j/4)%2),black);
}

}
SDL_Flip(screen);
k+=0.2;

}

Lorsquek augmente, on constate que les trajectoires, iggw# au départ polr= 0, commencent
par se courber, puis viennent s'ajouter des trajjexst de forme ovale. Entre celles-ci s'intercalded

10 Cette fonction, baptisée ainsi par E. Chirikovi®T9, doit son nom au fait qu’elle peut modéliser d
nombreux phénomenes : rebonds d’une balle sur lag@é vibrante, chaine linéaire d’atomes placés dan
champ de force périodique, systéemes magnétiquéestatdans la fusion du plasma, etc.
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points hyperboliques, formant une guirlande de tsaitliptiques et hyperboliques. Puis apparaissent
des zones chaotiques ou les trajectoires se d@pgeRinalement quelques Tlots de stabilité sudusist
dans une mer de chadg(re 30.

Plus précisément, lorsqueaugmente légerement a partir de 0, on constatdegutrajectoires
rectilignes au départ, se transforment en lignegbas, puis certaines sont remplacées par une
guirlande de points elliptiques et hyperboliquess llignes courbes qui se maintiennent, signe de
stabilité du systéme sous l'effet de faibles pédtions, sont appelées courbes de KAM, du nom des
trois auteurs d’'un théoréme remarquable a ce sijelmogorov, Arnold, Moser. Par contre, quand
ces courbes laissent place a des formes elliptiquepire encore a des surfaces chaotiques, on dit
gu'il y a destruction des courbes de KAM. C’estjldapparaissent les guirlandes de points ellipgque
et hyperboliques en alternance.

Figure 30: Trajectoires obtenues pour huit valeurs suceessdek, a partir dek =0, k
augmentant de 0,2 a chaque étape

Commencons par reprendre le cas simpl&k a0, en nous placant maintenant en coordonnées
polaires,r correspondant au rayon vecteurf étant 'angle avec I'axe horizontal. Prenons urclee
dont le rayorR est une fraction dex2 R = (m/n) 2z. Il est clair que tout point de ce cercle a leszo
de sa trajectoire situés sur le cercle et retonipdus-méme au bout de itérations de la fonction
standard. Autrement dit, tout point de ce cercteéra@riant sous I'effet dé ". Par contre, tout point
voisin de ce cercle et situé a I'extérieur ne metvigas sur lui-méme au bout de n itérations, ibts’e
déplacé dans le sens direct, puistjuarie un peu plus dans ce cas. D’autre part, goirt voisin du
cercle et situé a l'intérieur se déplace, lui, di@nsens contraire (indirect, le sens des aigudlage
montre) sous I'effet dé" (figure 3). Il N’y a plus de point fixe dans un petit voiage entourant le
cercle de rayoR.
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Figure 31: Trois trajectoires a partir de points awes O : en noir celle d’'un point situé sur le
cercle de rayoR = (1/3) %, puisen rougecelle d’'un point voisin extérieur, eh bleucelle d’'un point
voisin intérieur

Donnons maintenant laune valeur non nulle mais voisine de 0. Le ceptlicédent de rayoR
n'est plus préservé par. Mais dans un petit voisinage, on peut admetteear continuité il existe
des points qui ont tendance tourner dans le seestdet d’autres dans le sens indirect, ce quaard
gu’on puisse trouver des points intermédiairesnguiournent pas, sous I'effet ié Cela signifie que
I'on a des points qui se déplacent radialemerafie), gardant un angteonstant, pour chaque valeur
det. Ces points forment une courbe fern@dont 'image sous I'effet di" est une courb€'.

Cela peut étre vérifié expérimentalement, gracpragramme suivant :

[* programme principal, avec notamment les varialtiet newrayon déclarées en global */
rayon=deuxpi*m/n; compteur=0¥ m et n de R = (m/n)22sont donnés, R étant ici rayon */

k=1.4;

t=0.; chercherpoints(rayon,0.5 ); SDL_Flip(screpaiise();

for(t=0.01;t<deuxpi;t+=0.005)

chercherpoints(newrayon,0.1); newrayon est déclaré en global */
circle(xorig,yorig,rayon*zoom,black); circle(xorigrig,2,black);

/* fonction cherchant pour chaque valeur de t lénp¢r,t) de C et son image (rr,tt) sur C' */
void chercherpoints(float r0, float deltar)
{ double x,y, r,tt,rplus,rmoins,rr,xdiff, yditgiff;
int i;
compteur++;
rplus=rO+deltar; rmoins=r0-deltar;
for(r=rmoins;r<=rplus;r+=0.0005)
{tt=t; rr=r;
for(i=0;i<n;i++)
{ rr+=k*sin(tt);while(rr>=deuxpi) r=deuxpi;while(rr<0.) rr+=deuxpi;
tt+=rr ; while(tt>=deuxpi) tt-=drpi; while (tt<0.) tt+=deuxpi;
}
tdiff=tt-t;
while (tdiff<0.) tdiff+=deuxpi; whilédiff>=deuxpi) tdiff-=deuxpi;
if (tdiff<0.01)
{ filldisc(xorig+zoom*r*cos(t),yorigoom*r*sin(t),2,blue);
filldisc(xorig+zoom*rr*cos(tt), y@-zoom*rr*sin(tt),2,red);
if (compteur%8==0)
{ line(xorig+zoom*r*cos(t),yarizoom*r*sin(t),
Xorig+zoom*rr*cog(itorig-zoom*rr*sin(tt),black);
}

newrayon=r;
break;
}
}
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On se donne un cercle de rayRr (M/n) 2z, dont on sait qu'il est invariant point par popdur
k = 0. Puis on se donne une valeurkdsisine, icik = 1,4, cette valeur relativement forte ayant pour
but de mieux faire ressortir le phénomeéne. On conwegar chercher un point pdur 0, de rayon
vecteur proche d®, et qui se déplace radialement sous I'effeff deC’est ce que fait la fonction
chercherpoints(rayon, 0,5jayon étantR, etdeltar = 0,5 indiquant qu’on cherche un point avec
compris entreR — 0,5 etR + 0,5. Ce point de la courli® dont le rayon vecteur est enregistré dans
newrayon est colorié en rouge, et son image fdaest en bleu. Puis on augment#un petit pas, ici
0,005, et I'on cherche un point desitué au voisinage donewrayondu point précédent, dans une
faible marge de variatiodeltar = 0,1, le rayon de ce point étant mis finalemearisthewrayon Et
I'on continue de faire varidrjusqu'a z. Les résultats obtenus sont donnés sfiglae 32

i

Figure 32: La courbeC en rouge et son imad@g en bleu, avec en arriére plan le cercle de rayon
R = (m/n) 2z en noir, pouk = 2/3,1/2 et 1/3 dgauche a droiteLe passage d’un point & son image est
dessiné sous la forme d’un petit trait radial eim.no

Que constate-t-on ? Comme I'application standargense les aires et I'orientation, les couries
et C' doivent se couper, et les surfaces comprise® defr deux s’égalisent de part et d’'autre. Cela
donne un nombre pair de points d’intersection,squit des points fixes poéif (nous ne prenons pas
en considération le cas exceptionnel ou les cowsbesent tangentes). De part et d'autre de chdeun
ces points, le déplacement radial est de sensab@ntD’autre part, du cété extérieur, le déplacgrae
se faire dans le sens direct et du c6té intériamsde sens indirect. Cela donne une alternance de
points elliptiques et hyperboliqueiglre 33.

Figure 33: Courbe<C etC', avec alternance de points elliptiques et hypkghbes

Plus précisément, pour I'applicatiéri, son nombre de points fixes est un multiple ded fait
gu’un point elliptique ne peut étre transformé fpgu’en un point elliptique et non hyperbolique. Tous
ces résultats avaient déja été compris par H. Badrdans un contexte plus général.

Finalement que s’est-il passé ? Tous les cerclésnreels de rayonnn) 2z qui restaient
globalement invariant sous I'effet €leet invariants point par point sous I'effetfddorsquek valait 0,
ne restent plus des courbes invariantes dek geeient différent de 0. Ils sont détruits, puisli@e
possede plus que des points fixes isolés, cewonndnt une guirlande alternée de points
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hyperboliques et elliptiques. Mais pour de faibladeurs dek, il existe des cercles irrationnels qui
sont préservés et restent des courbes ferméesrteide facon dense par les points sous l'effet de
I'itération def, ce que I'on appelle les courbes de KAM.

Ainsi des zones de stabilité demeurent autourat@ihe qui est le seul point fixe deCe qui se
passe autour du point fixe, centre fdse reproduit autour des centresfdeA leur tour les points
elliptiques def " développent dans leur voisinage des flots de lséabtandis que les points
hyperboliques avec leurs courbes stable et instabtdevétrées provoquent le chaos. Ces points
elliptiques def " sont a leur tour entourés de guirlandes de peitiftiques et hyperboliques associés
af"", dou une multitude de guirlandes se reproduigantautosimilarité. Lorsquie augmente, les
flots stables sont tour a tour détruits, au paifin chaos envahissant.

La préservation de zones de stabilité lorsqu’utesys censé chaotique est faiblement perturbé, se
retrouve dans des domaines variés, comme danssiénsy solaire, tout comme dans les jeux de
billard du style flipper.

8) Sections de Poincaré et points hyperboliques

Comme on I'a vu, les sections de Poincaré assodéase equation différentielle transforment
I'’écoulement continu des trajectoires en une rénue sur des points. Ce que nous avons fait dans le
exercices précédents vaut donc aussi pour lesossctle Poincaré d'équations différentielles. La
différence est que l'application sous-jacente,digispasser d’'un point & son successeur aprés un
intervalle de tempd, n'est pas connue explicitement. Les points fixesfois nombreux, ainsi que
leur nature, doivent étre déterminés expérimentfenCommencons par un cas simple.

Exercice 14 : Equation de Duffing

1) Commencons par prendre sa forme la plus sinaplec I'équation différentielle :

X" —x + x3= 0, dite équation du double tourbillon.

Déterminer les courbes stable et instable du pbymerbolique O dans la section de Poincaré, et
prouver qu’il s'agit bien de courbes. Programmer.

On a vu dans le chapitre précédent que I'orignest un point fixe hyperbolique avec des vecteurs
propres (1, 1) et (1, - 1) dans le plan de phase On sait déja que les séparatrices issues geine
ont une forme de huit. Si I'on prend une sectiorPdencaré des trajectoires avec une péribee2r
par exemple, les points situés au voisinag©dwir le vecteur propre dilatant (1, 1) vont dontes
trajectoires dont la section de Poincaré se re@daujours sur ce huit. Il en est de méme si l'art p
de points sur le vecteur contractant (1, -1) a tmmdd’aller en marche arriere grace a une varatit
du temps négative.

Comme I'on sait calculer 'équation de ce huir,agré la fonction potentié) = x/4 —x/2, on a la
confirmation que les points convergeant en marehateou en marche arriere vers le p@nftorment
bien une courbdifure 39.
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Figure 34: Courbes stable et instable O en rouge, confondues avec les séparatrices due
tourbillon.

2) Rajouter maintenant un petit frottemi en prenant'équation différentiell: :

X"+ 0,1x — x + x> = 0. Le point O reste un point fixe hyperbolique/'en connait la forme de
trajectoires, avec la présence de deux points etit@rs en spirale, dans le plan x Prendre une
section de Poincaré avecT 2x, et visualiser les courbes stable et instabledssdu point O. Qu
constate-t-on ?

Tout point du plan a une trajectoire qui est attivérs I'un ou I'autre des deux puits, ce qui dc
deux bassins d'attraction. La courbe instable datjO vient elle aussi s’enrouler sur chacun de
points, tandis que la courbe instable se plagudasfrontiére séparant les deux bassins d’attrau
(figure 35.

Figure 35: Courbe instable du point origine en bleu, et bewstable en rouge, avec enére plan
les deux bassins d’attraction en jaune et en rpéts

Le programme donnant la courbe instable est |aast :

for(x0=0.0001;x0<0.09;x0+=0.00C
{ x=x0;v=x0;dt=0.001; u=0.; vu=0.
for(i=0;i<50000;i++)

{ dv=(X-r*v-x*x*x)*dt;dx=0.5*(2.*v+dv)*dt; x+=dx;v+=dv;
oldu=u;dvu=*u*dt;du=0.5*(2.*vu+dvu)*dt;u+=du;vu+=dwvi
if (oldu*u<0.)

{ xe=xorig+zoom*x;ye=yori-zoom*v;
if (xe>0 && xe<800 && ye>0 && ye<600)
filldisc(xe,ye,1,blue’
}
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}

puis on fait de méme avec x0- 0,0001 a — 0,09.
Puis on recommence pour la courbe stable en predtant- 0,001.

3) Rajouter enfin un for¢cage périodique, erenant I'équation différentielle :

X"+ 0,2 X —x + X = ycos(1,2 t avecy = 0,1 puisy = 0,25. On s'inéresse a la section
Poincaré dans le temps avec T = / 1,2. Commencer paréterminer expérimentalement le pc
hyperbolique qui n’est plus exactement O, ainsi gg® directions propres. Puis tracer les cout

stable et instable.

Les résultats sont donnés sufigure 36

Figure 36: Courbe stable en rouge et instable en bleu duot pyperbolique, pour un forcay =
0,1a gaucheety = 0,25a droite

Exercice 15: Pendule amorti et forc

Il s’agit del’équation différentielle x”+ 0,2x + sin x = 2,505 t, et I'on s'intéresse aux sections
Poincaré dans le temps avec T z. Déterminer expérimentalement les courbes stablasttlble de

son point fixe hyperbolique.

On obtient le résultat donné suifigure 37

| Figure 37: Courbes stable et instable du pendule amortireé
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Exemple 3 : Billard circulaire, style flipper

On dispose d'un billard de forme circulaire, avet disque supplémentaire a l'intérieur, ou la
boule peut aussi rebondir. Le grand cercle a payonrR = 1, et le petit a pour rayan par exemple
= 0,5. La boule de billard est lancée a partir gdoimt de la bordure, ici le point (1, 0), avecaantain
angle : dans le programme, on se donne la peni&ene la ligne que va parcourir la boule.

Supposons d’'abord les deux cercles concentriquesx Bas se présentent.

Dans le premier cas, I'angle de départ est tellguytit cercle n’est pas touché, la boule ne cesse
de rebondir sur le grand cercle, toujours avec énmangle de rebond, et sa trajectoire est soit une
ligne polygonale fermée lorsque I'angle est unetioa de z, soit une ligne polygonale infinie dans
le cas d’'un angle irrationndigure 38.

Figure 38: a gauchela boule est lancée au point (1, 0) avec un aimjfial de n/5 (angle avec
I'horizontale), ce qui donne une trajectoire emferde décagone étoilé;droite I'angle initial n'est
pas une fraction der2et la trajectoire remplit une couronne circulaire

Chaque point de rebond sur le grand cercle a poardonnées (cds sird), sa position étant
caractérisée par cet angle En ce méme point, appelopsl'angle que fait la trajectoire avec la
bordure du grand cercle. Si I'on place les poigt€dordonnéed)( ¢) dans le reperé, ¢, et cela pour
un grand nombre de rebonds successifs au cours trajectoire de la boule, I'anglereste constant,
tandis que I'anglé® augmente d’une quantité constante d’un rebonduasargt (modulo 2), et I'on
obtient une succession de points sur une horizantalux-ci pouvant couvrir un segment dans le cas
d'un angle irrationnel. Il en est ainsi chaque fi I'on prend une trajectoire de rebonds a pdiin
angle initial. Ces trajectoires donnent des tiaitszontaux dans le repéfiep.

Dans le deuxiéme cas, ou I'angle initial est tet dgi petit cercle est touché, le petit cercle et le
grand cercle sont touchés chacun a tour de réllesedngles de rebonds sur le grand cercle restent
identiques, ainsi que ceux sur le petit cercle,rmes raisons de symétrie. Si 'on ne s’intéresse,
comme précédemment, qu'au lien entre les anjlest ¢ correspondant aux rebonds sur le grand
cercle, le dessin dans le repé@r@ donne encore une succession de points sur des llggrizontales,
une pour chaque angle initial choig(re 39.
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Figure 39: A gauchedébut d’une trajectoire, avec les an¢ ety obtenus lors d’'un rebond sur
grand cerclea droite dans le repéré, ¢, chaque trajectoire, a partir d’'un angle initiahdé, donn:
une succession de points ¢) couvrant le plus souvent une lignorizontale.

Nous allons maintenant brouiller la régularité adissin, en décalant le petit cercle par rappo
grand. Dans les cas extrémes ou le petit cerclt toejours pas touché, on obtient encore desdi
horizontales. Mais sinon, le mouvert devient chaotique, sauf autour du point centvaté = 0 ety
=2, qui est entouré de formes ovales qui forment urdiostabilité autour de lui, cette zone é
de plus en plus réduite quand la distad entre les centres des deux cercles augmfigure 40.
Ainsi congu le billard circulaire se comporte unum®mme un flipper, avec des trajectoires deve
trés sensibles aux conditions initia

Figure 40: Evolution des trajectoires dans le repd, ¢, lorsque la distance entre les centres du
grand et de petit cercle augmente a partd = 0.

Pour faire le programme correspondant, des cakis nécessaires. Dans le repx, y ou se
trouvent lesdeux cercles, I'équation du grand cercle X’ + y* = 1, et pour le petit cercle dont

M Dans ce cas spéci#d, trajectoire de la boule décrit indéfiniment @ysent entre le grand et le pi
cercle, ce qui donne un point fixans le repéré, ¢.
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centre est erd( 0) et le rayom = 0,5 on a I'équationX —d)? +y* = 0,25. Supposons que I'on parte
point (1, 0) situé sur le grand cercle, suivarditaction donnée par le vecteurl(p) oup est la pente
initiale de la trajectoire. Ce vecteur est dirigérsvl'intérieur du grand cercle et comme il a
longueurL, on lui donne une longueur unité, ce qui donneelgeur a, ) aveca =—1/Let f=p/
L. L'objectif est de connaitre I'évolution du vecateV (e, ) juste aprés chaque rebond sur le g
cercle au cours d’'une trajectoire, ce vecteur ataitaire, ainsi que I'évolution du point de rebdx,
y) sur ce grand cercle. Cela nous donner angles) etg.

On distingue deux cas, selon que le petit certleoashé entretemps ou non. Pour savoir dans
cas on se trouve, on détermine la distance dueO’ (d, 0) du petit cercle a la ligne de la trajectc
celle-ci étant déterminée p&e point de rebondx, y) et par le vecteur unit€(«, £) qui donne sa
direction. L’équation de cette droite 3(X —x) —a(Y —Yy) = 0, ou ¥, Y) désigne le point courant <

la droite. La distance d@ a cette droite esp(d —x) + ay|. Cette distance est notdistanceldans le
programme.

Premier cas le petit cercle n'est pas touché qudistancelest supérieure ou égale au ra.
Pour passer d'un point de rebond au nouveau pantethond sur le grand cercle, on pr
l'intersection de la droite avec le grand cercle. Comme @ouae la droite, mieux vaut prendre
équations parameétriques:= x + ka, Y =y + kB aveck réel quelconque, ou la position du pc
courant K, Y) dépend de la valeur du paramék. On détermine euite 'intersection de cette dro
avec le cercle, ce qui donne une équation du sedege erk : k> + 2(x + gy)k = 0. En éliminant la
solutionk = 0 correspondant a I'ancien point de rebond, oovek = - 2(@x + Ay), d'ou le nouveau
point de rebond par rapport a 'anc: x =x +ka, y =y + Kkg.

Il reste & déterminer le nouveau vectV juste apres le nouveau rebond. Un veciN unité
perpendiculaire au grand cercle en ce nouveau peintbondx, y) est auss{x, y) et il est orienté
vers l'extérieur. Avec I'ancien vectelV(a, f), celui qui arrive sur le point de rebond, le prib
scalaireV.N est égal ax + By (figure 41). Le nouveau vecteurew/ (news, news) apres réflexion est
tel que V +new =-2 {V.N) N. En termes informatiques, par rapport a 'anciemouveau vectel
V(a, p) est tel que :

a=a—2@X+py)Xx

B =P —2x+py)y

ancien V.

cercle de rebond

Figure 41: Rebond sur le grand cercle, avec I'ancien vectéute la trajectoire et le nouve
vecteur aprés réflexion

Ce vecteuV a aussi théoriquement la longueur 1, mais pouegut cumul de petites errel
apres des milliers de rebonds, qui pourraient @nfeur sa longueur, mieux vaut forcer ce vectdat
longueur unité en le divisant chaqués par sa longueur. On en déduit ausst ¢ en faisant) =
acosk) ' etg tel que cos = - ya + Xp.

12 En fait la fonction inverse du cos, ™ ou acos ou Arccos, ici ace$( est 'angle donx est le cosinus.
Cette fonction donne un angle compris entre z. Dans le cas présent, ou I'angl@eut faire un tour comple
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Deuxieme cas : il y a maintenant un rebond intefaiéd sur le petit cercle. On commence par
déterminer l'intersection de la droidé = x + ka, Y =y + kB avec le petit cercle dont on connait

I'équation. On trouve aprés calduk -b+/d avech =ax +pfy—adetd =b?— 1 + xd +r? —d? Les
deux valeurs dé& obtenues sont positives, et I'on doit choisir lasppetite pour avoir le point de

rebond sur le petit cercle, d'd= —b — /& . Le point de rebond sur le petit cercle est tel qux = x

+ ka, y =y + kB. Le vecteuiN unitaire normal au petit cercle a pour coordonmées k—=dr,
ny =y/r, et le produit scalaire de ce vecteur avec leetgdt de la trajectoire avant le rebond ¥stN
= o nx+ £ ny. On en déduit le nouveau vect&uaprés rebond :

a=0—2V.N)nx
p=p—-2W.N)ny

Prenons maintenant la droite passant par le pxin) €t de vecteur directe et cherchons son
intersection avec le grand cercle. Cela donne #&qo enk :

12+ 2x +BY)k +X2 +yP—1 =0, dotk=-b - J/J avech =ax + fyet6 =b? =2 —y? + 1

On doit choisir la valeur positive de soitk = —b + Jo . Le nouveau point de rebond sur le grand

cercle esk = x + ka, y =y + kB, puis on détermine le nouveau vectguaprés rebond comme on l'a
fait précédemment. Cela permet d’écrire le programm

on se donne d, par exempled =- 0,1
for(penteinitiale=-2.;penteinitiale<2.; penteinig&=0.045078987)* plusieurs trajectoires */
{
x=1.; y=0 /* on part sur le grand cercle */
longvect=sqrt(1.+penteinitiale*penteini&gl
alpha=-1./longvect; beta=penteinitiale/loect;

for(i=0; i<2500; i++) /* nombre des rebonds pour chaque trajectoire*/
{/** on est toujours sur le grand cercle */
distancel=fabs(alpha*y-beta*(-d+x));
if (distancel<r) /** rebond sur le petit cercle */

{ b=alpha*x+beta*y-d*alpha;
delta=b*b-x*x-y*y+2.*d*x-d*d+r*r;
k=-b-sqgrt(delta);
x=x+k*alpha; y=y+k*beta;* nouveau point sur le petit cercle */
nx=(x-d)/r; ny=y/r;
prodscal=alpha*nx+beta*ny;
alpha=alpha-2.*prodscal*nx; bdtata-2.*prodscal*ny;
longvect=sqrt(alpha*alpha+betaf)etlpha=alpha/longvect;beta=beta/longvect;

[** on va vers le grand cercle */
b=alpha*x+beta*y;

delta=b*b+1.-x*x-y*y;
k=-b+sqgrt(delta);

x=x+k*alpha; y=y+k*beta;/* nouveau point sur le grand cercle */
prodscal=alpha*x+beta*y;

alpha=alpha-2.*prodscal*x; betateh2.*prodscal*y;
longvect=sqgrt(alpha*alpha+tbetaf)et alpha=alpha/longvect;beta=beta/longvect;
if (y>=0.) theta=acos(x); elsetdr -acos(x);

p=-alpha*y+beta*x;/* on prend ici p=cog et nong, ce qui ne modifie pas le dessin */
putpixel(xorig+zoom2*theta,yorigean*p,black);

else /* pas de rebond sur le petit cercle */

sur le cercle, on distingue deux casy sist positif, on prend acog( et siy est négatif on fait — acog( d'ou
I'angle 6 entre 0O eiz, ou entre = et 0. Ce probléme ne se pose pas potwujours compris entre 0 et 90°.



k=-2.*(alpha*x+beta*y);

x=x+k*alpha; y=y+k*beta; /** nouveau point de rebond sur le grand cercle *
prodscal=alpha*x+beta*y;

alpha=alpha-2.*prodscal*x; bdiata-2.*prodscal*y;
longvect=sqrt(alpha*alpha+beta*hpetalpha=alpha/longvect;beta=beta/longvect;
if (y>=0.) theta=acos(x); elsettdr -acos(x);

p=-alpha*y+beta*x;

putpixel(xorig+zoom2*theta,yorigero*p,black);
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