Applications, bijections,
bijection réciproque

1. Définitions

Une application d'un ensemble (de dép&tjlans un ensemble (d’arrivéE)fait correspondre a
chaque élément d& un élément unique (appelé image) dans I'ensefble

Notamment toutes les fonctiohgjue nous avons étudiées sont des
feQ applications de I'ensemble de définitibf sur I'axe des dansR sur
'axe desy puisque chaque élément @ admet un correspondant
R uniguey = f(x) dansR. Cela peut d’ailleurs s’écrire
X
] Df f: Df - R
X - f(X)

Une bijection est une application telle que chadléenent de I'ensemble d’arrivéde admet un
antécédent unique dans I'ensemble de départ

f(b) ‘
() = '
f(a) 0 R f(a)
a b a b a xli 2 b
(1)Bijection de b (2)Application de (3)Applican de
sur ff(a), f(b)] 4 b] dansR, mais 4 bl dans {(a), c], mais

ce n’est pas bijection ce n’est pas une bijection
En effet, dans le premier exemple, tous les élésndmtf(a), f(b)] admettent un antécédent unique

dans f b, dans le deuxieme exemple, certains élément® aéont pas d’antécédent, et dans le
troisieme exemple, certains élémentsf@ |, c] ont deux antécédents.

2. Théoréme de la bijectiort

Une fonction continue et strictement croissanteusuintervalle & b] réalise une bijection de[b]

sur ff(a) f(b)].
(Cela vaut aussi pour un intervalle ouvertf ou Ja i )
Exemple

On considére la fonction,ftelle que §(x) = X In x , définie sur R*+, avec k enties 2. Grace a
'étude des variations de cette fonction, montreneyl’équation f(x) = 1 admet une solution
unique & avec 1< @

! Nous admettons ce théoréme.



Commencons par étudier la fonction. Puisgue0, In x existe bien, et la fonction aussi sur R*+.
n
Elle est dérivable f, '(x) = kX In X = ¥ Kn x+1). La dérivée est du signe del( x +1) qui
X

est croissante, et s'annule pouxls — 1k, soit x = e™* D'autre part, lorsque x tend vers R(x) est
de la forme indéterminée @, mais dans ce cas on sait que la puissance ldamporte sur le
logarithme d’ou une limite 0 en 0. D’autre partsiguex tend vers o, f(X) est de la forme et x +co

et tend verso.

D’ou le tableau de variations :

X0 VL a, 400 Venons-en a la résolution de I'équatifuix) = 1. Dans
rol = § = lintervalle ]0 €™, la fonction décroit & partir de 0- , et ne
k | | peut jamais valoir 1. Plagons-nous maintenant t¢lartsrvalle

| | oo [e¥* +oo[, ol la fonction est strictement croissante eticoe.

fi(x
o 0 Elle réalise une bijection de ", +oo[ sur [-1kk +o[. Comme
\ 1 1 se trouve dans cet ensemble d’arrivée, il admetniécédent
: unigue ax dans l'ensemble de départ. De méme, 0 a pour
—1/ek antécédent unique 1, et avec 0 < 1 et la fonctidntement

croissante, on en déduit que Ag

3. Produit (ou composée) de deux applications
Cette opération est notée paranPar définition la fonctiog of est telle que :

gof(x) =9g(f(x))-

Autrement dit, en partant de on commence par faiféx), puis on appliqug af(x) d'ou g(f(x).
Les deux fonctions s’appliquant I'une aprés I'auéreecf en premier puig.

Rappelons que lorsqu’il s’agit de fonctions d'unariable réellex, la dérivée d'une fonction
composée est telle queg(f(x))’ = g'(f(x) f'(x).

Exemple

Montrer que la composée de deux fonctions du prandegré (aussi appelées fonctions affines)
est une fonction du premier degré.

Prenond etg telles quef(x) =a x+b et g(x) =a’ x +b'. Puis faisong of:

xOO. y=ax+t b0 y=d y+ b
za'(lax+bh+b=ad ¥ ab t

d'ou gof(X) =aa x+a'b+b'. Il s'agit aussi d’'une fonction affine.
Remarquons que 'opératiem’est pas commutative, puisque

fog(X)=aa x+ab + b.
4. Bijection et sa bijection réciproque
Soit f une bijection définie sur. Ainsi tout élémenty de l'intervalle imagel = f(I) admet un

antécédent uniquedansl. Cela permet de définir la bijection réciproquef,deotéef *, qui & chaque
y def(l) fait correspondre urunigue dans, et cetx admet & son tour un antécédent unigue



Ainsi y=f(x) < x=f7y)
Xt yilJ

La courbe dé * est la méme que celle fesauf que I'axe de départ ou se troyvest maintenant
vertical, et 'axe d'arrivée est horizontal. Poawenir a la situation classique ou c’est I'axe dpait
qui est horizontal, on fait une symétrie par rapgola premiere bissectrice du repere (celui-antéta
orthonormeé), I'axe de départ qui est I'axe giekevient maintenant horizontal. On peut ensuitemav
aux notations classiques en posanty, etY = x, de fagcon que I'axe horizontal soit I'axe dés

Propriétés de la bijection réciproque

o Commef, f*est continue sut.

« Sijfestcroissantd, ™ est aussi croissante. De méme pour la décroissanc

« Sif est dérivable sur, f * est aussi dérivable sur J, sauf aux points o@étvée def est nulle
(tangente horizontale), la symétrie rendant alarghgente verticale pour la courbefde f ™ n’est

pas dérivable en ces pointsfo(x) = 0.
La dérivée dé™, quand elle existe, peut se calculer ainsi derfdgrmelle :

£1yy) _dx_ 1 _ 1 _ 1 ( pourf ~%, la variable es)
dy dy (X fi(fy)
dx

5. Exemples classiques
5.1. Fonction racine carrée

On considére la fonctiohtelle quef(x) = X%, définie surR+. Montrons qu’elle admet une bijection
réciproqud ~* que I'on précisera

La courbe dd est une demi-parabole. La fonction étant contirtugtrestement croissante sBrt,
elle réalise une bijection d&+= [0, +oo sur [f(0), f(+e0)[=[0, +eo[=R+ aussi. Elle admet une bijection
réciproqud * telle que :

y=f(X) surR+ < x=f7(y) surR+.

Plus précisément iy = x*donne, puisquex= 0 ety = 0, X = \E/ Procédons a un changement de

variablesX =y etY = xpour que I'axe horizontal ne soit plus I'axe glenais I'axe deX: Y = \/? :

Par symétrie autour de la premiere bissectriceegere, la fonction racine carrée est représentée
par une demi-parabole d’axe horizontal. Elle esticoe, strictement croissante sur R+.

y=x"2

Y=sgrt{X)




La dérivée dd étantf '(x) = 2x qui s'annule en 0, la fonction racine carrée estesnent dérivable
surR*+. La dérivée dex =1 "(y) est(f 1) (y) -1 celadonne dans le cas présent

f'(f‘1(>

(f—l)(y)_g_T d’ol avecy =/ X, Y-:T

On constate que la formule de dérivatiofl)’(= n X! s’étend aux puissances fractionnaires,

1 1 A
puisque\/; s’écrit x2 et que I'on a bier(x2)-:lx 2 :i.
2 2\x

5.2. Fonction arc tangente

Prendre la fonctiof telle que f(x) = tanx, définie sur | #2 , 7#2[. Montrons qu’elle admet une
bijection réciproquéan™ dont on précisera les caractéristiques.

Rappel sur tanx :

T Sur le cercle trigopnométrique (repére orthonornaigine O, le
rayon du cercle est 1, et le cercle est orienté& darsens contraire
des aiguilles d’'une montre), on prend un are AM a partir deA,
cet arc est par définition égal a I'angleen radians. Par définition
aussi :

0 tan x=AT (positif quandT est au-dessus d& et négatif au-
dessous).

On a aussi tar = sinx/ COSX.

Lorsquex va de #2 a7f2 ,y = tanx va de <o a 0. Cette fonction est strictement croissante et
continue sur A2 , 772]. Elle réalise une bijection deA2 , 7#2[ sur J(—772) ,f(7#2)[ =] —0, +o[= R.
Elle admet une bijection réciprogtie’ telle que :

y =tanxsur] 772 ,72[ -~ x=tan'y surR

La bijection réciproquean’ est souvent notéarctan pour exprimer trés concrétement que=
Arctan yest I'arc ('angle) dont la tangente gsf

y=tan =

YW=arctan{X)}

2 Dans les langages informatiquasstan s’écritatan



La dérivée déan xest fan ¥’ = 1 +tar’x, ® d’ou pourx =tan~y, la dérivée est :
1 1 1

1+(tanx} I+ (tan(arctay ) 4y?

(tan‘1 y)'=

1

Finalement la dérivée dé= ArctanX est )
1+ X2

Ou encore une primitive d,el—2 est ArctanX.
1+ X

5.3. Fonction arc sinus

On prend la fonction six avecx dans [#2 , 772]. Montrons qu’elle admet une bijection
réciproque notéArcsindont on précisera les caractéristiques.

Lorsquex vade #2 asf2 ,y =sinx vade-1al. Sur@®,712], la

K fonction sin est continue et croissante. Elle réalise une ldjede [772 ,
sinx 712] sur [-1 , 1]. Elle admet une bijection récipnecsin notée Arcsin
0 > telle que:

y =sin xsur [472 ,1W2] = Xx=Arcsiny sur[-1, 1]
oux est I'arc (I'angle) dont Isinusesty.

Tout comme la fonctiosinus la fonctionArcsin est impaire et croissante. Sa dérivée est take g
1

COSX ) cosfrc siny
cox +sirtx = 1, d'otl cosx =+ - siff x =\/ t+ y2 . Finalement
1
1-y
1

(ArcsinX)'s ——
1-X?

. Mais il existe un lien entre le sinus et le casirsoit :

(Arcsiny)'=

ou encore, apres changement de notations :

(Arcsiny)'= >

6. Exercices : Suites et fonctions composées

6.1.Suite définie a partir de deux fonctions

On se donne les deux fonctions f et g telles oe=f(l/2 x et g(x) = 1/2 x + 1, et on considére la
suite (4) démarrant en gidonné quelconque et telle que=Uf(ug) , = g(uy), = f(uy), etc., ou I'on
fait jouer en alternance f et g. Déterminer le camement a l'infini d’une telle suite. Pour cela
étudier la suite (k) & indices pairs et la suite {u1) a indices impairs.

Commencons par étudier la suite extraikg)(: Up, Uz, Ug, ... On a:

1 1 1
Uz O £ Uzne1= 2 Uzn T U 275 Ua 1= Untl

% On sait que tar = sinx/ cosx. D’oll (tanx)’ = (cosx + sirfx) / cog x = 1 + tafi x en cassant la fraction,
ou encore 1/ c8s puisque sifx + cos x = 1.



Puisqueusns, = 1/4u,, + 1, il s'agit d’'une suite arithmético-géométricayant pour point fixe. tel
queL = 1/4L + 1, soitL = 4/3.

Avec U2 = 1/4uy,+ 1 etL = 1/4L + 1, il reste aprés soustractian,.,—L = 1/4 (1., —L ). La
suitev, = W, — L est une suite géométrique de raison 1/4. On daitdgu’elle tend vers O pour
infini. Ainsi la suite (@,,) tend verd = 4/3.

Prenons maintenant la suite extraiig.{) : Ui, Us, Us, ...

1 1 1 1
Upnsg O 81 Uzn+ 2= 5 U 1+10 Es Uy =5 U £ U:n+—2

On tombe encore sur une suite arithmético-géomerap point fixel' = 2/3 cette fois. Pour les
mémes raisons que précédemment, la syiteu,.;—L’ est une suite géométrique de raison 1/4. On
en déduit qu’elle tend vers 0 paumfini. Ainsi la suite (pn.1) tend verd’ = 2/3.

La suite (1)) finit par osciller sur les deux nombres 4/3 & 2/

6.2.Suite a relation de récurrence du second degré

On considére la fonction telle que f(x) = ¢ x (1;géfinie sur [0 1], ¢ étant un nombre donné
compris entre 2 et 4.

1) Déterminer les points fixes de f.

Il s’agit desx tels qud(x) = x, soit ¢ X1 —x) =x. On distingue deux cas :

e x=0 quiestun point fixe

» six#0, on peut diviser patr: c¢(1 —x) = 1, d'oux = 1 — 1£, deuxiéme point fixe.

2) Vérifier que ([0 1]Z7[0 1]

La courbe de est une partie de parabole afé®) = f(1) = O, située du cbté dgspositifs et
admettant un maximum poxr= 1/2, soitf(1/2) =c/ 4< 4 puisque est entre 2 et 4. On a toujouifs)
dans [0 1], ce qui signifie qu&[0 1] O [0 1]

3) Déterminer fo f

Avecxdans [0 1] :

X - yi1=f(X) =c x(1 -X) - y=f(y1) =c ¢ x(1 —x)(1 —cx (1 —X))

Remarquons qug; est dans [0 1], don€of existe bien.

On trouvey =fof (X) =cx (1 —X)(1 —cx + cxX)

4) Pourquoi les points fixes de f sont-il aussi deisigsdixes de 6 f? En déduire les points fixes de

f o f, et notamment I'existence de deux nouveaux pfixgs, que I'on notera;xet %, dés que c
dépasse une valeur que I'on précisera.

* La suite diverge, puisqu’elle ne converge pas weroint. Mais on peut se permettre de dire qu'elle
converge vers un cycle de deux points, 4/3 et 2/3.



Les points fixes dé vérifientf(x) = x, d’ou aussi(f(x) = f(x) = x. lls sont aussi points fixes pour
f of. On retrouve pourf of les deux points fixes précédemment trouvés,xseid et x = (c — 1)L.
Mais il y en a éventuellement d’autres. Les pdiixss def of vérifient :

c?x (1 -x)(1 —cx+ ) =x. Divisons pax car on connait déja le point fixe O :
¢ x (1 =x)(1 —cx + ¢cxX) = 1, puis développons et ordonnons, ce qui vaneonne équation du
troisiéme degré :

o —2c¥ + (c+ 1)x+ (1 —cA/c* = 0, ou encore
2,0+l 1- ?
X2 +==

-2
C C3

=0

On sait qued — 1)k est solution, on factorise donc (c — 1)) dans le polyndme du troisieme
degré. Cela donne :

—C_])(xz—c+lx+ C-;])zo.
C c c

Pour trouver les nouveaux points fixes éventukssffit de résoudre I'équation du second degré

2-Ctly izl_o Son discriminant est :

c c

A= (C_+1) 4_ = (c+1)— Dés que est supérieur a 3, le discriminant est positif existe

deux nouveaux pomts fixes etxz .
5) Pourquoi a-t-on f(¥ = x, et f(>) = x; ? Puis, en posant g =dff, montrer que g'(® = g'(x»).

Notons quex; est un point fixe poufro f et pas pouf, d’ou f(x,) # x;. En faisant agir la fonctioha
répétition a partir d&;, on a :

X1 — y1= f(X1) - X1 —» y1= f(xy).

On en déduit qug,= f(f(y1), d’ouy; est un point fixe pourof et pas pouf, et ce n'est pag,. Ce
ne peut étre que. Finalement

f(x1) = % et par suitef(x,) =x;
Maintenant dérivonsg'(x) = f’'(f(x) . f '(x). En particulier
g'(X) =F'(f(x) . f'(x) =f'(x2) . f'(x1) . Et de méme powg'(xy).

6) Tracer par programme la courbe de g pour ¢ = 3,2.

(On retrouvera ce probleme classique darchbgpitre 11
o Suites numériques




