8. Calcul intéegral
cours, exercices corrigés

L’intégration est I'opération inverse de la dérigat Au lieu dedescendred’une fonctionf a sa
dérivéef’, onmontede la fonctiorf a la fonctionF telle que la dérivée’ deF soitf.

1. Primitives d’'une fonction sur un intervalle

1.1. Définition

Soit une fonctionf que I'on prend sur un intervalle I. On dit que F est une primitive def
sur | si cette fonctionF est telle que sa dérivéé’ =f surl (c’est-a-dire F'(x) = f(x) pour tout x
de ).

Remarques

« Par sa définition méme, une primitiffeest toujours dérivable, et I'on connait sa dérigaie
eStf' Lorsque I'on parle de primitive, il est obligatoile préciser sur quel intervall®n se place.

Exemples

« Une primitive d’'une constantesurR estkx, puisque la dérivée de estk.

n+l
« Une primitive dex" surR (avecn entier positif) est 1
n+

, puisque la dérivée d&*' est

(n+1)X", et pour avoir comme dérivé® il suffit de diviser parr{+1).
3

I 2 5 2 . .
e Une primitive de\/; sur R+ est §x2 =§x\/;<, quand on sait que la dérivée de

3 1
X2 est g X2, il suffit ensuite de diviser par 3/2 (ou de npligr par 2/3).

« On sait quai(X)" a pour dérivéam u™*(x) u’'(x). Inversement une fonction de la formé&'w
admet comme primitives"/ n. Par exemple :

a) f(x) = cosx sinx admet pour primitive SR : F(x) = —%1(;05‘1 X, puisque

(cogX)’'=4 cosx (-sirX).

b) f(x)=xV % +1admet comme primitive sir :

1 > 1
F(x)=§(x2+1)2 =§(x2+1 x*+1 puisque

1
((x2 +1)3/2)':g(x2+ 1)2 2x= 3x/ X2+ 1, et on divise ensuite par 3.
X

— =~ admet comme primitive si®
(2x? +1)°

c) f(x)=



1.5 1
F(X)=-=(2¥%+1)2=-—= _ car
8 8(2x% + 1y
(2x% +1)72)'=—2(2*+ 1) 3 4= - & (2¢+ I)°, puis on divise par 8.

Regle du jeu: Pour intégrer, il suffit de savodrider, quitte a tatonner un peu lorsque 'on
cherche une primitive.

1.2. Condition d’existence
Une fonctionf admet une primitive surl lorsquef est continue sur.*
1.3. Infinité des primitives

Lorsqu’une fonction f admet une primitive F sur | (des lors quef est continue sur), elle en
admet une infinité, toutes de la formd= + K, K étant une constante quelconqué.

1.4. Unicité de la primitive, lorsqu’on impose uneondition initiale

Parmi toutes les primitives, il n’en existe qu’unequi prend une valeur donnéey, pour une
valeur donnéex, de x. Il suffit de calculer la valeur de la constante pur qu’il en soit ainsi.*

Par exemple la primitive (si) def(x) = s'annulant ex = 1 estF(x) = x4 — 14.

Remarque : Les primitives d’'une fonctiérsont aussi appelées intégrales indéfinies, es elle
peuvent étre notéeﬁf (X) dx au lieu deF(x) + K. On va maintenant voir ce que I'on appelle les

.y g b N f
intégrales définies, avec le symbq]e , OU les bornes sont précisees.
a

2. Notion d’intégrale (définie)
2.1. Définition

On appelle intégrale dea a b d’une fonction f continue sur un intervallel, aveca et b dans
, la différenceF(b) —F(a), F étant une primitive quelconque de sur |. *

! Ce résultat est admis. Il s'agit d’une conditiarffisante. Méme sous une contrainte plus faibke : |
fonction est continue seulement par morceaux, ametombre fini de discontinuités, les primitivesséent.

2 La primitiveF vérifie F'(x) = f(x) pour toutx del. De mémeR(x) + K)'=f(x) puisque la dérivée d’'une
constante est nulle. A partir d’'une primitike on a aussi une infinité de primitives de la fofne K. Mais y
en a-t-il d’autres ? Pour cela prenons une primitpelconqués, elle vérifie G'= f, tout commeF, d’ou
G’- F'= 0. Or seule une constante admet comme dérivéui8que G - F)'= 0, G - F= K constante sulr, et
G =F + K. Il n'y a pas d'autres primitives que celles q@aisiavions déja trouvées.

% A partir d’'une primitiveF, toutes les primitives sont de la forBéx) = F(x) + K. Imposons que pour=
Xo 0N aitG(Xp) = Yo, d'oU F(Xo) + K =yo, K =y5- F(X). On vient de trouver une valeur unique de la tzorte
K, d’ou une seule primitive.

* Vérifions que cette définition est valable. Puisfjest continue sur, elle admet des primitives slret
aveca etb dansl, F(b) etF(a) existent. D'autre part, si au lieu d’'une primiti¥ on prend une primitive ,
avecG = F + K comme on le sait, on a toujou&b) - G(a) = F(b) + K - F(a) - K = F(b) - F(a). Le
changement de primitive ne modifie pas le résultat définition de l'intégrale est cohérente, edlst
indépendante de la primitive choisie



b
Cette intégrale est notée:fa f(x) dx.
Ainsi, par définition :
J':f(x) dx=HB- K 3, ce que I'on écrit aussi J.:f(x) ax=[ K ))]g.

b
L’écriture ja f (X) dxse lit « intégrale (ou somme) d&ib def(x) dx ».

Exemple : Calculonsj‘;(t2 +1)dt = [t3/3+t]é =4/3.
1.5 " b . A,
Remarquons queJ‘O(t +1)dt et plus generalemenﬁ f (t)dt, pourrait aussi bien étre écrit
a

j;(xz +1)dx ou jbf(x) dx. Le nom de la variable intérieure a l'intégralaupétre changé sans
a

modifier le résultat. Puisque le résultat est figevariable intérieure n’exerce aucune influerose,
'appelle variable muette.

2.2. Cas ou une borne de l'intégrale est variable

Gréace a la définition précédente on a aussi :

[J fOdt=[FI5=F) -3

L’intégrale est maintenant une fonction de la Jag, d'ou I'intérét de distinguer cette vraie
variablex de la variable muette On aura toujours intérét a les écrire différemmnmrisqu’elles
n'ont pas du tout le méme réle.

Dans ce contexte, I'intégrale dont une bornexestt aussi une primitive. Plus précisément :
X
Ja f(t)dt=F(X) — F(a@ est la primitive (et la seule) dé s’annulant enx=a.

En effet F(X) — F(a) est de la formé&(x) + K : c’est une primitive d& et en faisank = a, elle
vaut F(a) —F(a) = 0.

3. Intégrale et aire
Prenons une fonctiohncontinue sur I'intervalled, b avecb > a, et positive surd, b, et tracons

sa courbe représentative :
¥

a X x+dx b X

Prenonsx entrea et b. AppelonsA(x) I'aire comprise entre la courbe et les deux valéis
d’abscisse etx (aire de la surface coloriée en rouge). Il s'taide 'aire dite géométrique, qui est



un nombre positif ou nul. Faisons subi ane petite variatiodlx positive. Le taux d’accroissement
A(X+AXY) - A X
AX
est quasiment égale a celle du rectangle de &vas¢ de hauteuf(x), f(X) étant=0. Cette variation
d’aire esff(x) 4x, et . A(X+AAX) - A3 = f(A))A X f (x). En passant a la limite quadst tend vers
X X

0, on obtient la dérivée (a droite) de I'aire A&tx) = f(X). Il en serait de méme en faisant subi a
une petite variation & gauche, avefix- > Cela prouve que I'air&(x) est une primitive d&x). Et
guandx varie deaab, A(X) est plus précisément la primitive figui s’annule poux = a.

de A(X) au voisinage d& est . PourAx petit, la variation d’'airéd(x+Ax) — A(X)

Finalement, aveb > a etf(x) > O entrea etb, I’mtegrale.[ f (x) dx est égale a I'aire comprise
a

entre la courbe, I'axe deset les deux verticales d’abscissetb.

YA

. - b
Aire coloriée en rouge fa f(x) dx

a b X

On comprend mieux maintenant le réle de la variailette, icix. L'intégrale dea ab def(x)
dx signifie que I'on fait variex dea ab, par petits sauts réguliers dg et que I'on fait la somme
des petites aires des rectangles de blaset de hauteuf(x), ces aires étant égaled(® dx. La

somme des aird$x) dx donne I’intégralej': f(x) dx.

Cela s’applique aussi lorsque I'on calc'[lje‘ (t)dt. Il s’agit la d’une fonction de la variable

Mais chaque fois que I'on se donne une valeur, d&st la variable qui fait son mouvement dea
X. Elle joue ce rble sous-jacent de variable muddteéritable variable étamt

Tout cela a une conséquence immédiate, la possildie calculer une intégrale de facon
approchée, sans avoir besoin de faire le calcokitpge de I'intégration.

3.1. La méthode des rectangles pour calculer unetagrale

Pour calculer l'intégrale d’'un fonctidn (avecf = 0) sur p,b] avecb>a, il suffit de calculer I'aire
gue sa courbe délimite, et pour cela de découpleraesn de multiples bandes verticales de méme
baseh que I'on peut assimiler a des rectangles avecaldplus de précision gueest petit. Si I'on
coupe l'intervalle & b enn intervalles, on @ = (b - a) / n. En notant les graduationg= a, x; =
a+h ...,x=a+ih, X,y=a+(n-21h,x,=Db, l'aire s’écrit sous forme approchée :

h(f(0)+ T+ fO) +...+ T(4-1))

® Toujours aveax positif, faisons une petite variatiodix & gauche. Le taux d’accroissement est encore
AX=BX= A A3= AXB X B X ()
—AX AX AX




Y
X
a b
0 W
Exemple : Calcul dle(Zx3 - 6X° + 5x+ 1)dx .

On fait le programme : .

a=1.; b=3.; n=100; h=(float)(b-a)/(float)n;
aire=0.; x=a; ‘
for(i=0; i<n; i++)
{ y=f(x); airerectangle=h*f(x); courbe dd
airet+=airerectangle; x+=h; o ; 2

}
printf("aire=%3.2f",aire);

avec comme fonction annexe :
float f(float X){float y; y=2.*x*x*x-6*x*x+5*x+1.; returny;}

En prenant = 100, on trouve 9,861, poar= 1000, on trouve 9,986. En prenart 10000, on
trouve 9,999. La valeur théorique est 10.

Ameélioration, lorsque la fonction est non seulemenositive mais croissante

On peut maintenant encadrer chaque bande verfiaaldeux rectangles, ce qui permet
d’encadrer le résultat final.

P

—>

X newx=x+h
i
h
Exemple: Calculerf(x3 - %2+ x+1) dx »
Programme: s
a=1.; b=3.; n=1000; h=(float)(b-a)/(float)n:; O F P ¥ courbe dd

aire1=0.; aire2=0.; x=a; y=f(a); airerectangle=h*y;
for(i=0;i<n;i++)
{ airel+=airerectangle;
x=x+h; newy=f(x); airenewrectangle=h*newy;refl+=airenewrectangle;
y=newy; airerectangle=airenewrectangle;

}



afficher (airel+aire2)/2.);
float f(float x) {float y;y=x*x*x-x*x+x+1.;returny;}

Avec n = 1000, on trouve I'encadrement 17,314 < aire 834, soit une valeur moyenne de
17,334. Le calcul théorique donne 52/ 3 = 17,3333.

Méthode purement graphique

En fait le moyen le plus simple de calculer une ast de colorier la surface concernée avec une
couleur spécifique, puis par un parcours de I'éaarcompter le nombre de pixels ayant cette
couleur. Enfin, pour respecter I'effet d’échelleuse unité de longueur compkepixels K est le
zoom), I'aire est égalerd/ k2.

Par exemple si 'on cherche l'aire comprise ent®d desx et la
parabole d’équatioy = 2x (1 -x) avecx entre 0 et 1, en se placant plein
écran (avec un zoom de 600 ) on trouve une airtoddre de 0,33,
proche de la valeur théorique qui est 1/3. Remargjugu’il s'agit
toujours de la méthode des rectangles, avec chiagtangle de largeur un pixel sur I'écran.

3.2. Notion d’aire algébrique

A la différence de l'aire géométrique, toujoursipes, l'aire algébrique peut étre positive ou
négative. Par définition, l'aire algébrique estléga l'intégrale. Dans chacun des quatre cas de
figure suivants, elle est positive dans deux casggative dans les deux autres. Au signe pres, les
aires algébrigue et géométrique sont égales.

Voici les quatre cas de figure :

a b
b
f =20 sur[a,b] etb>a %0 sur[a,b] eta>b
jb f (x) dx= aire géométrique J'b f (x) dx= - aire géométrique
a a
= aire algébrique = aire algébrique

b a
f<O0surp,b et b>a f<Osurp,b et a>b
jb f (x) dx= - aire géométrique j i f (x) dx= aire géométrique
a a
= aire algébrique = aire algébrqu

Conséquence : lorsqu’une fonction change de signgady avecb > a, I'intégrale est toujours
égale a I'aire algébrique, et celle-ci est la sondie® aires (géométriques) situées au-dessus ae I'ax
desx, diminuée de celle des aires (géométriques) sitagedessous de I'axe des



b . :
ja f (X) dx=aire rouge - aire verl

4. Propriétés de l'intégrale
4.1. Relation de Chasles pour l'intégrale

Avec a, b, etc sur un intervallé ou la fonctiorf est continue, on a

b c b
ja f(t)olt_ja f(t)o|t+jC f(t) dt
Cela est vrai quel que soit le sens dans lequels@es les bornes b etc.

Pour toutes les propriétés qui suivent, on sousrehtjuef est continue sum[b], ce qui garantit
I'existence des intégrales concernées.

4.2. Linéarité de l'intégrale
b b b
[L(f@+g)de=[_f(Odt+[ o d
Autrement dit, on peut casser une intégrale quiecagit sur une somme.

Plus généralement, avecet 5 constantes :
[Pt )+ Bam) d=af 1y dt+ B[ o dt
a a a
4.3.Positivité de l'intégrale et respect des inégalités
Avecf(x) = 0 sur p, b avech > a, alorsj'b f(t)dt=0 °
a
Si (x) < g(x) sur f ,b avecb > a, alorsjb(t) dt< Ibg(t) dt
a a
Ainsi l'intégration respecte I'inégalité, lorsquesibornes sont dans le sens croissant.

5. Calcul d’'une intégrale

* On a déja vu comment calculer une intégrale, ladtun reconnait sous le signe somme une
fonction qui correspond a une formule de dérivée.

» |l existe une deuxiéme fagon, celle qui consisteraplacer une intégrale par une autre, que
I'on sait intégrer. Cela s’appelle I'intégrationrgearties.

® Avec f(x) = 0 sur b b, et f(x) > 0 au moins en un poinf Etant bien entendu continue) alors

j:f(t)dt>o.



Intégration par parties

Considérons deux fonctions et v supposées dérivables sarl], avec des dérivées et v
continues surd, b] ’. Alors :

[Cu v de=[u 9O -7 oy ¢y d

La principale difficulté est de bien découper ladtion sous le signe somme en un produit de
deux fonctions, l'une devant étre intégrée, etttaulérivée, de facon a obtenir une nouvelle
intégrale plus simple.

Exemples d’intégration par parties
1 .
1) Calculer jotsmt dt

Faisons une intégration par parties en pogant etv' = sint, d’'ou U’ =1 etv = - cod.
1 . 1 1 .
Jotsmt dt = [-tcost }, +Io cogdt=- cost [sihgl=— cosl sir

2) Calculer j;tze‘t dt

Intégrons par parties en posart t? etv' = €', d’ot u' = 2t etv=-¢".
1oty r 2.t ofty=t o 1 1
jot eldt=[-t€ ]0+2j0te de E+2j0 té' d
Ce n'est pas fini: il faut encore faire baisserdegré de la puissance tdans la nouvelle

intégrale :
Posonsi=tetv =e',dou U =1 etv=-¢'

1 -t —r_+st1l 1 _l_ —tl__2
Jote dt=[-te ]0+Joe de 2 [ &%= Te+1.
Finalementj‘l'[?e‘t dt= _}+2(_2+1): 2__5_
0 e e e

3) Déterminer une primitive de la fonction In d&t+

Cela revient a caIcuIeI?(x):.[lxlntdt. Il s’agit de la primitive ddn qui s’annule poux = 1.

Procédons a une intégration par parties en pasannt etv' = 1. On en déduitr = 1/t etv = t,
d’ou

F() =[tin 95 - ["1dt=xn x-[1'= dn x- 1.

Comme les primitives sont a une constante présautre primitive de lrest x Inx —x .

" Ces conditions garantissent I'existence des iatégrque nous allons considérer. Pour démontrer la
formule d’intégration par parties, il suffit d'uskr la formule de dérivation d’un produit :
(uv'=uVv + U v, puis d'intégrer cette formule entaeeth.



6. Exercices
(se reporter éventuellement euapitre 8sur les fonctions logarithmes et exponentielles)

6.1.Démonstration de la formule e = é+£+—1+, ,+—1+...

1 2t 7 nl
Posons| , =i|j;(1—x)”exdx avecn entier naturel.
n!
1) Trouver une relation entreg et |,.; pour n > 0.

Procédons a une intégration par parties en posant :
u=(1-x)"etv =€, douu=-n1-x) "etv=g.

1 nox 1 1 ox a1 1 n-
o= (a0 [pa- T ety = T fla- 3T e

__FH”'I

2) En déduire .

Appliquons la formule précédente en descendantal2 :

1 _ _raql
h=lo-3; avecly = [ e*dx=[ 15 = el
Par addition membre a membre, aprés simplificat@nesascade, il reste :
1 1 1 1
—e—(—+—+— i I =
l,=e (0!+1!+2!+"'+ n!) (rappelons que 0!'=1)
3) Montrer quee = i+1+_1+_,_+_1+... , Soit
o 1 2! n!
e= lim (1+i+1+—1+...+—1).
n.o 0! 11 2! n!
1. 1 1 1_ : .
Comme—|+—'+5+,_,+—l— e — |, il suffit de montrer qué, tend vers 0 quand tend vers
! ! n!

I'infini.
Lorsquex est compris entre 0 et 1, (X)-est compris entre 0 et 1, et (X)-aussi.
Dot 0< (1-x)"e* < €< € L'intégration de 0 & 1 préserve ces inégalités :
o<1, s%. Lorsquen tend vers l'infini,l,, est pris en sandwich entre 0 et une quantitéend t
n

vers 0, d'oul,, tend vers 0.
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X2 1
6.2.Calcul de F(x):jx oot
n

1

1) Etudier la fonction f telle que(x) =
xIn X

Le logarithme imposex > 0. D’autre part la division n’est pas possildestuex = 0 ou lorsque
Inx = 0, soitx = 1. D’ou I'ensemble de définitioD; = JO 1[0 ]1 +oo].

Lorsquex tend vers 0x Inx est de la forme indéterminéed) mais dans ce cad’emporte,x Inx
tend vers 0-, et son inverf®) vers .

Lorsquex tend vers &, x Inx tend vers ), son inversé(x) tend verstoo,

Lorsquex tend vers o, X Inx aussi, et I'inverse tend vers 0.
1 1 5(INx+1). Le facteur I + 1 s’annule

1
Inx ¥(In X2 X(n 3
pourx = 1/, en étant négatif avant et positif apres, puidgudenctionin est croissante. La dérivée a
le signe opposé de celui dext 1. La fonction est croissante sur ]0g[Jduis décroissante sur ./
1], elle est ensuite décroissante poarl. D'ou la courbe.

La derivée estf '(x)=-

2) On prend x sur ]O 1[. Montrer que f admet des ptives sur O 1[. On appelle G une
primitive de f (ne pas chercher a calculer G), ®mnlconsidéere la fonction de x telle que:

2
F(X) = J: ﬁdt Ecrire F(x) a l'aide de G en vérifiant que F egtib définie sur ]0 1[.
n

Sur ]0 1], la fonctiorf est continue, comme produit de fonctions classiquatinues. Elle admet
des primitives sur ]0 1[, notammeBt Lorsquex appartient & ]0 1[x* aussi, eG(x°) a un sens, tout
commeG(x). On peut écrir&(x) = G(x°) — G(x), par définition de I'intégrale.

3) Faire de méme pour x > 1.
(Remargue : On ne peut pas calculer directementrHGUW[/7]1 +of, qui est une union de
deux intervalles. Le cours impose le fait qu’unienftive est définie sur un interva)le

Lorsquex > 1, f est aussi continue et admet des primitives su[]Inotamment une primitive
G.. Lorsquex > 1, on a auss¢ > 1,G,(x%) a un sens, et :
F(X) = Gy(xX) = Ga(¥).

4) Montrer que F est dérivable sur J0 A]]1 + «et calculer la dérivée Fa I'aide des formules
précédentes. En conclure que F est une constante.
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Grace a ce qui précéde, sur J0G(x) est dérivable comme toute primitive, sa dériviamtaf(x),
etF'(X) = X G (X - G(X)

1 1 _ x 1
x*Inx?> xInx 2x%Inx xnx
Cela prouve qu€ est une constante sur ]0 1J.

=2X =0.

Il en est exactement de méme a@(x) sur |1 Ho[. F est aussi une constante sur §[ tmais
pas forcément la méme que sur ]0 1]).

5) Calculer maintenant F(x) par intégration, apres avdéterminé une primitive de f. En
déduire que F(x) =In2 sur]0 1J]1 + o.

f(t) =_1 estde laforme’/uavecu = Int. Une primitive est lnu.
tint

F(x) =[In(In t)])’§2 =In(In x2) =In(In ¥ =In(2In Y =In(In R
=In2+In(Inx)=In(Inx)=1In 2

Cela vaut aussi bien sur ]0 1[ que sur ¥[. 4+ vaut In2 sur ]J0 1] ]1 +oo[. L'aire comprise entre
la courbe, I'axe des, et deux verticales enetx’, est toujours la méme, quardarie (voir les aires
en rouge sur le dessin ci-dessus).



