Etude de fonctions

Une fonctionf d’une variable réelle fait passer d’'un nombre ké&glablex & un nombrey, et cela
s'écrity = f(x) : y est fonction dex.

Pour visualiser ce passage, on se place dans uererep
N orthonorméOx, Oy formé de deux axes perpendiculaires qui portent
des graduations de méme longueur. On passe d'whpsur I'axe
y=f(x) des x vers le point correspondant = f(x) sur l'axe dey en
construisant un rectangle qui donne le point dedmméesy, y =
f(x)). Quandx varie, ces pointsx(, y) donnent une courbe que I'on
0 X . appelle la courbe représentative de la fonction.d®raussi qu'il
s’agit de la courbe d’équatiory = f(x), cette équation ayant deux
inconnues ety, et une infinité de solutions.

o

1. Ensemble de définitiorD; d’'une fonction

Cet ensembl®; est formé des valeurs dgour lesquelle§(x) existe.

Quand rencontre-t-on des problémes d’existencesaéels cas a notre niveau sont les suivants :
» Ladivision par 0 est impossible.

» Uneracine carréeexiste si et seulement si ce qui est sous leabegt supérieur ou égal a 0.

* Unlogarithmeexiste si et seulement si ce qui est sous le ithgae est strictement positif.

» La fonction trigonométriquéangente(notéetan) n'existe pas lorsque = 772 + ki (K entier
relatif).

Cet ensemble de définition est soit donné par hégpdans ce cas on a intérét a vérifier qu'il est
valable, soit il est a déterminer.

In x
Ix-1
La racine carrée existe si et seulement 8i0. Le logarithme existe si et seulemenksi 0. La
division est impossible si et seulement si le dénateur est nul, soit/x =1, ce qui équivaut &= 1.
D'ou D =[0 1[0 ]1 +eo[= R** — {1}.

Exemple: Déterminer 'ensemble de définition D de la fonctid telle que f (x) =

2. Fonction paire, fonction impaire, fonction périaique

» On dit que la fonction est paire si I'orf(ax) =f(x) pour toutx deDy.

Cela signifie que les deux points,(y =f(x) ) et (—x, f(—x) =

y f(X) =y) sont symétriques par rapport a I'axe gest ils sont tous les
deux sur la courbe de La courbe représentative flest symétrique

par rapport a I'axe vertical. L'avantage est qua Ipeut se contenter
X X d’étudier la fonction poux= 0.




» On dit que la fonction est impaire si I'orf(a X) = —f(X) pour toutx deD;. Cela signifie que les
points de la courbex( y = f(X)) et (—x, f(—x) = -(X) = -y) sont symétriques par rapport au pdnt
La encore, on peut se contenter de réduire I'ialésnd’étude aux = 0.

y=f(x) (

(9=

» On dit que la fonction est périodique, de périddsif(x + T) =f(x) pour toutx deR. Il suffit de
tracer une partie de la courbe sur un intervalldodgueurT, puis de la reproduire indéfiniment a
gauche et a droite sur les intervalles successfdodgueurT. Un exemple typique de fonction
périodique est la fonction trigonométrigeeus qui admet pour période (la plus courle) 2rm,
puisquesin(x + 21 = sinx. On peut réduire l'intervalle d’étude a [0j2u si I'on préfére a fx, 1,
ou encore a n’importe quel intervalle pourvu qaitlpour longueur 2

/N N yau

3. Changement de repére par translation des axes

On est amené a faire un changement de repere éolsmu désire simplifier I'équation d'une
courbe. Notamment, si celle-ci semble présenteaxende symétrie vertical, sans étre I'axe ylda
fonction correspondante n’est pas paire, maisosi prend un nouveau repere avec ce nouvel axe
vertical, I'équation de la courbe va correspondiga fonction paire, et cela prouve gqu'il existe un
axe de symétrie vertical.

¥ Considérons deux repéres qui se déduisent pardtians
c'est-a-dire que leurs axes restent paralleles dedeux. Le

M(X )(X) repére initial esOx, Oy, et le nouveau repére &dtX, O'Y,

¥ ox avecO’ ayant pour coordonnéesq, Yo') dans I'ancien repere.

Un pointM a pour coordonnées, (y) dans I'ancien repére, et

] ' X X (X, Y) dans le nouveau. La formule de passage liantides
0 .

coordonneées est :

YA

>X X = X + X
0 X { o comme cela se voit sur le dessin.
E 0" X Y= Yo +Y

Nous allons voir comment utiliser ce changemenegére dans I'exemple suivant.

Exemple :Etude de la fonction trindme du second degré

Commencons par le cas particulier ol 1a courbeua gquatiory = a X, aveca donné différent de
0. La fonction correspondanté) = axX est manifestement paire. La courbe admet commedaxe
symétrie I'axe dey. Et elle passe pdD. Par définition, on dit que la courbe est une Ipalea d’'axe
vertical de sommdDd. On remarque aussi queasést positif, la courbe est tournée vers le haujue
si a est négatif elle est tournée vers le bas.



Passons maintenant au cas général, #@c ax’+ bx+ ¢ (a# 0). L’équation de la courbe gst
ax + bx+c.

Effectuons un changement de repére par translaioprenant comme nouvelle origine le p@nt
avec :
b K -4 ac__ A

=B et =f—)=—-—+c=-
%o 2a Yo 2a° 4a 2a 4a 4a

La formule de passage (des nouveaux aux ancies} este:
y Y,

b X
=Xyt X=-—+ X M X
X=X >a (L)

A
= +Y=—"F+Y '
Y=Yo 1a 0

0 I
En procédant a la substitution dans I'équagiera X+ b x+ ¢ de la courbe, cela donne :
A

b 2 b
——+Y=a——+ X+ —+ X+ ¢
4a A 2a ) t 2a X

Aprés simplification, il rest&r = aX?. La courbe est une parabole de som@ieet d’axe vertical
d’équationx = —b/ 2a.

L , , 1 ; .
Application : Etudier la fonction f (x) = 2 X% +3x- 6, et tracer sa courbe représentative.

La courbe d’équationy=—1x2+3x—6 est une parabole d’axe vertical, tournée versde b
4

(puisquea = —1/4 est négatif). L’axe de symétrie vertical a pogmationx = —b/(2a) = 6. Le sommet
de la parabole est (6, 3) et il correspond au maxirde la fonctior.

L'abscisse des points d’intersection de la parabek
I'axe desx veérifie —lex2+3x—6: 0. Le discriminant de

cette équation du second degré 4st 9 — 6 = 3. Il est

°f s positif : I'équation admet deux solutions
x=2(3+/3)= 6+ 2/ 3.

4. Limites et continuité
4.1. Définitions

* Une fonctionf admet une limite (finiel enx,, sif(x) , avecx dansDy, se rapproche infiniment
prés del lorsquex se rapproche infiniment prés dg'x

» Si fadmet une limite & gauche (quanténd vers(, par valeurs inférieures), et aussi une limite
a droite (quand tend versx, par valeurs supérieures), et que ces deux linsives les mémes, la
fonction admet une limite en,.

! Plus précisémentfim f(® =L sipour toutintervalle] = [L — ¢ L + & avece aussi petit que I'on veut, on
X_.)s
peut trouver un voisinage suffisamment petitf a, xo + a ] autour dex, (mais sans prendog lui-méme) tel
gue tout nombre, autre ques, dans ce voisinage a une imdge dansJ.



» Une fonctionf est continue er, lorsqu’elle admet une limite (finie) enx, , et que cette limite
estf(xg). Cela sous-entend qbiest définie erx, (f(xo) existe).

Pour comprendre voici quelques cas de figure :

160) f(:0)
FxO)|

L f(x0)

(1) ) 3) (4)

(1) Fonction ayant une limite a gauchexgret une limite a droite différente, donc pas deté en
Xo. EN plusf(xo) est différent des limites a gauche et a droiés. e continuité exy .

(2) Une limite a gauche et une limite a droite éiéinte, donc pas de limite & et la fonction
n'est pas continue ep. Mais comme la limite & droite est égali#x@) on peut dire que la fonction est
continue a droite.

(3) Une limiteL enx, , mais cette limite est différente f{®y). La fonction n’est pas continue &

(4) Le cas classique d’'une fonction continuexgkelle admet une limite exy, et cette limite est
f(xo).

» Une fonctionf est continue sur un intervalle lorsqu’elle esttoare en chacun des points de cet
intervalle. Concretement, cela veut dire que larlsewl’'une fonction continue peut étre tracée d'un
trait continu, sans lever la pointe du stylo.

On démontre que les fonctions usuelles (polyndnmsssances, racines®, logarithmes,
exponentielles, fonctions trigopnométriques, etmsiaque leurs mélanges) sont toutes continues sur
leur domaine de définition. Il n’y a donc aucunigéme de limite pour les points de I'ensemble de
définition, puisque la limite en un point existeest toujours égale a la valeur de la fonctionen c
point.

Les seuls problémes de limites se posent aux batnesu des intervalles de définition de la
fonction, lorsque ceux-ci sont ouverts.

Et les seuls problemes de continuité se posermjuerka fonction prend des expressions différentes
sur des intervalles adjacents. Il y a alors unlgrob de continuité a la jonction.

Exemples

1) Soit f(x) :l_xl. La fonction n’est pas définie en 0 a cause dwadmateur qui serait nul. D’ou
X

Dr = R*. SurR* la fonction est continue, plus précisémem{x) =X =1 sur R*+, et f(x) :lz_l
X

sur R*- . Manifestemerftadmet en 0 une limite & gauche qui est — 1, efiomt & droite qui est 1.
Maisf n'admet pas de limite en O.

2) Soit f(x) = sin (1K) . A cause de &/ f n’est pas définie en @; = R*. La fonction étant impaire,
on peut réduire l'intervalle d’étude a R*+. Lorsquiend vers 0+ (0 par valeurs supérieuresterid
vers +o, le sinus ne cesse d'osciller entre —1 et 1.\llanpas de limite & droite podi¢x) en 0.



x* -1

3) Soit f(x) = . Cette fonction n’est pas définie pour 1, car on n'a pas le droit de diviser

par 0.Ds= R — {1}. Voyons son comportement au voisinage d@ .constate que

4 _ _
f(x) =2 11 - (x HE + )1<2+ XD 8@t xil. Lorsquex tend vers 1f(x) tend vers 4.
X— X—

4.2. Prolongement par continuité

Continuons I'exemple 3° ci-dessus. La fonctfoest définie et continue sur I'ensemibte- {1},
mais par sulR. Mais on va pouvoir lui ajouter un point pour dléedevienne continue sWR, en
profitant du fait qué admet une limite ern= 1. Plus précisément, on va prendre une nouwvetietion
F (elle a un point de plus que l'autre) :

F(x)= f(x) sur D = R-{1
{F(1)=4

La fonctionF est maintenant définie sRx D’autre part, lorsqu tend vers 1 (sans étre égal a 1),
on a toujoursF(x) =f(x), F etf ont la méme limite en 1, d’olim F(x) =lim f(X =4 . Et comme on a
X-1 X-1

pris F(1) = 4, la fonctiorF est continue en 1. Maintenant la fonctignobtenue en ajoutant un point &
f, est continue sUR. On dit quer est un prolongement par continuitéfde

Par contre, si I'on reprend I'exemple 2° ci-dessais,Ja fonctionf n'a pas de limite en 0, on ne
pourra jamais effectuer un prolongement par coiténu

4 3. Extension de la notion de limite a I'infini

Il peut arriver que I'on ait a faire tendxevers l'infini, et 'on est amené dans ce cas adher la
limite éventuelle dé&(x). Il peut aussi arriver que lorsqueend versc, f(x) tende vers l'infini.

En patrticulier :

e Sixtend vers I'infini, IXtend vers 0.

» Sixtend vers 0+ (0 par valeurs supérieures)tdnd vers ¢o,

» Lorsquex tend vers l'infini et qud(x) est un polyndme de degré tous ses termes de degré
inférieur an deviennent négligeables par rapport au terme geéde

Exemple: f(X) = x* + 3 + 10 . Lorsquex tend versto, f(X) est équivalent 3, et tend vers ob.
Pourquoi peut-on négliger les termes de degréiefé® Il suffit d’écriref(x) = x3(1 + 3k + 1044 et
de constater que la parenthése tend vers 1, am&¥)i= x. Et cela se généralise.

Lorsquex ouy ou les deux tendent vers l'infini, on est amenétudier ce que I'on appelle une
branche infinie de la courbe représentative denatfon, comme on le verra plus bas.

4.4. Quelques propriétés des limites
* La limite d'une somme de deux fonctions est la send® leurs limites.
» La limite d’'un produit est le produit des limites.

* Sif(x) tend verd lorsquex tend versx, et queg(X) tend versL lorsqueX tend verd, alors
g(f(x)) tend verd. lorsquex tend vers<.

» Sif(x) est continue eRry,, et queg(x) est continue ef(xo), alorsg(f(x)) est continue er.



4.5. Cas d'indétermination. Que faire dans ces cas

Lorsque I'on cherche une limite, on peut tomberdag formes indéterminées comme + o, ou
0 xo, ouo / 0, 0/ 0, ou O, etc.,, qui ne permettent pas de conclure. On dits lever
lindétermination. Pour cela, il suffit de faire ssortir I'infiniment petit qui intervient dans le
probleme, et une fois cela fait, il se produit simaplification qui fera disparaitre I'indéterminati, ce
qui permettra de conclure.

Exemples

2
1) Limite de f(x) =YX ¥ x*+1
2X

On tombe sur la forme indéterminéé». Pour lever I'indétermination, on remarque gue 1 est
négligeable devanf a l'infini, d’ou :

pour x tendant vers do

2
X +X+1:\/?:_X:1', lim f(x):_l
2X 2X  2X 2 x-+o 2
2) Limite de f (x) = x-1 lorsque x tend vers 1
Jx-1

C’est de la forme indéterminée/@®. Pour lever I'indétermination, faisons ressoftinfiniment
petit x —1, en multipliant en haut et en bas p&+1 :
Cox-1 _ (x-D)Wx+1)
f(x)= =
Jx-1 x—1

=+/x+1 qui tend vers 2.

Allons plus loin en étudiarit et chercher un éventuel prolongement par coniénla racine carrée

\/; existe si et seulementsi 0. D’autre part on n'a pas le droit de diviser face qui imposa #

1, dou D; = R+ — {1}. Elle est seulement continue sB+ — {1}, c’est-a-dire sur chacun des
intervalles [0,1] et ]1,ee[. Faisons alors un prolongement par continuit@emant la fonctiorr telle
que :

F(X)=f(xX) sur R-{1}
F=2

La fonction F est maintenant définie siR, et au voisinage de 1, onlign F(x) =lim (X =2.
X1 X-1
F admet une limite en 1 et cette limite n'est awjue F(1) = 2. La fonctionF est continue en 1.
Commief, elle est aussi continue dRr— {1}. F est continue sUR.

VX+1-+/-x+1
X

3) Limite de f (x) = lorsque x tend vers O

C’est de la forme indéterminée€00 Multiplions en haut et en bas par la quantitéjuguée du
numérateur :

VX+H1=/=x+1 X+1+ x-1 2

9= X _X(x/x+1+«/—X+1)=\/X+1+“/_ xt+ 1

qui tend vers 1.

5. Branches infinies

Une courbe admet une branche infinie lorsqu’un tpgin circule sur la courbe s’en va a l'infini.
On connait déja deux cas particulierement intérgéssemais trés particuliers :



* La courbe (hyperbole) d’équatigr= 1/x admet une branche infinie lorsguéend vers ¢, et
dans ce cag tend vers 0. Cela signifie que la courbe se ragh@anfiniment pres de
la droite d’équatiory = 0, c'est-a-dire I'axe des. On dit alors que cette droite est
une asymptote pour la courbe.

j L’hyperbole admet aussi une autre branche infimisquex tend vers 0, puisque
tend alors vers l'infini. La courbe se rapprocherslinfiniment prés de la droite
d’équationx = 0, c’est-a-dire I'axe deg Cette droite est une deuxiéme asymptote poupé&Hyole.

Plus généralement, et par analogie, on dit qu'unebe admet une droite comme asymptote si la
distance entre un point de la courbe s’en allafinfni et le point correspondant sur la droitente
vers 0.

« La courbe (parabole) d’équatign= x* admet une branche infinie lorsqueend vers o, et
dans ce cagj tend aussi versos. La droite OM) de pentey/x = x tend a devenir
verticale lorsque tend vers linfini. Enfin, la distance entre lautbe et la droite
limite (Oy) tend vers l'infini (puisqu’il s’agit de). On dit que la parabole admet
une branche parabolique de direction verticalecdta n’a rien a voir avec une
asymptote.

Plus généralement, si une courbe admet une bramithie avecx ety tendant vers l'infini, et que
la pente de la droiteOM), a savoiry/x , tend vers une position limite, avec une distaferdre la
courbe et cette droite limite) qui augmente indéfeamt, on dira par analogie avec la parabole que la
courbe admet une branche parabolique.

Revenons maintenant a I'étude complete de la beanmatinie d’'une courbe. Plusieurs cas se
présentent :

1) Lorsquex tend vers I'infini, y tend vers un nombre fixey.
Au voisinage de l'infini, la courbe se rapprochéniment prés de la droite horizontale d’équation
y=Yo. La droitey=y, est une asymptote pour la courbe.

Exemple y=1 + 1k. Lorsquex tend vers ¢, 1/x tend vers O ef tend vers 1. La droite d’équation
y =1 est une asymptote pour la courbe.

2) Lorsque x tend vers le nombre fixexo, y tend vers I'infini. Au voisinage de l'infini, la courbe

se rapproche infiniment prés de la droite vertichéguation x = X,. La courbe admet une asymptote
verticale.

Exemple :y:i. Lorsquex tend vers 1y tend vers I'infini. La droite d’équation= 1 est une
x-1
asymptote pour la courbe.
3) x ety tendent tous deux vers l'infini

Lorsque le poinM (x , y= f(X)) s’en va a l'infini, on s’intéresse a la droiteNl) dont la pente est
y/x. On distingue plusieurs cas :

3a) y/x n'a aucune limite, ni finie ni infinie. On ne paign conclure.

Exemple iy =x (2 + sinx). Alorsy/x = 2 + sinx qui ne cesse d'osciller entre 1 et 3.



3b) y/x tend vers linfini. On en conclut que la courbemad une branche parabolique d'axe
vertical Oy (exactement comme cela se produit pour la paratmiel’équation esty = x?).

3c) y/x tend vers 0. On en conclut que la courbe admebuareche parabolique d’ax@x (comme
cela se produit pour la demi-parabole d’équayiod; ).

3d) y/x tend vers une limite (finieg différente de 0. Cela signifie que la droi@\) tend a prendre
une position limite oblique de peraeOn forme alorsy —ax, et I'on distingue plusieurs cas :

* Si y—axn'admet aucune limite finie, on ne peut rien dorede plus.
Exemple iy = sirx + x, y/xtend vers 1, maig — x= sirx ne cesse d’'osciller entre 1 et —1.

» Siy—ax tend vers l'infini, la courbe admet une brancheapolique de directioa, puisque |
distance verticale entre un point d’ordoniyésur la courbe et le point d’ordonnée correspondant
sur la droite tend vers l'infini.

Exemple iy = x+\/;(, yIx=1 +1/\/; tend vers 1, maig — X =\/; tend vers l'infini. La courbe
admet une branche parabolique de direction la grenhiissectrice du repére.

» Siy— a xtend vers une limite finib, la courbe admet une asymptote oblique d’équatierax
+b.
M En effet, prenons la droite d’équatipr= ax + b, qui
y-ax-b est paralléle a la position limite de la droieM) de
pentea aussi. Donnons-nous une abscigsdlant vers
linfini, le point correspondant sur la courbe aupo
b ordonnéey = f(x), et le point correspondant sur la droite
a pour ordonnéex + b. La distance verticale qui sépare
ces deux points estf(x) — ax — b, au signe pres.
Puisqu’elle tend vers 0, cela signifie que la draist
une asymptote.

0
6. Dérivée
6.1. Définition

Soit un pointx, dans I'ensemble de définitidx. On dit que la fonctiorf admet une dérivée ewn

si le taux d'accroissement deau voisinage deg, soit M, tend vers une limite (finie)
X=X
lorsquex tend vers. On note cette dérivél’'(xo).

f'(%) = lim T(x) = 100) lorsque la limite (finie) existe.
X— %, X=X

Lorsque la fonction admet une dérivée en chaqua plain intervallel, on dit qu’elle est dérivable
surl.

6.2. Interprétation géométrique

Sur la courbe représentative fdeprenons un point fix&, (X , f(Xg)), €t un pointM (x , f(x)) au

voisinage déVl,. La sécanteMoM) a pour penteM, c’est-a-dire le taux d’accroissement.
X=X



M LorsqueM tend versM,, et que le taux d'accroissement
tend vers une limite (la dérivée existe), la sézaend a
prendre une position limite, qui n’est autre queatagente a la
courbe enM,. Finalement la dérivée eq est la pente de la
MO tangente a la courbe au point d’abscigse

tangente

x0 X

Que se passe-t-il dans le cas ou le taux d’acenmisst tend vers l'infini ? Dans ce cas, la dérivée
n’existe pas, mais la courbe admet une tangentiealerau point concerné.

Il arrive aussi que la dérivée n’existe pas, et lqueourbe n’ait pas non plus de tangente au point
concerne.

Prenons le cas de la fonctif() = ||, c’est-a-diref(X) = x pourx = 0 et
f(x) = —x pourx £ 0. Au voisinage de 0, son taux d’accroissementgst
droite, et — 1 a gauche. Il n'ladmet donc pas umédi en 0. La fonction
n'est pas dérivable en 0, et la courbe n'admetdeatangente en ce point.

q) Mais on peut dire que la fonction est dérivableditd, et qu’elle est aussi
dérivable a gauche, ces deux dérivées étant ditiEse La courbe admet
aussi une demi-tangente a droite et une demi-tda@gegauche, de pentes 1 et -1.

6.3. Continuité et dérivabilité
On dispose de cette propriété :

Si une fonction est dérivable & alors elle est aussi continue en ce paint.
Mais l'inverse n’est pas vrai, comme le montre &mple précédent de la fonction valeur absolue.

6.4. Dérivées usuelles

Toutes les fonctions usuelles sont dérivableseaurénsemble de définition, sauf la fonction racine

carréey =Jx qui est définie et continue sBr , mais seulement dérivable R+ ( la tangente a la
courbe en 0 est verticalp

» La dérivée d’'une constante est K)'€ 0.

« Dérivée ded": (X")’ =nx"! pournzO.

2 En effet, prenons le taux d’accroissemert) = f(%0) . Puisque la fonction est dérivable xj on peut
X=X
écrireM = f (%) +&£(X) avecg(x) qui tend vers 0 lorsquetend vers.
X=X
Ainsi f (x) = f(x9) = (x= ) f'( %) +&(A( x x%). On en déduit quix) —f(xy) tend vers O lorsquetend
versxX,. Puisqud(x) admet une limite et que cette limite &) , f est bien continue eq.

% Le taux de variation au voisinage de 0 }1@:% qui tend vers e lorsquex tend vers 0+. La dérivée
X X
n'existe pas, mais la courbe admet une tangentealerau point (0, 0).
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« Dérivée de|/x: (\/})':i\/_. Cela revient & appliquer la formule précédenta pe= 1/2.
2\ X

» Dérivée de sinus, cosinus, tangente :
(sinx)’ = cosx, (cosx)’ =-sinx, (tanx)’=1 + tarfx= 1/ cosx.

» Dérivée d'une sommai(x) + v(xX))' = U'(X) +V'(X)

o Dérivée d'un produit :u(x) v(X))' = u(x) v'(x) + u'(X) v(X).
En particulier u(x) )’ = K u'(x).

« Dérivée d’'un quotient (U(X))' - MUY~ V(X @ X
V(X) V2(X)
» Dérivée d'une fonction composég(f(x))’ = g'(f(x)) f ’(x). On multiplie la dérivée de lgrosse
fonction (comme si(x) était la variable) par la dérivée depletite

Notamment : u(X)")’ = n u(x)"* u'(x)

ey U(%)
( U(X)) _zm

Exemple: Etude de la fonction f telle quef (X) = (1- X)V1- X

1) Déterminer son ensemble de définition D. la fomcést-elle continue sur D ?

La racine carrée existe si et seulemert-sk’>0, x°<1, |[x§ lou- kK x< . L'ensemble de

définition estD =[-1 , 1]. Comme la fonctiohest la composée et le produit de fonctions coasraur
leur ensemble de définition, elle est continueBur

2) La fonction est-elle dérivable en x = 1 ? En x =2t ailleurs ? Donner la valeur de la dérivée
la ou elle existe.

La racine carrée a un probléme de dérivabilitéli&c® qui est sous le radical s’annule, en — 1 et
+ 1.

Voyons si la fonction est dérivable en 1. Au vaigia de 1 (par valeurs inférieures), le taux
d’accroissement e (X)_lf(l) =-y1-x. Celui-ci tend vers 0 lorsquetend vers 1-. Cela signifie
X_

que la dérivée existe e 1, et vaut 0. La tangente a la courbe est hotie au point (1, 0).

Pour étudier la dérivabilité en — 1, formons lextdiaccroissement :
FOO- (=D _ A=xA*+X)A=X) . A=XNI= X 5isque 1% > 0. Lorsquex tend vers —1+, le
x+1 x+1 J1+x

taux d’accroissement tend vers.H. a fonction n’est pas dérivable en —1, mais larbe admet une
demi-tangente verticale au point (-1, 0).

Sur ]-1 , 1] la fonction est dérivable comme mékardg fonctions dérivables, et on trouve
2 —_— —_ . . ’ . . . .
f'(x) :ZX—Xl, tous calculs faits. Pour terminer I'étude dedaction il conviendrait de chercher
1-x2
le signe de la dérivée, comme nous allons le vaintanant.
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7. Variations de la fonction

Une fonctionf est dite croissante §x) augmente lorsque augmente (ou bien diminue lorsgue
diminue). Plus précisément, une fonction est camites (au sens large) sur un intervélg@ quels que
soientx; et X, surl avecx; < x, on a toujours(xy) < f(x,). Elle est strictement croissante sur un
intervallel si quels que soiemt etx, surl avecx; <X, on a toujours(x,) <f(xy).

On dit que la fonctioi admet un maximum local eq s'il existe un voisinage ouvert dg (sans
Xo lui-méme) ou touk de ce voisinage est tel qé@) < f(xy). Il en est de méme pour un minimum
local (f(x) > f(Xg)). Un extremum est un maximum ou un minimum.

™\ . o
Exemple de fonction définie sum[b], admettant deux
maximums locaux emy etxy , et un minimum local er,.
Remarqguons que la fonction admet un minimum glarah
(mais ce n’est pas un minimum local).
a xM  xm xM b

Il existe un lien étroit entre le sens de variatiena fonction et le signe de la dérivée.
Supposons la fonctidndérivable sur un intervalle

» Sila dérivée est nulle partout duta fonction est constante dur

» Sila dérivée est positive (ou nulle) sula fonction est croissante dur

» Sila dérivée est strictement positive susauf en un nombre fini de points (en des posukes)
ou la dérivée est nulle, la fonction est stricteteaissante sur.

(idem entre la dérivée négative et la décroissance)

» Si la dérivée s’annule en tout en changeant de signe de part et d'autrf®nletion admet un
extremum erxo.

8. Courbe représentative de la fonction

Lorsque I'on se donne une valeurxjde calcul dey = f(X) est immédiat sur un ordinateur. Il suffit
d’écrire la formule de la fonctiohque I'on s’est donnée. A partir de la variakl@n nombre flottant)
on passera au hombyédlui aussi flottant), par le biais de la fonctiooncernée

Par exemple, prenons la fonctibtelle quef (x) =—VX+1. D’ou le programme de la fonction :
VX+1-X
float f(float x)
{ floaty;
y=sqrt(x+1)/(sqrt(x+1.)-x);
return y;
}

Si I'on veut connaitré(2,5) il convient, dans le programme principal,dégnander son affichage,
en écrivant y=f(2.5) ; printf(« %3.3f »,y) ;

Mais comment tracer la courbe ?

Il suffit de calculery = f(X) pour un grand nombre de valeursxjee qui donnera la courbe. Mais
un probleme d’échelle se pose. Lorsque I'on presslpbints X, y) avecy = f(x), les valeurs prises par
X (ety) sont en général de I'ordre de quelques unitésnue par exemple prendresntre — 3 et 3. Le
probleme est de passer des coordonnégg aux coordonnées correspondantesye sur I'écran, qui
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elles peuvent étre de I'ordre de plusieurs censa{de pixels), et sont des nombres entiers pasitifs
Voici comment s’y prendre :

On commence par faire un zoom, par exengden=100, plus précisément, on peut faire des
zooms différents pour ety, soit X =zoomx x et Y =zoomyy. Dans le reper®X, OY, le dessin se
retrouve grossi. Puis on va transporter ce dessifiécran, ou l'origineOe est en haut a gauche de
I'écran, avec un axe horizontal vers la droite retane vertical vers le bas. C’est dans ce repéee qu
sont les coordonnées etye des points de I'écran. Sur I'écran, on place gjimé O de I'ancien repere
en un point Xorig, yorig) que I'on se donne. La formule de passage degslonnées du repere initial
(celui des calculs) au repére sur I'écran s’en dédu

Xe = Xorig + zoom . X
ye =yorig — zoom .y

Oe. xorig xe
X0 Zoom . X

A N
y zoom . y ﬁ Zoom.y

'—) orig >
0 X X yorig 0. 4

zoom X
zone calcul
Vv

zone écran
Exemple : tracé de la courbe de la fonction f préeate

Supposons que 'on ait une zone écran de dimensiébisur 480. On se donrego = 100,yorig
= 250, ezoomx= zoomy140. Avec ce zoom, une graduation de longueums ¢&zone des calculs
devient une longueur de 140 pixels sur I'écran.d@mmence par tracer les axes de coordonnées,
grace a la fonction souvent appeliée qui trace en fait un segment donné par les deurdoooées
de chacune de ses deux extrémités :

line(xorig-100,yorig,640,yorig); line(xorig,yorig-&®,xorig,0);

Puis, a l'aide d’'une boucléor(), on dessine un grand nombre de points, de fagawvoir
'apparence d’'une continuité dans le tracé.

for(x=-0.999; x<8.; x+=0.01)
{y=f(x); [* appel de la fonction f(}*/
xe=xorig+zoom*x; ye=yorig-zoom*y;
placer le point xe,ye sur I'écran

}

Ameélioration de la méthode

Pour assurer la continuité, on préfere assimilezolarbe & une succession de petits traits. C'est
aussi beaucoup plus rapide. Au lieu de tracer d@istpavec un pas de 0,005 comme précédemment,
on peut prendre un pas beaucoup plus grand, cqmaswe 0,1, et I'on trace un trait entre deux points
successifs. La boucl®r() est chargée de joindre le point que I'on vieatadlculerxe, ye avec le
précédenbldxe, oldye Mais comme le premier point tracé n’a pas de grésgseur, on commence la
boucle sur le deuxieme point :
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x=-0.9999; y=f(X); xe=xorig+zoomx*x; ye=yorig-zoorty, ; /* le premier point/
for(x=-0.9999+pas; x<8.; x+=pas)

{ oldxe=xe;oldye=ye; y=f(x); Xe=XgRz00omXx*X; ye=yorig-zoomy*y;
tracer une ligne entre le poialdxe , oldyeet le pointxe , ye
}
9. Exercices

9.1.Cylindre de volume donné et de surface minimale

Parmi tous les cylindres ayant le méme volume \Wélpguel rapport doit-il y avoir entre le rayon
de la base R et la hauteur h pour avoir le cylindeesurface S minimale ? (par surface on entend les
deux bases et la surface latérale).

S=27R + 2Rt
Ona
V = 1Rh

V étant donné, on peut exprimirpar rapport &R : h:LZ. En substituant dans la premiére

R
équation, on obtien comme fonction deR: s:2nRz+2!R: 2(;TF2+¥R). Il reste a étudier la

fonction SR) sur R*+, dont la dérivee estS'(F§=2(2nR—12). La derivée s’annule pour
R

R3:l R= 3/%7 et elle est du signe dgnR—lzz’TRs—_V, qui est aussi du signe de

2’ R? R
27R® -V, or cette quantité croit quamdaugmente, elle passe donc du signe négatif ae pigsitif.
On en déduit qu&admet un minimum PouR = 3/21 Avec R® :21 , on trouve :
T T

h :Lz =2R. Le cylindre de surface minimale a sa hauteureégaldiamétre de sa base.
R

9.2. Obturateur
D’abord quelques rappels de trigopnométrie

Dans un triangle rectangle, le cosinus d'un anfgecément aigu) est le c6té adjacent divisé par
I'hypoténuse, le sinus est le c6té opposé sur Bidmpuse, et la tangente est le cdté opposé siitde ¢
adjacent. Par projection orthogonale d’'un segmenbgueul sur une droite faisant un an@davec
le segment, on obtient un segment de longueaosé.
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Pour traiter le cas général d'un angle orienté (gai de e« & +) on utilise le cercle
trigonomeétrique (on reverra cela plus tard).

Voici quelques formules :
cos x +sin“x=1
1+ tan’x=1/cog x

cos @+b) = cosa cosb — sina sinb cos @-b) = cosa cosb + sina sinb
sin (@tb) = sina cosb + sinb cosa sin (@-b) = sina cosb — sinb cosa
cos X = codx — sirfx silx 2 2 sinx cosx
D C On prend un carré ABCD de c6té 1 et on y place rquat
) segments issus de chacun de ses sommets et faisaéine angle x
c avec le coté correspondant, comme sur le dessila @mne un
b carré A’'B'C’'D’ dont l'aire a est fonction de I'arlg x, qui va de 0 a
714,
B’
A K B

1) Montrer que a(x) = (cos x — sin’)

Dans le triangle rectangkeKD, on aAK= tanx, d'ou KB = 1 — tanx. Par projection orthogonale,
A'B’ = KB cosx = (1 — tarnx) cosx = cosx — sinx. Finalement :

a(x) = (cosx — sinx)?

2) Montrer que Cos X — Sin X2 cos@ﬁg )-

ﬁcos@ﬁ%)m/&(cosx co%— SiR s+’§ 9 cos sk

puisque codl = sig=£
4 4 2

3) Tracer la courbe représentative de a(x)

Onaa(x) = 2¢od (X+7ZT) avecx dans [O,%T]

On vérifie quea(0) = 1 eta(1v4) = 0.

O

9.3.Etude de la fonction ftelle que f,(x) = X"v1- X, n étant un nombre entier naturel
donné.

1) Déterminer I'ensemble de définition @e f, .

f, (X) existe si et seulement si ce qui est sous leahdst positif ou nul : 1 = 0,x< 1, d'ouD =
]~ , 1].
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2) Etudier la fonctionfet tracer sa courbe représentative.

On connait la courbe représentative e \/;(qui est une demi-parabole d’ax@xj. On en déduit

que la courbe dg/ =+/—X est aussi une demi-parabole d’agx)avecx < 0 ety = 0.

™Y y Faisons un changement de repéere par translation eweame
\ nouvelle origineO’ (-1, 0). La formule de passage pour un polt
x,y) (X,Y) est:
0’ 0 % x=X-1
X y:Y

L’équation de la courbe précédente deviaht+/1- X . C’est I'équation dé&,, d’ou la courbe :

\1\

0 1

3) Pour n > 0, calculer la dérivég'florsqu’elle existe. Etudier précisément la déhilaé en 1.

On sait que\&, définie et continue slR+ n’est dérivable que si*+. Dérivonsf, sur J<o , 1[ ou
I'on ne prend pas 1:

avecn> (

n -1 _
fr= an_lx/]:(— X _ 2nx" (2n+ 1))31
24/1-x 2/1- x
_ xX"}(2n-(2n+1)x)
2/1-x

Pour étudier la dérivabilité en 1, prenons le tdi@ccroissement au voisinage de 1- :

nfq—
L:X—lxz—i de la forme -/D+ = —o lorsquex tend vers 1. La fonction n’est pas

x-1 x-1 V1-x
dérivable en 1 mais la courbe admet une tangemntieale au point (1, 0).

4) Etudier le comportement a I'infini dg.f

Lorsquex tend verso, 1x=-x, f,(X)= x"v-x qui tend vers I'infini (o sin est pair, < sin est
impair). FOFmOﬂSM:Xn_lw/l—x: x71/=xqui tend vers I'infini, méme poun = 1. La courbe
X

admet une branche parabolique de direct@y).(

5) Dresser le tableau de variations dg four n positif, (n > 0), en distinguant deux caton que
n est pair ou impair. Calculer en particulier la rilée f'(0) qui n’a pas toujours la méme valeur
selon la valeur de n.

Lorsquen est impair,n —1 est pair xX"* reste> 0. La dérivée est du signe de-2(2n+1)x. Dol le
tableau de variations :
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Z2n
X |- 2n+1 1
| + ¢ —
fn |\
0
-0

Lorsquen est pair,x™* change de signe de part et d’autre de 0 :6)

2n
x|-e O 2n+1 1
= 6 + § —
+ o
fn \/\
0 0

f, (0) =0 pourn> 1, & cause d€™ = 0. Mais poun=1 ,f; (1) = 1.

6) Tracer les courbes représentatives detff,. Préciser la valeur de I'extremum atteint par f.

A AL
Ok

9.4.Lancer d'un projectile

Un projectile est lancé par un canon avec une sédgitiale y qui est toujours la méme, et sous
différents anglesp avec I'horizontale. On prendra comme origine O desrdonnées le point d’ou
part le projectile. Le sol est représenté par |'alas x.

<

O

On se donne l'anglg entre 0 et72 (90°). Le projectile est soumis a la seule foredicale qui
est son poids mg, en négligeant les frottementsadlss résistance de I'air (rappelons que g est
I'accélération de la pesanteur). Son mouvementt@bki loi fondamentale de la dynamigbe= ma,
a étant I'accélération (il s’agit de vecteurs). Aaghrt, au temps 0, il se trouve en O (0, 0). Astamt
t, il se trouve en M (x , y) avec x et y qui sag tbnctions du temps t, et que I'on veut détenmire
point M se projette en H et en K sur les axes {33ye Les points H et K sont soumis aux projections
de la force agissant sur M : H (x, 0) est soumima force nulle, et K (0, y) est soumis a la ferogy
dirigée vers le bas. On rappelle que la vitessdaedgrivée du déplacement par rapport au temps, et
gue l'accélération est la dérivée de la vitessen®de cas présent, le point H est soumis a une
acceélération nulle, soit X’ = 0 d’aprés la loi foamentale de la dynamique (X" est la dérivée sdeon
de x(t) par rapport a t), et le point K est souraisne accélération constantg , soit y” = —g . étant
entendu qu'il s’agit de dérivées par rapport au psn.

1) Par intégrationdéterminer x en fonction de t. On devra trouverw = cosp xt .

Puisquex” = 0, X = constante. Le poirtl se déplace a vitesse constante. La vitesse éjtialr
X étant vocos @, on ax' = vy cop. Intégrons encore :
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X=Vocoxp.t+K. Commex=0 pourt=0,K=0,doux=vycosp.t.

2) Faire de méme pour y. On trouveya- -% ot + wsing t.

Puisquey’ =—g, ¥ =—gt + K, avecK constante. Pour= 0, on sait que la vitesse estsing ,
dou:y’'=—gt+vysing. Intégrons encore :

=—gt/2+vsing.t+C, Cétant une constante. Comme 0 pourt = 0, on trouveC = 0.
Dol y= —% gt? + wsing t.

3) Eliminer t pour déterminer y en fonction de X, ¢ donnera I'équation de la courbe décrite
par le projectile. On posera k = tagh (lorsque x décrit [0/72] , k va de 0 a l'infini, et pour chaque

valeur de k, on a une courbe), gt:iz. On obtiendra une parabole avec une équation ou

2V
interviennent la constante b et le parametrgpkniintervient que par sa tangente k). Rappelons que
1
=1+tarf ¢-
cos ¢
Ona
X =\ Cosg t

yz—% gt? + psing .t

Cela s’appelle les équations paramétriques dajlectoire du projectile (le paramétre étgnt

Extrayong de la premieret:= x/ (vo cos¢), et reportons dans la deuxiéme :

X2 sing g
592 * X==773
Vo cos ¢ COSp A

On trouve un trinbme du second degreé, représeaghigijuement par une parabole d’axe vertical et
tournée vers le bas puisque le coefficientdest négatif..

y:

A+ 1) %+ ke - Ifl+ K) £+ k

4) Déterminer la portée L du canon, c’'est-a-dire altpueistance du point de départ le projectile

2 .
touche le sol. On trouverg = 0 SN2
g
Cette parabole coupe I'axe horizontal (le sol) poits d’abscisse vérifiant :

~b(1+k?)5% + kx=0
x(k— b1+ X)X =0
Outre le point de dépaxt= 0, on trouve :

(= K : _tang co$g _ sip Co¢:—325in¢ cogh = sing2_ Vg sin 2p
b+ k?) b b 2b 2b g

2 .
On a bien| = Y0SN%
g
La parabole a un axe de symétrie vertical d'équatie L/2.

5) Pour quelle valeur de I'angl¢ obtient-on la portée maximale, et quelle estecptirtée ?
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Lorsqueg va de 0 &72, 2p va de O &7 et sin2 croit de O a 1 lorsqug¢ va de 0 &74, puis
décroit pour revenir a 0. Son maximum vaut 1 pgur= T174. La portée maximale est:

6) On prend maintenang entre 0 etz On admettra que lorsqug va de772 a7z d'ou k de « a
0-, I'équation de la trajectoire parabolique redeeméme que celle que I'on a trouvée précédemment
(mais k est négatif maintenant). Lorsque k variesd® on obtient une famille de paraboles qui sont
les trajectoires des projectiles lancés sous diff€rangles avec une vitesse initiajedonnée. On veut
déterminer I'enveloppe de ces paraboles, c'estra-th courbe qui est tangente en chacun de ses
points & une parabole de la famille. On admettra deis points (x,y) de cette enveloppe doivent
vérifier d’'une part I'équation de ces paraboles,lddorme G(x, y, k) = 0, et aussi &, y, k) =0, ou
G’ est la dérivée par rapport a k. En éliminant krertdes deux équations, constater que I'on obtient
I'équation d’'une parabole. Cette enveloppe parainodi est appelée parabole de sécurité car la zone
qui est située au-dessus d’elle est hors de paeserojectiles.

L’enveloppe est 'ensemble des pointsy) tels que :
y+a(l+ k)X~ kx= 0
2aké - x=0

En éliminantk entre ces deux équations, a\!eezi il reste :
ax

1
4a°x?

1 1
=-a(l+ ¥t —=—ad+——
y=-d ) 2a 2 4a

Cette fonction trindme est bien représentée pampangbole. Cette parabole coupe I'axe horizontal
aux pointsx:izi, ce qui correspond a la portée maximale. La talegan pointxzzi a pour
a a

pente —1, et c’est aussi la pente en ce point ttajictoire de portée maximale.

7) Programmer pour visualiser diverses trajectoiressaque leur enveloppe qui est la parabole
de sécurité.

=N

Indication : On se donnegel par exemple et g = 0,981. On peut évidemmenetrées paraboles
a partir de leur équationy = —b(1+ k%) ¥ + kx, mais le mieux est d'utiliser le calcul différamitqui a

permis d’en arriver la. On va déterminer x et yfenction du temps t, par le biais de leur vitessg’x

et de leur accélération x”, y”. On commence pardonner les conditions initiales au temps 0 : &=

y =0, etles vitesses de x ety : vx = vO*cog{pkiy = vO*sin(phi). Puis on va avancer dans lenfss.
Pour cela, on divise le temps en petits intervatlespar exemple dt = 0,001. Pendant chaque dt, x
augmente a chaque fois de vx*dt (puisque par digfinivx = dx/dt), on obtient ainsi x en fonction du
temps (mouvement uniforme & vitesse constantej.yPom part du fait que son accélération ay reste
fixée a -g . Pendant chaque dt, y augmente a chéojsede vy*dt, et vy augmente de ay*dt (par
définition de l'accélération ay = dv/dt), ce qui mlee y en fonction du temps (mouvement
uniformément accéléré). Le point (x, y) va décuine parabole.



19

#define xorig 320
#define yorig 450
#define zoom 280.
#define g 0.981
main()
{ float x,y,vx,vy,ay,phi,v0,dt; dt=0.001;v0=1;
for(phi=M_P1/16.; phi<M_PI; phi+=M_P1/16.) Huelques trajectoires paraboliqu&s
{ x=0.,y=0.; vx=v0*cos(phi); vy=vO*sin(ph.
do { x+=vx*dt; ay=-g; y+=vy*dt+0.5*ay*ddt; vy+=ay*dt;
dessiner le poinfxorig+zoom*x,yorig-zoom*y)en jaune par exemple

}
while(y>=0.);
} }

Pour avoir la zone (bleue sur le dessin) a portéeadon, c'est-a-dire la zone sous la parabole de
sécurité, il suffit de dessiner un grand nombréraectoires, de fagon a remplir la surface coneern
C’est le méme programme que ci-dessus, mais awrbep plus de trajectoires.



