Equations, inéquations dan®.
Systemes d’équations lineaires

Cours, exercices corrigés, programmation

1. Equation a une inconnue

Une équation a une inconnue est une égalité camtemanombre inconnu noté en généeral
et qui est appelé 'inconnue. Résoudre I'équatimmsiste a chercher les valeurs éventuelles de
qui rendent I'égalité vraie. Ces valeurs constitles solutions de I'équation.

Exemples
1) Résoudre (4x + 1)(x — 3) = 5(x — 3)

On fait ressortir le facteur commun

(x—3)(4x+1)—-5k-3)=0

x=-3)(4x+1-5=0

(x —=3)(4x—4) = 0. Un produit de facteurs est nul si element si un facteur est nul.
x =3 oux = 1. L'équation admet ces deux solutions.

Remarque : Si I'on avait simplifié au départ par@), c’est-a-dire divisé des deux cotés par
X — 3, on aurait perdu une solution (on n’'a pas letdteidiviser par 0, ce qui se produit paur
= 3). Et quand on oublie la moitié des résultadta ¥aut zéro !

Mais on peut agir ainsi :

On distingue deux cas selon les valeurg:de

* X =3, c'est une solution évidente.

* X # 3. 0n peut alors diviser par 3. L’équation deviefx+ 1 =5, x= 1.
On retrouve les deux solutions.

2) Résoudre(3x—1)? = (x+ 5

(3x—1)2 - (x+ 5)2 = 0 On reconnait une une identiténarquable
(Bx-1+x+5)(3x-1- x- 5= 0

(4x+4)(2x-6)=0

Xx=-1 ou x=3

L'équation admet deux solutions.

3) Résoudre x=2_ 1 _~3x+1

Xx+1 x-1 x2-1

On n’a pas le droit de diviser par 0, on ne pojaraais avoirx = 1 ou —1. Réduisons au
méme dénominateur :

(Xx=2)(x—1)— (x+ 1): -3x+1
x? -1 x2-1




(X=2)(x=1)- (x+1)+ 3x-1
x2 -1
est nul. En développant au numérateur, il reste :
x> -x=0, Xx(x-1)=0
Xx=0 ou x=1
Mais on a vu que& = 1 ne peut pas étre solution. Il reste une seligisn :x = 0.

=0. Un quotient est nul si et seulement si son nutegéra

4) Résoudre v X+5=x-1

Commencons par les contraintes imposées a

» La racine carrée existe si et seulement si ce sjuisaus le radical ext0, ce qui impose
x=- 5.

e Laracine carrée est0, ce qui imposg&— 1= 0, x= 1.

Ces deux conditions se réduisent=1.

Maintenant élevons au carré+5= x° — 2x+1 !
x?-3x-4=0

X=-1o0u x=4

Mais comme on doit avok= 1, il reste la solution unique= 4.

Avec ces quatre exemples, nous avons vu commaitertrcertaines équations. Mais
souvent, dans les problémes réels, on ne saitygasdre les équations qui leur sont associées.
Dans ce cas, pour parer au plus presse, on faiail@ment par ordinateur, en essayant un grand
nombre de valeurs dejusqu’a ce que I'équation soit vérifiée. Voici exemple :

5) Entre deux points A et B situés a la méme hauteelr distants de 2 m, on laisse pendre
une corde ayant une longueur de 4 m. On veut cortire@la hauteur du point le plus bas de la
corde par rapport a celle de A et B.

Pour cela, on admettra que I'équation de la courbéormée par la corde est de la forme

X X
ek+ek
y=Kk >
k étant un nombre réel positif pour le moment incamm, et que la longueur de la courbe
1 1

entre A et B esk(ek - e k).
1 1
Il s'agit de trouverk vérifiant k(ek — e k) = 4. On ne peut
pas extrairek de la en appliquant les regles de calculs
disponibles. C’est impossible. On n’'aura jamasous forme de
formule. On fait alors un traitement sur ordinajeavec un
programme du style :

for(k=0.05; k<5; k+=0.00001)
if (fabs(k*(exp(1./k)-exp(-1./k)) -4.)<0.0001) {leur=k; break;}

1 Avecx=>1, on a/x+5=x-1 < x+5= ¥ - 2x+ 1.

2 Cette courbe est appelée une chainette.



Ainsi, on pratique une série d’essais pour deswaldek partant d'une valeur proche de 0.
1 1
Et I'on teste si I'expressionk(ek — e k) —4, prise en valeur absolue (grace a la fonclidos
utilisée pour les nombres flottants) devient irdare a 0,0001. Dés qu’on tombe sur un résultat

(placé danwvaleur) on arréte la boucle. On obtient aiksk 0,46. Il ne reste plus qu’a utiliser
1 1

: k k :
I'équation de la courbe : pour= 0, on ay =k, et pourx = 1, on ay = k& * € La distance

[
\ -

, k
verticale entre le haut et le bas de la cordekEsI_ k, Soit 1,59m.

2. Trinbme et équation du second degré

Un trinbme du second degré n’est autre qu’un pahymdu second degré, soit :
P(X) = axX + bx+ ¢ avecaz 0.

Cherchons a le factoriser. On commence par merefacteur :

P(X) = & ¥ +E x+£) . On considere qug2 +E X est le début du développement
a a a

du car(rya+_) —x2+bx+i
a 4a°
—a (x+—) +___ a(( +_) __j avecA =b? - 4ac.
28 4a?

On distingue deux cas :

« A>0.Dans ce cas/A existe.

P(X) = a(x+ b_\/ZJ( X+ b+*/zj grace a l'identité remarquable sur la
2a 2a

différence de deux carrés. Remarquons que=§, cela s’écrit plus simplement :

A

» A<0.Dans ce cas on ne peut plus factorise(garz_) + 2jest la somme de deux
a 4da

carrés.
Signe du trinbme
Grace a ce qui précede, on déduit :

e Si A<0, le trinbme est du signe de
e Si A4>0, le trinbme s’écrit :

P(X)= a x= X)( x= %) avec pc —b;/Z et yc —b;a\/Z_ On appellex; et x, les racines

du trinbme, ce sont les valeurs xigui I'annulent :P(x;) = P(x,) = 0. Quitte a faire un tableau



de signe, on en conclut que le trinbme est du signe-a entre les racines et du signe ale
ailleurs.

Equation du second degré

Il s'agit de ax? + bx+ c=0 aveca# 0.

Les calculs précédents permettent de conclure :

e Sid> 0, I'équation admet les deux solutioq®etx, distinctes.

e SiAd=0, I'équation admet une solution doubke= —b/ 2a (ou encore deux solutions
confondues).

e SiAd< 0, I'équation n"'admet aucune solution.

SommesS et produit P des racines

Ona Sz—g et P=E
a a

Recherche de deux nombres connaissant leur sommeeir produit

On veut trouvek ety tels que :

{X+ Y=S  avecSetP donnés.
Xy=P

Procédons par substitutiogy = S - x et x (S — ¥ = P. La deuxiéme équation s’éckt—S x
+ P = 0, de racines (si elles existerf)etx,. En faisanix = x;, on trouvey = x, grace a l'autre
équation, et en faisart=x, , on ay = x;. Finalement :

Pour trouver deux nombrasety connaissant leur somnseet leur produilP, on forme
I'équation X* — S X+ P = 0, ayant pour racineX; et X,, et 'on a deux couples
solutions : &, y) = ( Xy, X2) ou (X3, Xy).

Exercices

1) Résoudre le systéme
X+y=3
2 + y2 -5
Résoudre un tel systeme de deux équations a deamrines, c'est chercher les valeursxde
et dey qui vérifient en méme temps les deux équationsisDa cas général, on procede par
substitution : on extrait une inconnue d'une égqumatfpar exemple iciy = x — 3 ), puis on

substitue ce résultat dans la deuxiéme équatioguicgonne une équation a une inconruén
est ainsi ramené a la résolution d’'une équationeginconnue, ce que I'on sait faire.

Mais dans le cas présent, on peut s’aider du etquiécédent sur la somme et le produit des
racines.

Le systéme s’écrit aussi, en faisant apparaitsetameS et le produitP dex ety :

X+y=3
(x+ y)2 -2xy=5



d’'otl S=3etP = 2. Formons I'équatior®*~S X+ P =0, ici X*~3 X+2=0, de racines 1
et 2. D'ou les deux couples-solutions= 1 ety=2 oux=2ety=1.

2) Résoudre le systeme :
X-y=9
xy=-14
Procédons au changement d’'inconndes—y. On est ramené a chercher deux nomkrets

Y connaissant leur somme 9 et leur produit 14. drefiéquation? — 9X + 14 = 0 qui a pour
solutions 2 et 7. En revenant aux inconnues iesiabn obtient X y) = (2, —7) ou (7, -2).

3. Inéguations

Nous allons traiter quelgues exemples, en utilisaat prudence les regles sur les inégalités
vues dans lehapitre 4. Calculs numériques

1) Résoudre2x(x+1)= (1- 3x)(x+ 1)

On procéde par différence (surtout ne pas « siraphf, c’est-a-dire diviser en haut et en bas
par & + 1), car on pourrait diviser par O et en plus cglgpend du signe dg € 1)).

2x(x+1)— (1- 3x)(x+ 1= C
(x+1)(2x-1+ 3x)= 0
(x+1)(x-1)=0

On est ramené a un probléme de signe. On a umteirty second degré de racines —1 et 1/5.
Il est positif en dehors de l'intervalle des rasinkes solutions sont lestels quex < — 1 ou
x = 1/5. L'ensemble des solutions est,|-1]1[1/5, +oo].

2) Résoudrei -2z _Xx=3
X—=2 x+1

D’abord on ne peut pas avoir= 2 nix = —1, a cause des divisions. Réduisons au méme
dénominateur , puis soustrayons:

X—2X+4 X—3 -Xx+ 4 X-3 -+ 4 x 3
>- 2= + 2
X—=2 X+1 X—2 X+ 1 -2 x1
(=x+4)(x+1)+ (x— 3)(x— 2)20 -2x+ 10 >0 2t x+ 5) >0
(x=2)(x+1) (x=2)(x+1) (x=2)(+ 1)

Faisons un tableau de signes

X -1 2 5
«s|+ |+ | +¢—
2| = | =0 4 | 4
Hll —04 | 4+ | +
signefinal| 4 | — [ 4 [ —

Finalement on trouve une infinité de solutionssttasx tels quex< — 1 ou 2 <«x < 5.



3) Résoudrex+3>+/x+1

A cause de la racine carrée, l'inéquation n'a desspie poux = —1, et lorsqu’il en est
ainsi, on a aussix + 3 > 2 > 0. Les deux membres de l'inéquation sdats=> 0. On sait
quavecaetb >0, a>b équivaut aa’> b% L'inéquation devient X+ 3f > x + 1, soit X* + 5x
+ 8 > 0. Le discriminant de ce trinbme &bt 25 — 32 < 0. Le trinbme est toujours positif.
L'inéquation est toujours vérifiée lorsque —1. L'ensemble des solutions &t [ 1, +oo[.

4.Méthode de Newton pour avoir la valeur approchée
d’une solution d’'une équation

Revenons au traitement d'une équation, que I'olisetien I'occurrence pour chercher la
valeur précise d’'un nombre qui en est solution. &ample, on veut connaitre une valeur

approchée da/2 avec un certain nombre de chiffres exacts derf&rérgule. Le nombre/2
est la solution positive de I'équatioh — 2 = 0. C’est méme la seule solution sur I'ingdies

[1 2]. Le nombra/2 est I'abscisse du point d’intersection de l'axe aest de la courbe
d’équation y= x* — 2 sur [1 2], qui est un morceau de parabolep@@antg(x) = X — 2, on est
dans le contexte ou la dérivg¥x) est positive eg”’(x) aussi sur [1 2]. Cela signifie que la
fonction est croissante, et que sa dérivée est ausissante. Ainsi la pente de la tangente
augmente quang augmente, la courbe a une forme de cuvetig (lessin ci-dessousOn dit
dans ce cas que la fonction est convexe.

On va construire une suitas, de points sur l'axe des, qui vont s’approcher de
J2 rapidement, grace a ce que I'on appelle la métheddangentes, attribuée a Newton.

On part dayy= 2 (sur le dessin on est parti dg=13 pour mieux voiy, puis on prend le point
de la courbe correspondant, de coordonnégs @, g(up)). A partir de ce point on trace la
tangente a la courbe. Cette tangente coupe I'ax® @eu,. Puis on recommence, en remontant
verticalement sur la courbe, et en tracant la tateggui va couper I'axe desenus,, etc.

uz ul uld

Comment passe-t-on dans le cas général,deu,.; ? La tangente a la courbe au point
d’abscisses, passe par le point{, g(u, )) et a pour pentg'(u,). Son équation esty:—g(u,) =



g'(u,) (X=uy). On faitY = 0 pour avoir I'abscissk¥ = u,.; du point d’'intersection avec I'axe des
x, d'ol Uy —u,= —9) oy encore :

9'(Un)
_ . 9(w)

Upgg = Uy ———2=.

T gw)
Dans le cas présent cela donne :

u =u,.—- _2 U—+2 E( +_)

md 2un 2u,,
La suite (1,) obéit a la relation de récurrenog.; = f (u, ) avec f(x) = l(x+_2], et en

2 X

condition initialeu, = 2. On a constaté graphiquement que cette saiteecge versJ2 trés
rapidement.

A titre d’exercice faisons une étude théorique elitecsuite (les suites sont étudiées dans le
chapitre 11.Suites numériqyes

1) Etudier la fonction f sur R*+
Avecx > 0, la division 2¢ est toujours possibl&x) existe bien pour tout> 0.
Limites :

e Lorsquex tend vers ¢, 2/ tend vers 0f(X) = x/2 tend vers &. Pour étudier cette
branche infinie, on constate gifg) — 1/2x = 2 / () qui tend vers 0+. Cela prouve que la droite
d’équationy = (1/2)x est une asymptote oblique pour la courb§ @éque la courbe est située
au-dessus.

* Lorsquex tend vers 0+, /tend vers ¢, etf(x) tend vers ¢. La courbe admet I'axe des
y comme asymptote verticale.

2. 1x%-2

Cherchons la dérivéef.'(x) :%(1__2) =5 . Elle est du signe de :

X
X2 — 2 = (x=+/2)(x++/2) qui est du signe dex—+/2). D'oul les variations dé:

Sur ]O,\/E], la fonction décroit deot & /2, et sur [\/5 +oo[ elle croit dev2 a+40. Ona
partoutf(x) = J2.

2) Etude de la suite (avec y=2 et U1 =1 (U,)
a) Montrer que pour tout x dans I’intervalla/[z 2], on a 0sf’(x) =1/4.

On sait qud ’( \/§)=0. Lorsquex augmente & partir de 1a/2* diminue, -2/ x* augmente,
donc la dérivée augmente. Avie€2) = 1/4, cela signifie que la dérivée va de Y4 On a bien
0<f'(x)< 1/4.

b) Montrer que pour tout m/ésun_<2.

Faisons un raisonnement par récurrence.

e La propriété est vraie au dépamy =2 <2 et >/2.



e Supposons la propriété vraie a un certain raegmontrons qu’elle reste vraie au rang
n+1: avec\/z < u,< 2 par hypothése de récurrencef etroissante sur\ﬁ +oo[ , on en déduit
que f (v/2) < f(uy) < f(2) = 3/2< 2, soit

\/E < Un+1S2.

¢) Montrer queu,,; -+/2 < % U, =~/2).

Plagons-nous sur l'intervalle= [JE 2),oulonavuque &f’'(x)<1/4.D'ou :

[f'(X)] < 1/4. Les nombres/§ etu, , comme on I'a vu, sont damsOn est alors dans les
conditions de l'inégalité des accroissements finis

| f(u,)- f(«/ﬁ)lszl1 lu, -2 ou |u,,-+2 5711 lu,—+/2 . Et commeu, >+/2 pour tout
n, on peut supprimer les barrean:ﬂ—\/i s%(un -4J2)

n
d) Montrer quey,, -\/Eg(%j (Y -+/2). En déduire la convergence de la suite et indiquer

sa limite.

1
Un - 2SZ(Un_1_\/E)

un—l_\/E S::I-l(un—z _\/5)

b=V25 3 (b-2)

En multipliant membre a membre ce inégalités, out test positif, il se produit des
n
simplifications .en cascade, et il restg ~/2 < Gj (U —/2)-

n
On a aussi I'encadremepk U, -J2< [%) (W —J_z). Lorsquen tend vers l'infini, u,, -J2

est pris en tenaille entre 0 et une quantité god teers 0, d’owu, tend vers/z. Le terme

n
(lj (Uo -4/2) indique que la convergence est rapide. Pou, on a déja
4

0<ug -/2< 0,0001% Cette rapidité s’explique par le fait qu’au pdine\/i , la courbe

de f admet une tangente horizontale, le diagramme d@& taraignée confirme alors cette
vitesse de convergence.

5. Systeme d’équations linéaires
Par définition, une équation linéaire ne posseédedss termes du premier degré.

On sait déja résoudre une équation linéaire duipresiegré (ou moins), de la formex=b,
oux est I'inconnue et etb des nombres réels donnés. Pour cela on distirigaeprs cas :



~Sia# 0, on peut diviser pa, x = b/a. L’équation admet une solution réelle unique.
«Sia= 0, quelle que soit la valeur dejue I'on essaye, on a toujoursH0.
Si b# 0, on n’a jamais)= b. L’équation n’a aucune solution.
Sib= 0, I'équation devientXd= 0. N'importe quelle valeur deest solution. L’équation
admet une infinité de solutiong est un nombre réel quelconque.

Maintenant prenons un systeme mléquations linéaires a inconnues. Il s’écrit sous la
forme :

31Xt ApXot.tag %= by
Xt Xt t Ay = b

ap1X1+ ap2X2+...+ %n %= bp
Les coefficientsyy, ai»,..., an sont des nombres réels donnés.

On veut résoudre ce systeme, c'est-a-dire cherdsewaleurs que doivent prendre les
inconnues«y, X,,..., X,, de fagcon que toutes les équations soient vésifsgmultanément. Pour
cela on est amené a remplacer ce systeme par igmgyplus simple, mais équivalent, c’est-a-
dire qui a exactement les mémes solutions. Etdmminue a simplifier, en faisant en sorte que
certaines des équations aient moins d’inconnueaugaravant. A la fin on aura une des
équations qui sera linéaire a une inconnue, et'guesait résoudre.

Commencons par un exemple : on veut résoudre l@mgsde deux équations a deux

. . Xl_2X2:1
inconnues

X1+ X2:3

Pour cela remplacgons la deuxieme équation pamedee moins la premiere. On obtient le
systéme équivalent :

X1_2X2:1
3y =2

D’ou en remontantx, = 2/3 etx;= 1 + 4/3 = 7/3. Le systeme admet une solutionusniq
X1 = 7/3,%= 2/3, ce qui peut s’écrire( xp) = (7/3, 2/3).

Maintenant généralisons cette méthode, spécifiguesgstemes d’équations linéaires, et que
'on appelle la méthode (du pivot) de Gauss. Congoes par définir les opérations
élémentaires qui permettent de remplacer un syspamen systéme équivalent.

Opérations élémentaires transformant un systéme amn systéme équivalent

Rappelons que deux systémes sont dits équivalédaterst exactement les mémes solutions.
Il existe essentiellement deux opérations élémergai

« Si I'on échange deux équations, c’est-a-dire deynes du systeme, on obtient un systeme
équivalent.

« Si I'on remplace une équation par elle-méme pglfisis une autre, on obtient un systeme
equivalent. Cela s’écrit; - L; +KkLj.
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Remarguons qu’en cas de besoin, on peut aussi @hbogire des inconnues, par exemple
commencer par mettre les avant lesx;. Pour simplifier les calculs, on sera aussi amené
multiplier une équation par un nombre, pourvu gggiit non nul (sinon I'équation disparaitrait).

La méthode de Gauss : passage a un systeme triargjtd (ou en échelons)

Partons de la premiére équatibp dont on suppose que le coefficient n'est pas nul.
Drailleurs, s'il I'était, on procederait avec unh&mge avec une autre équation ayant son premier
coefficient non nul. Cela fait, on remplace la déeme équatiorh, par une combinaiso,+kL;
de facon que le premier coefficient de la nouvelle deuxiéme ligrie devienne nul. Et I'on
fait de méme pour chacune des lighesui suiventL;, en remplacanit; parLj+kL; de fagon
gue son premier coefficient devienne nul. A la dim cette premiére étape, on a un nouveau
systéme avec une inconnue en moins dans toutkgres sauf la premiére.

W

Ce que I'on vient de faire a partir de la premibgae, on le recommence a partir de la
deuxiéme ligne en raccourcissant les équationsaqti au-dessous d’elle. Et ainsi de suite, ce
qui donne finalement un systéme d’allure triangelaén échelons.

W
W

Dans le cas le plus simple, on tombe sur une deréguation ayant une seule inconmye
que I'on sait maintenant résoudre. On substitig la solution que I'on vient de trouver, cela
dans toutes les équations précédentes. A son ltavant-derniere équation ne possede plus
gu’une inconnuex, ;. Et ainsi de suite en remontant jusqu’a la preené&quation. Mais tout ne
se passe pas toujours aussi bien. En regle génarakysteme da équations an inconnues
aura une solution unique, mais ce n'est pas dbliga Par contre, s'il a plus d’équations que
d’'inconnues, cela rajoute des contraintes, etyilanira en général aucune solution. Et s’il y a
moins d’équations que d’inconnues, cela enlévecdetaintes, et la tendance sera a I'obtention
d’une infinité de solutions.

Tout cela sera plus compréhensible et plus précisagant quelques exemples.

2x+y-z-t=-18
X+ y+ z+ t =0
3x +5z =1

X+ y—7z+ 13t=-4C

# Exemple 1 Résoudre le syste

Pour simplifier I'écriture, nous allons écrire semknt les coefficients des inconnues, ce qui
donne ce que I'on appelle I'écriture matriciellesystéme :

® Plus précisément I'écriture sous forme matrieielil systéme est :

2 1 -1 -1\(x) (-1
111 1fy| | o
305 O0fz|| 1
11 -7 13\t (-40
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2 1-1-1=-18
111 1=0
3 05 0=1

1 1-7 13=—4(
Afin de simplifier le calcul, on commence par éufper la premiere et la deuxiéme ligne,
soit Ly Ly :
11 1 1 =0

2 1 -1 -1 =-1¢ Puison fait, - L-2L4, Ls—L3-3L;, Li—LaLy

305 0 =1

1 1 -7 13 =-4(

1 1 1 1 =0 1 1 1 1 =0

0 -1 -3 -3 =-1¢ MultiplionslaZlignepar-1 O 1 3 3 =18

0 -3 2 -3 =1 0 -3 2 -3 =1
0

0 0 -8 12 =-4
Puis on faitL; - L3+3L,

111 1 =0 111 1 =0
_ . . 01 3 3 =18

0 1 3 3 =18 DpDivisons la 3ligne par 11

00 11 6 =55 0o 1 8 -

0 0 -8 12 =-4C 0o s 1112 e

Enfin, Ly—Ls8L;
111 1 =0
01 3 3 =1¢

OOZI.E =5
11
OOO@=0
11

Le systeme est devenu triangulaire. La dernierat@udonnd = 0. On reporte cette valeur
dans les précédentes. L'avant-derniere équationan'son tour plus gu’une inconnug = 5.
Puis en remontant= 3, etx = —8. On en conclut que le systéme admet une solutiaque :

x,v¥,2,¥=(-8, 3,5, 0).

5x+ y+ z=-5
¥ Exemple 2 :J2x+13y- 7z=-1

X —y+ z=1

Echangeons la premiere et la troisieme lighe- Ls
1 -1 1 =1
2 13 -7 =-1 Lz - L2'2L1, L3 — L3'5L1

5 1 1 =-5

O 15 _9 :_3 L2—>L2/3 I_3—>L3/6 L3<—>L2
0 6 -4 =-1C
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1 -1 1 =1

o 1 2 .5  la-LsSl
3 3

0O 5 -3 =-1

1 -1 1 =1

0 1 —g :—E)
3 3

0o I o2
3 3

D'ou z=22,y=13,x=-8. Le systeme admet une solution unique

(x,y, 2=(-8, 13, 22).

x-3y+2z=1
¥ Exemple 3:/ 5x+y+z=-4
—2x-10y+ 5z=7
1 -3 2 =1 1 -3 2 =1
5 1 1 :_4 L2—> L2'5L1, L3—> L3+2L1 0 16 -9 =-g
-2 -10 5 =7 0 -16 9 =9

On constate que les deux derniéres équations e@mh&mes. Le systéme se réduit a deux
équations
x—-3y+2z=1
16y—-9z=-9

On va considérer gueest un nombre arbitraire que I'on se donne, dtemvoie a droite, ce
qgui raméne le systéme a deux équations ery. On dit que I'on a prig ety comme inconnues
principales, ez comme inconnue non principale :

x-3y=1-2z R .
d'ou y=-9/16 + (9/16), puisx=-11/16 —«(5/16)z
{ 16y = -0+ oz y (9/16p, p ~(5/16)

Le systeme admet une infinité de solutions

5 _ 11 9 9 ]
X y,2= (_E z-—,— z—, avecznombre quelconque reel.

16 16 16

X+2y-3z=1
# Exemple 4 ;)9X~3y+2=2
3X-y+z=3
X +7z=4

1 2 -3 =1

Cela peut s'écrire)® —3 1
3 -1 1 =3

1 0 7 =4
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1 2 -3 =1
L2—> L2'5L1, L3—>L3-3L1, |_4_,|_4-|_1 0 -13 16 =-:
0 -7 10 =0
0 -2 10 =
12 -3 =1
o 1 -16 _3
Lo Lo/(-13), Ls— La+7Ly, Ly Lat2L, s 13
18 21
0 o 8 _2
3 13
0o B _4
13 13

On s’apercoit qu’aucune valeur dene peut convenir en méme temps aux deux dernieres
équations. On ne peut pas avoir a la #5is21/18 etz = 45/98. Le systéme n’a aucune solution.
On dit qu'il est incompatible.

# Exemple 5

Soit un polyndéme P de degré 3 : P(x) = &b ¥ + ¢ x + d, vérifiant P(1) = -9, P(2) = -9,
P(3) = 5, P(4) = 45. Montrer gu'il existe un polynie unique obéissant a ces conditions, et le
trouver.

Cela s’appelle, comme on I'a déja vu, un polyndnmgerpolation de Lagrange.
Ecrivons les quatre contraintes imposées au polgi#dm

at+ b+ c+ d=-9

8a+4b+ 2c+ d=-9
27a+ %+ 3x+d=5
64a+ 16+ 4c+ d= 4F

On obtient un systéme de quatre équations a quaaenues. Résolvons-le par la méthode
de Gauss. Pour le calcul, on a intérét & inversedre des inconnues :

d+ c+ b+ a=-9 11 1 1 =-¢
d+2c+ab+8a==9 |, |1y, Limlaoly, Lamlely JO 1 3 7 =0
d+ 3c+9b+ 27a= 5 0 2 8 26 =14
d +4c+16b+ 64a= 4t 0 3 15 63 = 5¢
111 1 =-9
Lz Ls2L,, La—Ls-3L, 013 7 = Lz3—La/2 Ly—L,4/6
002 12 =14
0 0 6 42 =54
111 1-=-9 111 1=-¢
0137 =0 |, 10, J0O137=0
0 01 6 = 0016 =7
0017 = 0001 =2
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On trouve un systéeme triangulaire, d'ou en remdrearen tenant compte de l'ordre des
inconnues a=2,b=-5,c=1,d=—7. On trouve le polyndme uniqix) =2 -5+ x —7.

On trouvera ci-dessous la courbe représentativeedeolynédme. On constate qu’elle passe
bien par les quatre points (19% (2, -9), (3, 5), (4, 45).

Cas d’'un systeme ayant autant d’équations que d’irmmnues, et sa
programmation

Prenons un systeme Begquations & inconnues. En prenant par exemidle 3, il s’écrit :
311X+ AXot By3Xs= by
1% + 8goXpt+ Ap3Xg= by
831X + 83 Xpt 8338 = by

Placons-nous dans le cas favorableagin’est pas nul (s'il était nul, il faudrait choigin
autre coefficient non nul de la premiére ligne lgrger I'ordre des inconnues). On peut alors
procéder a I'opération élémentalte- L, — (@21/a;1)L; , ou encore on commence par diviser la
premiere équation pa;, SoitL; - Lj/a;; puis on faitl, » L, —ayL;. On fait de mémeéz - L; —

(as/agi)L;. C'est la premiére étape d’élimination des incamuce qui donne le systéme
équivalent :

A 1% + aoXo + q3X3 = by
(822 = (a21/ g9 9 Xt (@3- (ap{ aggajz Xz = bz ( ajy aj;b:
(832 = (21! g9 &9 Xo+ (agz=(@x{ ajh ajg Xz = bz( ajy aj;b.

Le systeme est de la forme:
31X+ apXot A3Xe= by
AooXp + Ag3Xz= By
AgoXp+ AgzXa= Bg

Passons maintenant a la deuxieme étape d’élimmagtda derniére dans le cas présent, en

faisantLz - L3 — (Aso/Ax)L> , SoOus réserve qud,, ne soit pas nul. Le systeme est devenu
parfaitement triangulaire :
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a% + a% + axg=h
Pk + A =B
(As—(Anl A A X Br( A ApB
ou encore, aux notations pres :
A1Xt ApXot ApzXs= B
AooXot Po3Xz= By
Ag3x3 = By

Cela se généralise a un systeme Nleéquations aN inconnues, avedN — 1 étapes
d’élimination, sous réserve gque tout se passe (akecune division par 0, lorsque I'on prend les
coefficients diagonau%) Le systéme a dans ce cas une solution uniqueerDdéduit le
programme correspondant :

On se donné\, et on déclare les tableaufoat N+1][N+1] et b[N+1]. Remarquons que
I'on utilise seulement les cases de Nae ces tableaux, la case 0 restant inutilisées Bui
remplit ces deux tableaux. Et on lance la boucteédapes :

for(etape=1; etape<N; etape++)

for(l=etape+1; I<=N; |++)
{

for(c=etape+1; c<=N; c++) a[l][c] - = (a[l][@pe]/a[etape][etape])*aletape][c];
b[l] - = (a[l][etape] /aletape][etape])*b[etl

a[l][etape]=0.;

}

afficher le systéme pour voir son évolution

}

On passe ensuite a la phase de substitution, ia garfia derniere équation. En reprenant le
cas d’'un systemeld = 3 inconnues, cela donne :
. - X . - Xo— X=
X _B puis %, = B, — A3 ouis % = Bi— AxX~ AsX:
Ag3 Aoz A

On en déduit la partie finale du programme, apuesr aléclaré un tableafloat YN+1] qui
va recevoir la solution du systeme :

X[N]= b[N}/a[N][N];

for(i=N-1; i>=1; i--)
cumul=b[i]; /* cumutontiendra a la fin ce qui est le numérateundi¢ */
for(k=N; k>i; k--) cumul - = a[i][K]*x[K];
x[i]=cumul/a[i]i];

afficher le tableau x[N+1] de 1 a N

* Ces coefficients diagonaux non nuls sont appddéspivots, d’otl le nom de méthode du pivot de
Gauss. Si I'on tombe sur un coefficient nul, onggéae a un échange de lignes, en choisissant ume lig
ayant un coefficient diagonal non nul, ou bien trerche le pivot parmi les autres coefficients de la
méme ligne, sous réserve que I'on en trouve umgwsoit pas nul. Si 'on n’en trouve pas, on niari
pas a une « triangularisation » parfaite du syst@meelui-ci peut avoir une infinité de solutioms bien
aucune.

Au sens strict, a chaque étape de la triangularisde pivot est le coefficient non nul le plugipen
valeur absolue dans la zone matricielle concerfeprocéde alors a un changement de l'ordre des
inconnues et a celui de 'ordre des lignes de fagencet élément pivot soit placé tout en hautuilge.
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Cas particulier d'un systéme tri-diagonal

On se place dans le cas particulier d’'un systeme @guations & inconnues, ou la matrice
du systeme n’a des coefficients non nuls que sdiagpnale ainsi que juste au-dessus, et juste
en dessous. Il est de la forme, par exemple Neub :

1%t X7 =b
31X + AgoXot A23X3 = by
BgpXp + 833Xt AgyXy = bs
8y3%3t AgaXgt Ag5Xs= by

854%X4+ A55X5= bg

Les N — 1 phases d'élimination sont simplifiées, car a ceafpis seule une équation est
transformée, et plus précisément deux seulemensede coefficients. Ainsi I'étape 1 de
I'élimination consiste a faird_, - L, — @,4/a11)L1, ce qui donne :

&% ot 30X =R
(a2 —(ag1/ g &) Xo +  Ap3X3 = by(az a)tk
a3 X t aggXz * Az4X4 = b;

Au3Xy + AuaXgt AysXs= by
854Xy + A55X5= b5

On constate que seuls deux coefficients sont nédifl en est de méme pour chaque étape
de I'élimination.

1) En s'aidant de ce qui précéde, faire le programmeaspondant aux étapes
d’élimination.

for(etape=1;etape<N;etape++)
{
aletape+1l][etape+1]-= (a[etape+1][etape]/a[etmpape])*a[etape][etape+1];
b[etape+1]-=(a[etape+l][etape]/aetape][etapdtipe];
aletape+1][etape]=0.;

Au terme des éliminations, on a un systéme en échele la forme suivante (toujours pour
N =5):

A1xat AoXo =B
AooXpt AgaXs =B
AgaXzt AgyXy = B3

AuaXat PysXs= By

Assxs = By

Le processus de substitution conduit & :

By - - X — X By — AoX
x5=BS,x4= 4 Au5X51X3:B3 A344,x2: By A233, x =24 A%
Ass Ayq Ag3 Ao Aqy

2) Faire le programme correspondant aux substitutipasr N quelconque.



17

X[N]=b[N]/a[N][N];
for(i=N-1; i>=1; i--) x[i] = (b[i] - a[i][i+1]*x[ i+1])/a[i]i];
afficher

On remarquera que dans ce cas particulier de sgdtédiagonal, la résolution est beaucoup
plus rapide que pour un systéme quelconque.

5. Exercices

# Exercice 1

Déterminer le ou les polyndbmes P de degré inférieuégal a 3 vérifiant :
PQL)=1,PQ)=1,P"(1)=2,P"(1) =2 (il sagit des dérivées successives).

PosonsP(X) = a + a; X + a X 2 + a3 X ® que nous avons ordonné (volontairement) suivant
Ses puissances croissantes. Ses dérivées sucsessive

P'(X)=a, +2a,X +3asX? P”(X)=2a, +6a3X, P (X) = 6as.

On aboutit au systeme d’équations :

Bt atata=l

a+2a,+383=1
2a, + 633 = 2
6ag = 2

Grace a l'ordre choisi pour les inconnues, le syst&st déja triangulaire, en en remontant
on trouve la solution unique :

a; = 1/3, a, = 0,a, = 0,a, = 2/3, soit le polyndme(X) = 2/3 + (1/3)¢.
# Exercice 2 : Polygone des milieux

Considérons un polygone a N sommetamérotés en succession de 0 a N — 1, et prenons
les N milieux ) de ses cétés, eux aussi numérotés de 0 a N -ed Januméro 0 pour le cété O-
1, 1 pour le c6té 1-2, etc. Le probleme est leasuiv Si I'on se donne les N points éxiste-t-il
des polygones dont les milieux des c6tés sont.ces $i oui combien ? On pourra traiter le
probléme soit par la méthode lourde, en traitantsystéme d’équations, soit par une méthode
plus légere, purement géométrique.

Méthode géométrique
Comme on n'a aucune idée préconcue en la mati@émanencons par des exemples simples.
1) N = 3. On sait que pour un triangle ABC, le triandbs milieux a ses cotés paralléles a

celui du triangleABC, avec des c6tés de longueur moitié (réciproquéhdaréme de Thalés,
élargie aux trois cotés d’'un triangle).
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Inversement, a partir de trois poihd&, il suffit de mener par ces points des parallal¢3),
(JK) et KI). On obtient ainsi un triangl&BC unique, dont on vérifie aisément gud etK sont
les milieux des c6tés. Le probleme a une solutioque.

2) N = 4. Lorsque I'on prend un quadrilateBCD, on vérifie que le quadrilatere des
milieux est un parallélogramme. Il suffit pour celappliquer le théoréeme des milieux aux
deux triangleABC et CDA

D
c On peut déja en déduire que si le quadrilatére nuiésux

n'est pas un parallélogramme, il n'existe aucunddgletére
ABCDrépondant au probleme.

K Mais qu'en est-il dans le cas exceptionnel ou le

c quadrilatere des milieuxJKL est un parallélogramme ?
Prenons un poimk quelconque, et construisons les polits
C, D avec des cbétés ayant pour milieuxJ et K. Puis
montrons queL est aussi le milieu deAP]. Pour cela
appelond.’ le milieu de AD]. Comme KL] et [KL'] sont
tous deux paralléles AC), les pointsL etL’ sont alignés,

et 'on a aussLK = 1/2ACetL’K = 1/2AC. L etL’ sont confondus. Finalement, on obtient une

infinité de quadrilatereABCD, il suffit de partir d’un poin quelconque du plan.

3)N=5.
Ag
Le pentagone peut étre partagé en un quadrilateus e
Al triangle, ceux-ci ayant comme c6té commBAn A; par
exemple, avec pour milielk. Dans le triangleAAsAs le
N triangle des milieux a ses cotés paralléles a deuxiangle.
2

Aq

Procédons maintenant en sens inverse. Commencons pa

construire le parallélogrammigl,I,K avec le nouveau point

K qui devra étre le milieu deAj As]. Ce parallélogramme
correspond au quadrilatefgA;A,A; inconnu pour le moment.
Puis construisons le triangle des milidyXd, K. Grace a ce
triangle, il est possible de construire le trianf$ésAs. De la

on déduit aussi les autres poidtset A.. On a une solution
unigue a notre probleme.

Ce que nous venons de faire pdur= 5 se généralise a tout polygone ayant un nombre
impair de sommets, avec une solution unique. fitsté procéder par récurrence. Tout comme
le pentagone a été divisé en un triangle et unrgatde accolés, un polygoneNasommets
peut étre partagé entre un polygond & 2 c6tés et un quadrilatére. Grace au quadéatar
trouve le poinK milieu du cété en commun. Dés lors, on connai$ tea milieux du polygone
aN — 2 cétés. Par hypothése de récurrence, celw+uia une solution unique. Il ne reste plus
gu’a ajouter les sommets du quadrilatére.
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Passons au cas dliest pair. Nous avons vu le cas
ou N = 4. Faisons maintenalht = 6. L’hexagone peut
étre divisé entre deux quadrilatéres ayant poué cot
communAyAs. A partir des milieuxo I I, du premier
guadrilatére on construit le parallélogramhé; I, K,
ouK devra étre le milieu degfs] Lorsque I'on prend le
deuxieme quadrilatére, deux cas sont possibles :

* Si le quadrilatérd; I, Is K n'est pas un parallélogramme, le probléeme n’a aecu
solution.

e Sile quadrilatérés I, Is K est un parallélogramme, il existe une infinité dadrilatéres,
en prenanf, quelconque, et par suite une infinité d’hexagones.

Cela se généralise M pair quelconque. On divise le polygone en un qledre et un
polygone aN — 2 sommets. Grace au quadrilatére et a son @aglhmme des milieux, on
trouve un pointk qui devra étre le milieu du cété en commun. Das,lon connait tous les
milieux des c6tés du polygoneNa— 2 sommets, le probléme du polygon& dommets est
ramené a celui du polygoneNg— 2 sommets, et I'on a soit aucune solution, wod infinité de
solutions. Remarquons que pdur= 4, on devait avoir un parallélogramme des niigour
obtenir une infinité de solutions, poNr= 6, il en fallait deux, poux = 8, il en faudra trois, etc.

Méthode algébrique (en utilisant les nombres corgdgour simplifier)

Plagons-nous dans le plan complexe, appelpries affixes des pointgy formant le
polygone, e les affixes des milieuk des cbtés. Sachant que I'affixe d'un milieu esidai-
somme des affixes des deux points, on trouve wersgsdeN équations & inconnues;, lesz
étant donnés.

Hhtg =27
43+t2% =24
5Lt g4 =27

Ltz =24

3t 5 =22,

Zh+ Zya =24,

Seule la derniére équation est concernée, quarabit de rendre le systéme triangulaire. On
fait successivement sur la derniére lighg ; — Lyi —Lo, Lyt — Lant + L1, Lya — Ly — Lo,
...y Lna — Ly £ Ly avec le signe + quand est impair, et — quani est pair, d'ou la
présence de deux cas.

PrenonsN impair, avec le cas le plus simple= 3 :

5Htyg =24 3t1 =24 gt z =24
4+2=2% 3+ 3=24 # =21
7, +2=227 -3+ 3=2(%- %) 2z=2(2 & 3
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Dans le cas général, la derniere équation devight=Zy1 —2Zo +Z1 —Z, + ... +Zy. En
remontant, on trouve finalement que le systeme adme solution unique, avec pour chadgue

deOaN—-1:

z=2Z—Zin+ Ziz— ... + Ziny vy OU les indices sont ramenés modlo

Prenons maintenait pair, avec le cas le plus simpe= 4 :

Ht3 =4 5t 1 = 4 gt £ = £
2tz =4 itz =4 #z =4
L+t =4 2+ 3= 5 # g= 4

Lt =4 -3+ 3= 4 4% 3 2= &£ & (£

On tombesur une condition de compatibilit&; — Z, + Z; — Z, = 0. Si cette condition n’est
pas remplie, le systéme est incompatible, il n'auae solution. Par contre dans le cas ou elle
est satisfaite, on peut prendgecomme inconnue non principale, et le systeme deitré trois

équations a trois inconnues (principales) :

z,tz =7, %= 4~ 4+ 4L~ 3
z+z=4 3= 4- 4Lt %
3, =4~z 3= 4L~ 3

Dans le cas général avgair, on tombe sur la condition de compatibilité :
Z()—Zl +Zg— _ZN—l =0
# Exercice 3

On se propose d’étudier, selon les valeur du pateat@el a, les solutions du systéme :

(2-a)x-y =0
-X+(2-a)y-z=0
-y+(2-a)z=0

Un tel systéme est dit homogéne, les seconds meddsequations étant tous a 0.
Remarquons qu’un systeme homogéne admet toujoursoms une solution, les inconnues
étant toutes nulles. On démontre qu'il admet sefitecunique solution nulle, soit une infinité de

solutions, ce que nous allons vérifier dans lem#sent.

1) Démontrer que par des opérations élémentaires eoavies, on peut transformer le
systéme de facon que les deux premieres colonne®miEnnent plus a: pour cela faire
d’abord une opération de la forme LA.2 + k L3 pour faire disparaitre le terme en y, ui

L1- L1+Kk L2.

Faisond 2 — L2 + (2 —a)L3

(2-a)x—-vy =0
-X +((2-a)’>-1)z=0
-y+(2-a)z=0

PuisL1 — L1 + (2 -a)L2
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~y +(2-a)((2-af*-1)z= 0
-X +((2-a)>-1)z=0
-y+(2-a)z=0

2) Transformer le systéme obtenu en systeme en ésh&prdéduire que le systéme initial
est indéterminé (il possede une infinité de sohslii et seulement si :

(2-a)/2-2+a)y/ 2+ 2-a)= C

Le résoudre pour chacune de ces valeurs de a.

Mettons la deuxiéme équation en premier, et |gigoie en deuxiéme :
-X +(a®-4a+3)z=0
-y+(2-a)z=0
-y +(2- a)(a2 -4a+3)z=0

Faisond.3 — L3 -L2
-x  +(a®-4a+3)z=0
-y+(2-a)z=0
(2-a)(a® - 4a+ 2)z= 0

Le systéme est triangulaire. Constatons que lér@e’ — 4a + 2 a pour racines 2 J2.
Pour résoudre le systéme, on distingue deux cas :

a) a différent de 2 et de£+/2. On en déduit que= 0, puisy = 0 etx = 0. C’est la solution
nulle (0, 0, 0).

b) aest égal & 2 ou 242 : zest guelconque. Prenomgsomme inconnue non principale,

en distinguant les trois cas :
e a=2,ontrouve = 0, puisx = —z, d’ol une infinité de solution,(y, 2) = (—z, 0,2) avec

Z qui décritR.
« a=2+/2.0n trouvey = — J2 7, x =z, d’'ou linfinité de solutionsZ, — V22, 2.
« a=2-2.0n trouvey = J2 7, x =z, d'ou Iinfinité de solutionsZ V22, 2).

# Exercice 4
x2y3°=2
Résoudre le systenley y*7=1
By 12=3
Pour cela commencer par montrer que X, Yy, z doi@aettous positifs ou tous négatifs. Puis

procéder a un changement d’inconnues (qui va reogplées multiplications par des additions)
pour traiter le cas des solutions positives, etléduire les négatives.

La premiere équation impose gquet z aient le méme signe (a cause des exposants impairs
dey etz). La deuxieme équation impose quetz aient le méme signe. Il s’ensuit guey etz
doivent avoir le méme signe. Plus précisément, 3, €) est une solution positive (soity etz
positifs) alors on a aussi comme solution négdtyey’, Z) avecx = — X,y = -y etz = —z Et
vice versa. |l suffit donc de chercher les solwipositives.
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Avec, y etz positifs, nous pouvons passer en logarithmespggnX = Inx, Y=1Iny,Z=1In
Z, étant entendu que le lien entxey( 2) et (X, Y, Z) est bijectif. Le systéme devient :

-2X+3Y+5Z=1In2
X+4Y+3Z2=0
3X-Y+2Z=1In3

Pour le résoudre, commencgons par échanger lesligregL; :

X +4Y+3Z=0
22X +3Y+5Z=1n2 L, - L+ 2l
3X-Y+2Z=In3 Iy lg— 3l

X +4Y+3Z=0 X+ 4Y+ 3Z= 0
1Y +11Z=In2 L, - L, /11 Y+ Z= (In2)/11
-13r-72=1n3 g - -l 13+ 72=-In3 L - k- 13,

X +4Y+3Z=0

Y+2Z=(n2)/11
-6Z =-In3- (13/11)In2

Ce systeme en échelons admet une solution unique :
Z=(13/66) In 2 + (1/6) In 3y = (— 7/66) In 2 — (1/6) In X = (— 1/6) In 2 + (1/6) In 3.

En revenant aux inconnues initiales, on trouvelat®n positive :

x = 2~1/6 3U6

y=277/66 U6

2 = D13/66 31/6

Finalement le systéme admet deux solutions, laédeitte et la solution négative associée.



