V. Equations différentielles et évolution de populatios

L'équation différentielled = k x est une généralisation de I'équatidrs X que nous avons trait
dans le chapitre précédent. Cette équation estée modéliser I'évolution exponentielle d'u
population comptanx individus, avecx fonction du tempg, lorsque sa vitesse de reproduction
proportionnelle &, le coefficient de proportionnalité étgustemenie nombre positik.* En effet, si
I'on rajoute comme condition initiale qu'a l'instart = 0 la population compti, individus, la
résolution de I'équation conduit I'exponentielle x = x, € (figure 1). Mais cette croissanc
exponentielle, correspondant au modeéle défini palttMs, n'est paadaptée sur le long terme ou
phénomeénes de régulation se produi
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Figure 1: Ecoulement de I'équaticx’ = kx pourk > 0a gaucheet pourk < 0a droite, dans le
repere {, X) avect> 0 etx> 0.

1. L’équation différentielle logistique

Vers 1845, F. Verhulst propose un modéle de craigsau il ajoute un frein a Ivolution
exponentielle. Il attribue nom de logistique » a son équation qui s’écrit :

X =k x—k ¥ oux =k x(1-Xx)

Il s’agit simplement d’ajouteru terme erx du premier degré un termé du second degré, ce
dernier étant pris négatif pour freiner la croisgamle la population. Plus concrétemo’ est
approximativement le nombre possible de rencortteesx a deux entre les individus, ces coupli
pouvant correspondre a une compétition pour laritatg, ou a une propagation d’épidémies, ¢
des guerres ...

Sans résoudre I'équation, on voit (pourx = 0 ou pouix = 1, la vitesse d’évolution est nulle, e
population reste constant®.autre part, our x inférieur a 1, la vitesse est positive et la popoite
augmente, et pow supérieur a 1 la populaticcend a diminuerCela se confirme d'on dessine les
courbes d’évolution dans le repét, x) (figure 2. Le tracé du champ des vecteurs vitessex))
tangent aux trajectoires indique aussi qu’en paojetes vitesses sur I'axe verticOX) le pointx = 0
est un point fixe instable, mdque toute valeux > 0, si proche de 0 saifle, tend a provoquer ul

1 Si I'on prendk négatif, I'’équation différentielle modélise au awitte une population en cours d’extincti
(figure 1 a droitg. Signalons aussi que dans un contexte compléetediféérent, cette équation avk négatif
décrit la désintégration radioaa de I'uranium 23¢



augmentation de la population, tandis que le pomtl est stable, puisque toute valeur voisine tend
rapprocher la population de cette valeur limife 1.

Exercicel

Résoudre théoriguement I'équation x’ = k x (1 -pa) séparation des variables, en utilisant le fait
que :

1 = —

X(1-x) X

1
+
1- X

Avec X = dx/dt, I'équation s’écrit :

dx =kdt (avecx different de O et 1) oujx1(+i 3 kdi
X(1-x) X 1-x
Inx—=In(1-x)=kt+ K
In—— =kt+K

1-x
X e
1-X

x(1+ &)= & &
x(e“e“+1)=1
1

-K 4kt

X=—
l+e"e

Avec la condition initialex = X, pourt = 0, la constanti est telle quex, =1/ (1+¢€), ou
e  =(1- %)/ %. Finalement :

= 1
1+1 Xoe—kt
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Figure 2: Champ de vitesses et trajectoires de I'équadtigistique dans le repért X).

Nous allons maintenant faire intervenir deux typespopulations qui inter-agissent I'une avec
l'autre.

2 Le programme donnant le champ de vitesses etdgstoires est analogue & celui utilisé dans &pitte
précédent pour traiter I'équation difféntiele= x. Pour les trajectoires il suffit d'utiliser la rhéide d’Euler.



2. Le modele proies-prédateurs

Considérons deux populations dont les nombres idithas sontx ety, qui varient dans le temps.
Chacune de ces populations auraient une évolutientygpe exponentiel si elles vivaient
indépendamment I'une de l'autre. Plus précisémargppulationx, qui va étre celle des proies, obéit
a la loix = ax, avec un taux d’'accroissement positifcar elle dispose d’'une nourriture a profusion,
végétale par exemple, tandis que la populatiaqui est celle des prédateurs, obéit a lg/lgi— by,
avec -b négatif, car sans proies pour se nourrir, elld gedécroitre et disparaitre.

Couplons maintenant ces deux populations, en damstmue le nombre de couples proies-
prédateurs est y, puisque chaque proie peut étre coupléeyapredateurs, et que les proies sont au
nombre dex. La population des proies va subir un frein das essor puisqu’elle est mangée par les
prédateurs, et celle des prédateurs va au consmidévelopper lorsqu’elle a I'occasion de manger |
proies. On aboutit a un systéme de deux équatitiéseshtielles :

X'=ax—-cxy . . R .
en prenant pour simplifier le méme coefficiencdeplagec.

y'=-by+cxy

Les proies en nombne auraient une croissance exponentielle (teamé si elles ne subissaient
'attaque des prédateurs, le termec—x Yy provoquant leur baisse en nombre. De leur co=, le
prédateurs au nhombre gaseraient amenés a disparaitre (terrhe)-s’ils ne pouvaient pas se nourrir,
mais le fait de manger les proies leur permet densiéiplier (termec x y).°> C’est ce modéle proies-
prédateurs qu’ont proposé vers 1925 A. Lotka eVblterra. Il a I'avantage d’étre simple, tout en
donnant des résultats qui ont été corroborés garrain dans de nombreux cas concrets.

Exercice 2
1) Faire le programme donnant I'évolution des dpopulations dans le temps.Que constate-t-on ?

Il suffit d'appliquer la méthode d'Euler. On contstaune évolution périodique des deux
populations, avec un décalage de phase entre(jjese 3.

On se donne les coefficients a, b ,c.
x0=2.;y0=1.;/* conditions initiales au temps t =0 */
x=x0; y=y0;t=0.; dt=0.00005;
for(i=0;i<1000000;i++)
{ circle(torig+zoomt*t,yorig-zoomxy*x,1lack);
circle(torig+zoomt*t,yorig-zoomxy*y 1ed);
VX=a*X-C*X*y; vy=-b*y+Cc*x*y;
x+=vxrdt; y+=vy*dt;
t+=dt;
}

3 par changement de variables, en po¥ani(c/b) x etY = (c/a) y, on trouve les équations normalisées :
X'=aX(1-Y)
Y'=-bY(1- X)



t
Figure 3: Evolution de proies (courbe noire) et dy prédateurs (courbe rouge), en fonctior
tempst. Les parameétres choisis ici sa = 0,5,b =0,6 etc = 0,6.

2) Se placer dans l'espace de configuration (xetyjaire le programme donnant lichamp de
vitesses et les trajectoires.

Pour les trjactoires,motrouve des courbes fermées formant des ovalesiradiun point fixe. Pou
s’assurer ge les courbes se referment bien sur-mémes, on a intérét a utiliser la méthode d’E
améliorée figure 4. Si I'on utilise la méthode d’Euler classiqueg¢dnviendra de choisir un interva
de tempsdt tres petit, sinon on obtiendra des spireau lieu de courbes fermé Cette évolution
d’'apparence périodique confirme les résultats alstemn 1

Programme donnant les trajectoires par la méthtildat amélioré :

dt=0.005; yO=a/c;
for(x0=0.2;x0<0.95;x0+=0.1)
{ x=x0; y=y0; filldisc(xorig+zoom*x0, yori¢-zoom*y0,2,black);
for(i=0;i<100000;i++)
{ vx=a*x-c*x*y; vy=-b*y+c*x*y;

xeuler=x+vx*dt; yeuler=y+vy*d!
nvx=a*xeulec*xeuler*yeuler; nvy=-b*yeuler+c*xeuler*yeuler;
Xx+=0.5*(vx+nvx)*dt;y+=0.5*(vy+nvy)*dt
circle(xorig+zoom*x,yori-zoom*y,1,black);

}
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Figure 4: A gauchde champ de vitessea droite les trajectoiresgans I'espace de configurat
(%, y).
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Le traitement sur ordinateur ne suffit pas poursnasssurer que les trajectoires sont vraiment des
courbes fermées. Au cours d’'un intervalle de tesyfisamment long, on pourrait finir par avoir des
courbes en spirales convergeant vers un pointike, méme convergeant vers un cycle limite. Seule
la résolution théorique du systeme différentiehpettra de conclure.

Commencons par déterminer les points fixes daspdee de configuration. Cela revient a faire :
X =0 ety =0. On trouve x (a—cy) = 0 ety (- b +cx) = 0, ce qui donne deux points fixex:5 0,
y =0) et k=Db/c,y=alc). C'est ce deuxieme point qui est intéressantjastrajectoires semblent
tourner autour de Idi.

Maintenant résolvons les équations différentiepas séparation des variables, en utilisant pour

X'=z=aX(1-
simplifier leur forme normaliséef; note 3, soit ax@1-v) le point fixe blc, a/c) étant alors
Y'=-bY(1- X
1, 1).
Par division, il rested—Y _~b¥a- X%
dX aX(1-v

aX Y dy=-b"% ax

Y X
a(lnY-Y)=-KIn X- XY+ K
a(lnY-Y)+ in X- ¥= K

PourK donné, cette relation entkeetY est I'équation d’une trajectoire.

Prenons maintenant la surface d’équationa(inY - Y) + KIn X- X en trois dimensions. Le fait

de la couper par des plans horizontZux K redonne les trajectoires dans I'espace de corafiigur.
Vérifions que cette surface a la forme d'une cuvelin effet, si on la coupe par le plan vertical
d’équationY = 1, on obtient la courbe d’équatid= —a + b (In X —X) , et I'on vérifie aisément que
cette courbe a la forme d'une cuvette avec un mininenX = 1. Et si I'on coupe la surface par le
plan vertical d’équatioiX = 1, on obtient la courbe d’équatidn=—-b +a (In Y -Y) , qui a aussi la
forme d’une cuvette avec un minimum¥m® 1. Le point (1, 1) étant un minimum pour la sgd, on
peut en déduire que la surface a bien une formeudette. Lorsqu'on la coupe par des plans
horizontaux, on trouve des courbes fermées, etd'® que celles-ci sont justement les trajectoires
Cette variation périodique décalée des populatiengroies et de prédateurs est le principal résdilta
modeéle de Lotka-Volterra

Maintenant que nous savons que les deux populageobient avec la méme période nous
pouvons déterminer les populations moyenXgst Y,, des proies et des prédateurs. Reprenons les
équations différentielles :

' X ca-cy
{x=ax—cxy X
, ou encore 3 .,

y'=-by+cxy Y = ptex
y

* En posantx, = blc, y, = alc, la linéarisation des équations au voisinage d@aiet donne la matrice
jacobiennd @~ %%  ~% )_(0 -b) ges valeurs proprésvérifient/? + ab = 0, soit A = +i./ab. Comme les
cy, —b+cx a o0
valeurs propres sont imaginaires et opposées,iht fde est un centre.

® Les deux populations ont une évolution de méméo@érT. Toutefois, avec les coefficienss b, c, d
donnés, la périod€ change lorsque I'on modifie les conditions iniisl Autrement dit, les cycles de trajectoires
de la figure 4 a droitene font pas un tour complet dans le méme temps)mm on peut le vérifier
expérimentalement. La période est d’autant pluisepgtie I'on est prés du centre.



et procédons a leur intégration par rapport au $ssop une longueur de période, soitqghet, + T.

to+T

In(x, ;) =Inx, =aT- cjt ydt
to+T

In(y, ;) =Iny, =-bT+ qfl x di

0=aT-cTY,
0=-bT+cT X,

Finalement, on obtient :

X,=blc
{Y —alc et I'on retrouve les coordonnées du point fixetian

Cela va nous conduire a un autre résultat inténesesamodele de Lotka-Volterra.

Proies et prédateurs soumis a des prélevements duga péche

La péche va provoquer une diminution des populatimoportionnelle a leur nombre respectif, ce
qui nous améne a un nouveau systeme d’équatidiésettifielles :
X'ZTax—cxy ex X'=(a—@ x- cxy
ouy
y'=-by+cxy- ey y'=—(b+¢ y+ cxy
ol nous avons supposé que le coefficierte prélevement est le méme pour les proies et les
prédateurs, ce qui ne va pas modifier le résultaten déduit que les populations moyennes dessproie
et des prédateurs deviennent :
X,=(b+8/c
Y,=(a-8@/c
Ainsi, par rapport au systeme proies-prédateurs gmélevements, la péche provoque une
augmentation de la population moyenne des proiaeeetliminution de celle des prédateurs. La péche

profite aux proies au détriment des prédateursréSeltat surprenant a été vérifié sur des zones de
péche, et sa vérification expérimentale sur ordima¢st donnée surfigure 5

¥
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Figure 5: En noir, une trajectoire du systeme proies-prédateurs s@hdvementsen rougeune
trajectoire du systeme avec prélévements. On dengtee le centre s’est déplacé vers la droite rst ve
le bas, d’ou 'augmentation du nombre moyen degepret la diminution de celui des prédateurs.



3. Populations en compétition

Voici un autre modele classique de couplage erdux ghopulations 1 et 2, en nombre respexktif
ety qui sont fonctions du temps, vérifiant le systéfiférentiel :

'= 1-X-b
{X ax(i=x-bxy oua, b, ¢, d sont des nombres donnés positifs.

y'=cyldl-y)—-dxy

Ici les deux termes de couplage l{—x y et —d x y) sont négatifs. Cela signifie que les deux
populations sont en compétition, pour la nourrijpme exemple, et qu’elles se battent pour I'obtdair
termex y étant le nombre de couplages possibles entredes populations. Les autres termes, a
savoira x (1 —x) etc y (1 —y) correspondent & une évolution autonome de chaqpelation,
correspondant a celle de I'équation logistique précédemment. Rappelons que chaque population
converge alors vers la valeur limite 1.

Plagcons-nous dans I'espace de configuratiog) (ou les vecteurs vites$&(X, y') en chaqgue point
(x, y) vont donner une indication sur la forme des ttajees, puisque celles-ci sont tangentes a ces
vecteurs vitesse.

Commencons par chercher les poilt&, y) tels quex’ = 0, ce qui correspond a des vecteurs
vitesse verticaux. L'équatioa x(1- Xx)— bxy= 0 donnex = 0 oua (1 —x) —b y= 0. On obtient la
demi-droite Qy) ou le segmenD d’équationy = (—a/b) x + a/ b d’extrémités (1, 0) et (& / b) car
on est dans le quart de planjo@ty sont tous deux positifs ou nuls. On constate ayssipour tout
pointM (X, y) situé au-dessus du segmBnton ay > (—a/b)x+a/ b, soita(1 -x) —by<0,x <O0.
Ainsi X' est négatif au-dessus Beet positif au-dessoufigure 6 a gauche

Cherchons maintenant les poinss ¥) tels quey = 0, ou les vecteurs vitesse sont horizontaux.
L'équation c y(1- y)— d x y= 0 donne la demi-droitéd) ou le segmenD’ d'équationy = (—d /c) x
+ 1, d'extrémitésc/ d, 0) et (0, 1). On vérife aussi gyeest négatif au-dessous du segmbhet
positif au-dessudi@ure 6 a droitg.

h/
1 1
I<0
X'<0 D,y
a/b D
X' =0 y'>0
0 1 O cd 1"

Figure 6: Les segment® etD’ dans le plan de configuratior, {), et les signes dé ety'.

De ce qui précede on déduit les points fixes, warifa la fois< = 0 ety’ = 0. On trouve les points
(0, 0), (1, 0), (0, 1) et un quatrieme point atBirsection des segmeridset D’, du moins si ceux-ci se
coupent. Comme l'on connait aussi les signes éey’ selon la position des poinM (X, y), on peut
avoir des indications sur l'allure des trajectoidess le plan de configuratior, ), ainsi que sur la
nature des points fixes. Plusieurs cas se prédenten

e a/b<1letc/d< 1 Les deux segmeni etD’ se coupent, et les résultats précédemment
obtenus indiquent que selon les conditions iniiales trajectoires convergent soit vers le pdinnj
soit vers le point (0, 1)figure 7). D’apres la forme des trajectoires, le pdhest une source, les
points (1, 0) et (0, 1) sont des puits, et le pdiititersection deD etD’ ® est un point hyperbolique

® Les coordonnées de ce point sxirt (b—a) ¢/ (b d—a 0 etyf= (—a/b) xf+a/b.



instable.Ces résultats se confirment expérimentalenfigure 8. Ainsi, selon les conditions initiale
I'une des deux populations va dispere, et I'autre atteindre sa valeur limite 1.

Figure 7: Les trajectoires sont piégées soit dans la zemi \pour converger vers le point (1,
soit dans la zone grise pour converger vers let§ojr)

Figure 8: Champ de vitesses trajectowesdans le plan de conflguratlolnyo pura 1,b=2,
c=1d=3.

e al/b>1etc/d>1.Les segmentD etD’ se coupent, mais dans le cas présent, les toajes
convergent toutes vers le point d’'intersectiorD etD’ (figure 9. Les trois autres points fixes sc
instables et repousseurs. Ce qui est confirmé empatalement figure 10Q. Les deux populatior
atteignent un équilibre sans disparaitre ni I'unéantre.

1 J
.

Lo

» ) »

Figure 9: Les traject0|res convergent vers le pointtersection d® etD’.

#




nlﬁaguration X, y) poura=3,b=2,
c=4,d=3.

« a/b>1etc/d< 1. Les segmentD etD’ ne se coupent pas. Le dessin de quelques vet
vitesseindique que toutes les trajectoires convergent erpoint (1, 0), ce qui signifie que
population 2 tend a disparaitre, tandis que la jadjpm 1 atteint sa valeur limite figure 1. Ce
résultat se retrouve expérimentalemdigure 12.

Figure 12: Champ de vitesses et trajectoires dans E} plamfiigaration X, ) poura=3,b=2,
c=1,d=3.
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e alb<1letc/d>1. Les segmenB etD’ ne se coupent pas. Par rapport au cas précémuidat,
revient a intervertir les deux populations 1 eL@s trajectoires convergent toutes vers le point)0
et la population 1 tend a disparaitre, tandis Guére atteint son équilibre a 1.

Les autres cas limites @/ b = 1 ouc / d = 1 s’intégrent aux cas précédents, notammentuersq
les segment® et D’ sont paralleéles. Le seul cas spécial qui subsstecelui ol les deux segments
sont confondus, ce qui fait I'objet de I'exercicgvant.

Ecercice 3

Traiter le cas spécial ou les deux segments D etoidt confondus.

Ce cas se présente lorsquéb = 1 etc/d = 1, soita = b etc = d. Il existe alors une infinité de
points fixes, & savoir tous les points du segrierit le systeme différentiel devient :

{x‘=ax((1— X = Y)
y'=cy(@-y-%

Résolvons ce systeme dans I'espace de configuratigh:

Y -EY avecy = dy/ dtetx = dx /dt.
X' ax
dy_cy
dx ax
W_cd>0ety>0)
y ax
Iny =(c/a) Inx + cte, qui peut aussi s’écrireyr= (c/a) Inx + InK, avecK > 0.
Iny=InKx"
y=Kx".

Il s’agit de I'équation des trajectoires dans lasp de configuratiorx(y). Notamment pouc = a,
il s’agit de trajectoires rectilignes. Paur 2 a, on obtient des trajectoires paraboliques, commk o
vérifie expérimentalementigure 13.

igurTrjectoires dans I'espace de configuratigry poura=b=1etc=d = 2.

Sur lafigure 14 nous avons pris un cas voisin,a& 1,1 ,b=1,c=2,d = 2,2, ou les segmenis
etD’ sont paralléles non confondus mais proches, amecconvergence vers le point fixe (1, 0). Cela
permet de voir comment I'on passe de ce cas alintiés ou les segments sont confondus.
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sont paralléles praishes I'un de I'autr

Figure 14: Cas ou les segments D et D’
Exercice 4
Prendrelecasoua=5,b=7,c=3,d=

1) Déterminer les équations des segments D ett@nealéduire les coordonnées du point fixe
leur intersection.

Onestdanslecas @/b<1etc/d<1, oulonavuqu® etD se coupent. Les équatio
associées ® etD’ sont:y=—-(5/7)x+5/7 ety = — (5 /3)x + 1. Les coordonnées A (xf, yf)
vérifient ces deux équations, d’ou I'équation dortixf: — (5 /7)xf+ 5/ 7 = «5 /3)xf + 1. On trouve
xf=0,3, et 'on en déduitf = 0,5

2) Montrer que ce point fixe A est un point hypédue (une selle), en linéarisant le systé
différentiel au voisinage de ce po Déterminer les vecteurs propres en ce point.

Les dérivées partiellgsar rapport & ety donnent comme matrice jacobienne

a-2ax-by -bx
-dy c-2cy-d

En utilisant les valeurs des coefficiera, b, ¢, d, et en se placant au point fi:A, la matrice
devient :

-15 -21 , T N .
( 55 —1 5} , Ce qui correspond a la linéarisation du systéiffiérentiel au voisinage dA.
e -1,5-4 -2,1 )
Les valeurs propresvérifient =0, soit’>+ 31— 3 =0 On trouv: :
-2,5 -15-1

A=-15+0,5/21

Les deux valeurs propres sont réelles eligne contraire, ce qui prouve que le point 1A est une
selle. Les vecteurs propres, {Y) associés sont tels ¢ :
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-1,5-4 -2,1 \(X
=0 pour chacune des valeurs propien trouve comme pente des
-2,5 -15A)\Y

5
deux vecteurs propres——.
prop 1

3) Montrer que les points fixes (1, 0) et (0, Itsiables et attracteurs.

Reprenons la matrice jacobienne en se placantiatfpe (1, 0) :

-5 -7 . o .
(O 2], de valeurs propres évidentes= — 5 ou — 2. Celles-ci étant toutes deux réeflies

négatives, le point fixe est asymptotiquement stadti c’est un puits.

Plagcons-nous maintenant au point fixe (0, 1), @e@ome matrice jacobienne :

-2 0 L - .
( jde valeurs propres= — 2 ou — 3. Etant toutes deux négatives, cet fiicim est aussi un
puits.
4) Déterminer par programme les bassins d’attrattite ces deux points.

dt=0.005;
for(xe=xorig;xe<xorig+zoom;xe++)
for(ye=yorig-zoom;ye<yorig;ye++)* parcours du carré de c6té 1, pixel par pixel */
{ x0=(xe-xorig)/zoom; yO=(yorig-ye)/zoont* point initial de la trajectoire, en mode calctl
x=X0;y=y0; /* (X, y) est le point courant d’une trajectoire */
for(i=0;i<100000;i++)/* évolution dans le temps */
{ vx=a*x*(1.-x)-b*x*y; vy=c*y*(1.-y)-d*x*y;
x+=vx*xdt; y+=vy*dt;
if (fabs(x)<0.05 && fabs(y-1.)<0.05) { prixel(xe,ye,red); break;y*test d'arrét selon que I'on tombe
if (fabs(x-1.)<0.05 && fabs(y)<0.05) { prixel(xe,ye,green); break;} sur le point (0, 1) ou (1, 0)*/
}
}

Les résultats de ce programme sont donnés sigule 15

Figure 15: Les deux bassins d’attractiosn rougecelui ou les trajectoires aboutissank & O,
c'est-a-dire a la disparition de la populatioret, vertcelui aboutissant a disparition de la population
2. En bleule point hyperbolique et ses vecteurs propres.



