3. Raisonnement par récurrence

Les raisonnements en mathématiques se font enaj@aérune suite de déductions, du styde.:.
alors, ou mieux encore si c'est possible, par une slidgguivalences, du stylesi et seulement .si
Mais il existe un autre type de raisonnement, dae hppelle le raisonnement par récurrence,
particulierement adapté lorsqu’il est demandé dmiy@r une formule dépendant d’'un paramétre
entier. Prenons un premier exemple.

Imaginons que I'on nous demande de démontrer faufler suivante :

n(n+1)
2

1+2+ 3+ ..+n= , quel que soit le nombre entier positif

Si nous étions astucieux comme le fut Karl Friddi@auss a I'age de sept ans, nous écririons, en
appelans§, la somme des premiers nombres entiers positifs :

1 +2 + 3 +..4H{Q)+n
n +p-)+E2)+..+ 2 +1
Additiooms membre & membre ces deux
égalités, en procédant colonne parow
2S5= (n+1)+(n+1)+(n+1)+... +(+1)+(Nn+1)
n(n+1)

S
S

=n(n+1), d'ot la formule §, =

Mais si nous n‘avons pas cette bonne idée, que faiOn peut toujours se rabattre sur un

n(n+1)

raisonnement par récurrence. Pour prouver @le= qguel que soitn, il y a deux

démonstrations a faire :

* On montre que la formule est vraie au rang initiall : eneffet 1 = (1. 2) / 2.
* On suppose la formule vraie a un certain rangt I'on montre gu’elle reste vraie au rang
suivantn + 1 :

PrenonsS;;=1+2 + 3 +..+n+ (n+l) =S + (n+1l) = n(n+1)

+ (n+1), ou I'on a utilisé notre
hypothese de récurrence, la formule étant supposée au rang. Il reste a factoriser et a réduire au
méme dénominateur :
=1+ 1) (n+1) g + =D,
C’est bien la formule au rang+ 1.

Ces deux démonstrations étant faites, nous poualons affirmer que la propriété est vraie pour
tout rangn. En effet on a vu qu’elle est vraie au rang ihi@emiére démonstration). Et comme elle
est vraie au rang 1, elle est vraie au rang 2 (@ewexdémonstration). Comme elle est vraie au rang 2
elle est vraie au rang 3 (toujours la deuxieme déstnation), et ainsi de suite. En faisamrcherla
récurrence, la formule est vraie pour tout

Le raisonnement par récurrence fonctionne comnwelidion d’'une épidémie. Prenons I'exemple
d’'une rangée d’insectes, alignés du premier insmgetgernier, celui-ci pouvant étre infiniment logt,
mettons-les dans un contexte d’épidémie : si 'shmealade il transmet la maladie a son voisin de
droite. Vont-ils étre tous malades pour autant h.Ndais si le premier est malade, alors oui, la



maladie va se répandre, par transmission au vasiaus les insectes. Il est la, le raisonnement pa
récurrence, avec ses deux contraintes : fonctiomneépart, et se transmettre de I'un au voisiorsl
tout le monde est atteint.

Résumons le raisonnement par récurrence. On estlgaimontexte ou I'on doit démontrer qu’'une
formule est vraie quel que soitCela veut dire que I'on a en fait une infinitéfdemules a démontrer,
une pour chaque valeur dePour cela :

1) On montre que la formule est vraie au départ.
2) On suppose qu’elle est vraie a un certain nangt 'on montre qu’elle reste vraie au rang
suivant.

Il existe une variante que I'on utilise dans cerdaias :

1) On montre que la formule est vraie au départ.
2) On suppose que la formule est vijagqu'a un certain rang, et I'on montre qu’elle reste vraie
au rang suivant.

Ce qu'il convient de ne jamais dire , comme ompdéitfois : « On suppose que la propriété est vraie
pourn quelconque, montrons que cela reste vrai pourl. ». Cela veut dire qu'on suppose gue c’est
toujours vrai. On n'a plus rien & démontrer ! Etnde rien démontré du tout.

" Exemples classiques

1. Montrer que12 + 22+ 32+ L+ nzz%(zn-kl) pour tout n=21

Faisons un raisonnement par récurrence.
» La formule est vraie au départ pous 1: onabien12= (1.2 ./8)
+ Supposons la formule vraie a un certain rangt montrons qu’elle reste vraie au rang 1 :

P +22+ P+ +n?+ o+ 1)2:%(2"+1)+ (+ 1 grace a I'hypothése de récurrence. Puis on

factorise et I'on réduit au méme dénominateur :

:(n+1)(@+n+l)= (n+ 1)(n(2n;r Dt 6t 6)= (n 1)(2'1+ mw 6. Le trindme 2°+ 7n + 6
admet comme racines —2 et —3/2, d’'ou

2n°+ 7n+ 6 =20+ 2) "+ 3/2) = i+ 2) (M + 3). Finalement :
(n+1)(n+ 2)(2n+ 3)

5 et la formule est bien vraie au ramefl.

P+22+F+ .40+ o+ 1P=

2. Montrer que 3+ 23+ B+ . +n3= (I 2 3 .+n f

2 2
Cela revient & démontrer qué + 2°+ 3+ ..+ rﬁ:% en utilisant la formule que I'on

connait déja sur la somme depremiers nombres entiers. Faisons un raisonnepagmécurrence.

+ La formule est vraie pour= 1, puisque 3= (1 . 4)/4.
» Supposons la formule vraie & un certain rangt montrons qu’elle reste vraie au rang 1 :



LP+22+ 3+ +n+ o+ 1= + (+ 1°= @+ 1)2@+ 1

_ (n+1)?(n*+4n+4) _ (n+ 17 (n+ 2
- 4 - 4

n(n 1)
4

et la formule est vraie au rangt+ 1.

Remarque : On n’a pu démontrer cette formule paurrénce que parce qu’elle nous était donnée
dans I'énoncé. Mais si tel n'est pas le cas, osaieplus comment faire. Voici comment la formule
précédente sur la somme des cubes a été démotitvégiae, par Al Karagi (années 1000) :

142+3+..+(k-1)

1
[

k

Des carrés sont emboités les uns dans les agtn@grhier de cété 1, le deuxieme de coté 1 + 2, le
troisieme de c6té 1 + 2 + 3, jusqu’au dernier dé do+ 2 + 3 +..+ n. Ce dernier carré a pour aire

(L+2+3+...4n) % Cette aire peut étre calculée autrement. Le gcanet se divise en

un premier petit carré de coté 1, puis en des cesfan forme d’équerres, donkfd® est illustrée sur
le dessin ci-dessus a droite, et cela jusquidTa La k®™ équerre se divise en deux rectangles d’aire
k(1 + 2+ 3+...+k—1)) chacun, et d’'un carré d’aik& L’aire de cette équerre est :

2k(@+ 2+ .+ k- Dy K2 = &Lzl)'& K= 1 (k- ¥ 1 K. Dol laformule:

3_n?(n+1)?
4

B+22+. +k3+ .#+n

3. Montrer que pour tout nombre réel x > 0, et touttéar naturel n : (1 +x)"= 1 +n x

Faisons un raisonnement par récurrence :
» La formule est vraie pour= 0, puisqu’elle devient 2 1 pour toutx > O.
» Supposons la formule vraie a un certain rapgt montrons qu’elle reste vraie au rang suivant :
Prenons I'hypothése de récurrence X1z 1 +nx Multiplions par 1 # >0
(1+X)™=(1+x) (1 +X"= (1 +x) (1 +nX)
>1+X+nX+mé=1 +X+nx
2 1+ (n+ 1)x pour toutx> 0

4.Calculerlasomme 1+3+5+ ... +(2n—-1) en&ion de n (n entier naturel positif)
Il existe plusieurs méthodes.

La premiére consiste a faire des essais pour kemi@res valeurs de, et de constater que le
résultat semble étn&. Mais cette présomption ne suffit pas. Il s’agitgtouver que cette formule est
vraie pour touh, soit 1 + 3+ 5 + ... + (— 1) =n’. Pour cela on fait un raisonnement par récurrence,
comme précédemment.

La deuxiéme méthode évite le raisonnement par ré&uoce. On se raméne a la formule sur la
somme des premiers nombres entiers :



1+3+5+. . +(2n-1)=(1+2+3+..+@D-(2+4+6+..+0)
=(1+2+3#+2nN)-2(1+2+3+...41)

an@ntl) , (D) L ont 1o no1)= P
2

Une troisieme méthode est encore plus simple, éa drouve dans les travaux du mathématicien
grec Nicomaque de Gérase (années 150). Il suffinbiter des carrés de cbtés 1, 2,18, Chaque
équerre, apres le premier carré d’aire 1, a paoar:&8, 5, .. , 8— 1. La somme de ces aires est celle du
carré de cot@, soitn’.
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Une application de cette formule :On construit un empilement de carrés, de la famdiguée ci-
dessous. On veut connaitre le nonByde carrés d'une telle forme de hauteur

_ A I'étage 1 le plus élevé, il y a un carré, a Igge, trois carrés, etc.
Si I'on appelleu, le nombre de carrés a I'étagela suite @,) vérifie la
relation de récurrence,.; = u, + 2, a partir dei; = 1, d’ou la formule
expliciteu, = 1 + 26— 1) = 21— 1.*  Un empilement da étages
| | pos§éde& =1+3+5+ ..+ (@-1) carrés. On a vu que cela fait
carrés.

® EXercices corrigés

1. Suite de Fibonacci

La suite de Fibonacci (une succession de nhombgsjédinie par ses deux termes initiagx=u0
et u = 1 et par un lien entre un terme et les deuxlguirécédent : g}, = U+ + U,. Cela définit cette
succession de nombres: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,321 ... Montrer que cette suite est strictement
croissante a partir de

Il s’agit de prouver ques — U, > 0, Uy — Uz > 0, etc. , SOit2 — Uyer > 0 & partir du rang = 1.
Sachant queén., — U1 = Uy, Cela revient a démontrer que> 0 a partir den = 1. Pour cela faisons un
raisonnement par récurrence :

» La formule est vraie au dépatt;:=1 > 0.

! Pour trouver cette formule explicite, on a intéré&crire cette succession d’égalités :
Up=Upyt 2

Un.1= Upo+ 2

Un2= Un3+ 2

U =u+ 2
Par addition membre a membre de ces égalitéspilahiit des simplifications en cascade, et ilgest

U,= U, + 2(n—1). Pour plus de détails, se reportechapitre 9sur les suites. On aura besoin de ce type
de raisonnement dans les exercices qui suivent.



» Supposons la formule vraie jusqu’a un certain mangt montrons qu’elle reste vraie au rang
suivant :

Un+1 = Un + Un 1. Avecu, > 0 et u,; > 0 par hypothése de récurrence, on a bigrs 0.

Finalement la suite est strictement croissanteti pa rang 2.

Remarque : Pour la démonstration il a fallu utilideypothése de récurrencgusqu’aurangn. Si
I'on avait dit :supposons la formule vraie au rangla démonstration n’aurait pas pu se faire.

2. Empilement de cubes

On considére cette succession d’assemblages des,cube
@ le premier avec u= 1 cube, le deuxiéme a deux étages
avec 4 = 4 cubes, et ainsi de suite. On veut connaifre u
pour n entier quelconque positif.

1) On appelle ale nombre de cubes placés a I'étage n H(d, a = 3, etc.). Déterminer une
relation de récurrence sur,apuis la formule explicite de, éon devra trouver g n (n+ 1)/ 2).

Pour passer da aa,, on ajoute 2 cubes. Pour passeagdaas, on ajoute 3 cubes. En généralisant,
on obtient la relation de récurrenca,:= a,; + n pourn > 1 avec au dépag; = 1. Pour avoir la
formule explicite &, en fonction den), répétons la relation de récurrence en descente :

8h=ap1t+tn
1= a2tNn-1

a2=a1+2

Par addition membre & membre, il se produit deplgiations en cascade, et il reste :
a,=n+n-1+..+2+1xn(n+1)/2

Remarque : au lieu de partir de= 1, on aurait pu prendeg = 0, la relation de récurrence donnant
biena; =gy + 1 = 1. Cela facilitera les calculs dans la goestuivante.

2) En déduire la relation de récurrence vérifiée par, puis trouver sa forme explicite. On aura

s o +
intérét a ecrlreM =—;(n2 +n).

On a la relation de récurrence,:= Un.1 + @y, SOitUu, = Uy, +N(N+ 1)/ 2 =u,, + n’/ 2 +n/ 2 avec
au départ; = 1 ou si I'on veutl, = 0. Répétons cette relation en descente :

Uy =Upg + N2/ 240/ 2
Ui = U+ (N =12/ 2+ (= 1)/ 2

U=U+2/2+1/2
Par addition membre & membre, il se produit depli&iations en cascade, et il reste :

U= (P+2+ . +mM) 2+ @A +2+...9)/2=n(n+1)(2n+1)/12+n(n+ 1) /4
=n(n+1)(2n+1+3)/12=n(n+1) (+2)/6. Cest la formule explicite donnant



3) Si vous avez suffisamment de connaissances powg €ai graphisme sur ordinateur,
programmer le dessin de ces assemblages de cube¥aan de l'ordinateur. Voici quelques

indications :

D’abord tous ces cubes (en perspective cavaliémg) islentiques, et aucun n’en cache un autre. A
partir de la position d’'un sommet An(xys) sur I'écran, on peut tracer le cube corresponidan

A
Pl [ Commencer par fabriquer une fonction cube(xa, yd)sg charge de ce dessin sur

I'écran, en choisissant le sommet indiqué.

AD . .
Puis on place sur I'écran le sommef @u cube le plus haut. A

Al partir de lui, on en déduit les sommets de touscidses de droite :
A2 ils sont régulierement situés sur une droite a 4%fr, exemple pour
N = 4 étages, on a facilement les coordonnées'éaran de A, A,
Az. On en déduit les autres sommets par un procguiitéa chaque
étage, comme indiqué sur le dessin. Et pour chaguemet obtenu
ainsi, on appelle la fonction cube() qui se chadgetracé des cubes.

A3

Le dessin du cube en perspective cavaliere estiémgu mieux en prenant des lignes de fuite a
45°, A partir du somme (X, ¥) en haut a gauche et en appelatd longueur du cété, on en déduit les
coordonnées de tous les autres sommets du cube :

0 X

(x+L/2, y-L/2) (x+3L/2, y-L/2)
(x.y) / ;
(x+L.fy)

(x+3L/2, y+L/2)

(x,y*tL) (x+L, y+L)

L L2

y
La fonctioncubg) en découle :

void cube(int x,int y)

{ line(x,y,x+L,y,black); line(x,y,x,y+L,black);linéx+L,y,x+L,y+L ,black);line(x,y+L,x+L,y+L,black);
line(x,y,x+L/2,y-L/2,black);line(x+L,y,x+3*L/2 3/2,black);line(x+L,y+L,x+3*L/2,y+L/2,black);
line(x+L/2,y-L/2,x+3*L/2,y-L/2 black);line(x+3*2,y+L/2,x+3*L/2,y-L/2 black);
floodfill(x+L/2,y+L/2,red,black); /* remplissage de la face carrée en rouge a patérson centre

jusqu’a la bordure noire */
floodfill(x+3*L/4,y-L/4,blue,black);/* remplissage des deux autres faces visibles */
floodfill(x+5*L/4,y+L/4,green,black);

}

Passons maintenant au programme principal. A pdutipremier cube de somm#g que I'on se
donne,, on construit les cubes de somrAgtéy, etc., ces points ayant pour coordonn&asy@) dans
le programme. Chaque fois que I'on atteint un sotqnéi > 0), on détermine les sommdisdes
cubes situés au méme étage, de coordonrbegyy.

On se donne L et hauteur (par exemple3d2sur I'écran de 800 sur 60@t hauteur = 10)
x0=300; y0=50; cube(x0,y0); xa=x0; ya=y0;
for(i=1;i<hauteur;i++) /* hauteur est le nombre d'étages */
{xa+=L;ya+=L; cube(xa,ya);
xb=xa;yb=ya;
for(j=1;j<=i;j++)



{ Xb-=3*L/2; yb+=L/2; cube(xb,yb):

3. Calcul approché de 1/ e
(cet exercice suppose connu le calcul intégragéetsuites numériques)

1 1(1-
1) Montrer que pour tout n entier naturel— Z( ) +(- )”*1_[ d-uy u)
Pour la démonstration, faire un ralsonnement pacurgence, en procedant notamment a une

n (_1\k
intégration par parties. Rappelons que par défomiti’écriture concentréezu n'est autre que
k=0

JL1 1, ,€y_1 1 €9
21 3l nl 21 3 nl

1.1
11

Montrons d'abord que la formule est vraie au rang 0. Le deuxieme membre de la formule

1
s'écrit 1—j;e‘” du= 1+[ e‘“]o =1+ &' - 1= &' La formule est bien vérifiée.

Supposons la formule vraie a un certain rapgt montrons qu’elle reste vraie au ramg 1 :
Prenons le second membre de la formule au mand, soit

”zﬂ( 1) ”+2j1 1- u)“+l "zl (—1) L€ 1)”*2j A= 0™ & o
0 ( n+]_)|
et faISOHS une mtegratlon par partles en posant .
—_ _ n+1 T— _ n
U=>1-u) dou U (n+1)(1-u)
V=g V=-¢

_n+1(_1)k (_1)n+2 n cu (_1)n+2 1 nsu
A—kZ:O - —(n+1)![(1—u) le ]O_Tj'o(l_ u)" e du

le crochet vaut
A 1)"*1
ko K (n+1)'

.[(1 u)"edu



n ( 1)n+1 (_ 1)n+1 ( 1)n+1
kZ:: k! (n+1)I (n+1)'
L (), 1)”“

k .
La formule reste vraie au rangt 1.

.[(1 u)"edu

J' @-u)e" du:—1 par hypothése de récurrer
e

2) Justifier I’encadremen0<j td-uy u) ‘”du< |
nl

Sur [0 1], la fonction sous lintégrale est0, car (1 —u)" > 0 ete" > 0. Par « positivité » de

—_\n
l'intégrale, J';we‘“ du=0.
n!

D’autre part, sur [01],81-u<1,(1-u)"<1, (1-u)"e'<e" puisques" > 0. Cette ingalité est
respectée par intégation, avec les bornes daesigecsoissant :

Y
[[a-urevdus| 6" di1- &<1 Dou Ilue'”dus—
0 0 o nl
n 1)k

1
3) En conclure que- = |lim
) a e nH+wz k!

Lorsquen tend vers I'inifni, I'intégrale précédente est prien tenaille entre 0 et bV qui tend vers
0. Elle tend vers 0. Ainsi a la limite, la formulaa) devient :

E: lim Z(_l) _1+_1__1+_1_
k! 21 31 41 51 6

1 1 -1 .

4) On pose Hz;—;t.&# (n > 2). En constatant que, wscille autour de 1/e en s’en
] n!

rappprochant, avec les termes de rang pair supésiaul/e et les termes de rang impair inférieuses, d

combien de chiffres derriére la virgule est-on adspour avoir une valeur approchée de 1/e grace a

Uio ?

On aujp — Ug = 1 / 10! =0,00000027. La différence entkeet U, est inférieure a 1Det a fortiori
U0 — 1k est inférieur & 18 La valeur dau, = 0,367879... est aussi la valeur approchéeaavic six
chiffres assurés derriere la virgule.

4. Dérivées d’une fonction et récurrences
(cet exercice suppose connues |'étude des fonctoies dérivation)

Considérons la fonction f définie sBr telle que
{ f(x)=0 pour x= 0

f(x)=el’* pour x< 0
1) Monttrer que f est continue sBr

Remarquons d'abord quk est bien définie suR, puisque I existe pourx < 0 et que
'exponentielle n’a aucun probleme existentiel. @aenmélange de fonctions vontinues classigties,
est vontinue suR*. Le probléme de la continuité se pose a la jamcties deux morceaux de courbe,
enx = 0. La fonction est continue a droite en 0 a{@f= 0. Pouix < 0, avec qui tend vers 0, 1X



tend vers <o et I'exponentielle tend vers 0+. Comme cette kBnditgauche est la méme qu’a droite, la
fonction admet une limite en 0, et comme elle gate2af(0) = 0, la fonction est continue en O.

2) Montrer que f est dérivable sBt

Comme mélange de fonctions classiques dérivableg’suf est dérivable suR*. Etudions la
dérivablilité en 0. La dérivée a droite existe autv0. Poux < 0, prenons le taux d’accroissement au
voisinage de O-, so&™*/ x qui est une forme indéterminée 0 / 0. Mais eraptis= 1 k avecu qui
tend verso, cela devienti €' et I'on sait que dans ce cas d’indéterminatioastcl’exponentielle qui
I'emporte sum. D’ou )!IFTS f(X) =0. La fonction est dérivable a gauche, et commee ahitivée est la

méme a droite, la fonction est dérivable en 0.

Remarquons que le fait que la fonctiosoit dérivable suR entraine qué est continue suR, ce
gui redémontre la question précédente.

3) Etudier les variations de f et tracer sa courbprésentative..

Calculonsf’ surR*- : f'(x) =—i2 e'’*< 0 . La fonction est décroissante i . Lorsque x tend
X

vers 0, 1 /x tend vers 0- et “* tend vers 0 par valeurs inférieures. La courbeeagrour asymptote

la droite d’équatioty = 1, et elle est située au-dessous. On en dédadurbe.

T~

3) Montrer que la dérivée seconde f” existe sueRa calculer.

£'(x) = O du coté des positifs. Poux < 0 : f"(x) = —— (~e"* -2 x&/*) = — (1+ 29 &
X X

Reste le probléme de dérivabilité en 0. Le tauxa@issement de au voisinage de 0- est

——3e1’xde la forme indéterminée 0 / 0, mais avee 1 /x, on obtient -u® €”, et 'exponentielle
X

'emporte sur toute puisance def’ est dérivable a gauche, et avec la méme dérieite, on en
déduit qud” (0) existe et vaut 0.

4) Grace a un raisonnement par récurrence, mongree pout x < 0, la dérivée®de f s'écrit
f (M (x) =we”x ol Ry(x) est un polynéme. Par la méme occasion, trolaveelation liant R,.(X)
X
a Pn (x).
On sait déja quey(x) = - 1 etP,(X) = 2x +1 (et mémdPy(x) = 1).

Faisons un raisonnement par récurence :
» La formule est vraie au rang 1, av@¢x) = - 1.
» Supposons la formule vraie & un certain raeg montrons qu’elle reste vraie au rang 1 :



10
P = (10(9)'= —P;gnx Lol
=X—1n(x2“(P'n(x) el’X—;l2 &) -2 n &R x ¥

2n-2

Xx4n 0P () - R(3-2 nx B( ¥ &

_XPL(9= R(3-2 n X R( ¥ ux
X2(n+1)

PosonsP,,;(X) = X P,(%- R(¥-2 nxR ¥quiestaussi un polyndme. On a bien :

P (X . .
f (M (x) = Foa(X) i qui est la formule cherchée.
X2(n+l)

5) Grace a la relation liant R1(X) & Ry(x), obtenue dans la question précédente, caldedéx),
P3(X) et R(x). Montrer qu’'a partir de 2 le polyndbme Rx) est de degré n — 1.

Pourn =1, aved?;(X) = -1, on retrouvé,(x) = 1+ X
Pourn=2,P3(X) = - 6X° —6x—1
Pourn = 3,P4(X) = 24X + 36X° + 12x + 1

Faisons un raisonnement par récurrence pour mayueePn(x) est de degré n — 1.
» C'est vrai au départPy(x) = - 1 est de degré 0
» Supposons quB.(x) est de degré — 1 a un certain rang et montrons que,.,(x) est de degré

P'(x) étant de degré — 2, xX*P".(X) est de degré, tout comme2n xP. (X, ainsiP,.(x) est bien
de degrén.

5) En notant aX** le terme de plus haut degré dg(J, déterminer une relation entrg.aet a, ,
puis donner la forme explicite dg. a

ReprenonsPk,,;(X) = x2P'n(>9— R(3-2 nxR ¥ Son terme de plus haut degre, provenant du
premier et du troisieme terme,, esttelgga=(h—1)a,—2na,=-(n+ 1)a,

Aveca; = -1, onretrouvey, = 2,a3=-2x3 =-6,a4=4%x6 = 24, etc.

Pour avoir la forme explicite, écrivons cette sulitgalités :

a,=-Ng
a,,=-(n-1) g,
a=-28

a=-1

Par multiplication membre a membre, il se prodei dimplifications en cascade et il reste :
a,=(-1)"n(n-1)(n-2)..x 2= £ 1 n!

6) Montrer que le terme constant dg(R) est g= 1.
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ReprenonsRk,,,(X) = X P,(3— R(3-2 nxF ¥ Sur ces trois termes, se®|(x) a un terme de

degré 0. Ainstc.+1 = - ¢, avec au dépan; = - 1. Par récurrence évidentg,vaut 1 poumn pair et — 1
pourn impair.

6) Montrer que la fonction f est infiniment dérilaburR et que ¥ (0) = 0

Les dérivées f(n)(x) sont dérivables sur R*. EBesat aussi dérivables a droite en 0, valant alors 0
Pour étudier la dérivabilité en 0-, prenons le tataccroissement d&"” au voisinage de 0 du co6té

1900 _RO g

négatif, soit < sz

Au voisinage de 0R,(x) est quasiment égal 41, son terme de

/x

plus bas degré. Et I'on sait, comme on I'a vu aet2iu 3°, que—;tend vers 0. On en déduit que la
X

dérivéef™? existe en 0 et qu’elle vaut 0 aussi bien a gaugh@ droite. Comme toutes les dérivées
sont nulles en 0, cela signifie que la courbe rég® collée a sa tangent®x¥ au voisinage de 0,
comme on peut le vérifier sur le dessin de la ceurb

: k(|<+1)(k+ 2)(k+3) _ n(n+ (nt+ 2)(nt 3)(r+ 4
kzzl ! 51

Démontrer cette formule.

5. Formule (n>1)

Faisons un raisonnement par récurrence.

AX2x3x 4 I} &K K & ¢

» La formule est vraie au rang = 2 5

» Supposons la formule vraie a un certain nrapgt montrons qu’elle reste vraie au rang suivant :

fk(k+1)(k+ 2)(k+ 3):2”: K(k+ 1)(k+ 2)(k+ 3)+ (e D(+ 2)(r 3)(r 4)

= 4! 1 4l 4l
_n(n+1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)  (n+ (n+ 2)(n+ 3)(+ 4)
5! 41
_Nn(n+1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)+ 5(n+ 1(n+ 2)(nk 3)(n 4)
5!
_ (n+1)(n+2)(n+ 3)(n+ 4)(n+ 5)
5!

C’est bien la formule au rang+ 1.
Digression: Mathématiques indiennes et puzzle

Signalons que la formule deskercice4 précédent était connue en Inde dans les anné@s EB®
constituait une sorte de généralisation de la ftemplus simple :

0 k(k+1) _ n(n+1)(n+ 2)
kzzl 2 6

Il convient de comprendre qu’a partir du momentuoé formule est connue, on peut toujours la
démontrer grace a un raisonnement par récurrenais. Ml’'origine ceux qui ont trouvé ces formules
ont d0 déployer des trésors d’imagination, en siaide plus souvent de figures géomeétriques.

Reprenons la méthode utilisée par K. F. Gauss paleulerS= 1 + 2 + 3 +...+ 100, que nous
avons vue précédemment. Il avait utilisé I'écatarl’enversS= 100 + 99 + ... + 1, et ajouté les deux
€galités colonne par colonne pour trouved 2 100 x101. En fait cette démontstration est la
conséquence du dessin suivant.
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Le nombreT, =1 + 2 + ... +n, d'ailleurs appelé nombre triangulaire de
fagon imagée, est représenté par des barres plaséessur I'autre, dont la
longueur augmente d’'une unité de haut en bas.a&Sligure, la surface rouge
représentdl, = 1 + 2 + 3 + 4. En construisant le rectangle dseb et de
hauteum + 1, celui-ci englobe deux fois le nombre triarg@ T, (en rouge et
en bleu sur le dessin poar= 4), d'ou la formulel, =n (n+ 1) / 2. En faisant
une lecture colonne par colonne, on retrouve ldaote de Gauss.

C'est en utilisant ce genre de barres quau 15@lesié savant indien Nilakantha Somayagi a
n

trouvé la formule >’ k(k2+1) _ n(n+ 16)3( n+ 2)’ ou
k=1

1x2+2x3+3x4+...+n(n+1)=n(n+1) (+2) /3, ouencore

3(Ix2+2x3+3x4+...+n(n+1))=n(h+1)(n+2)

Pour ce faire, il utilise des plaques de longuetirl, de largeuk et de hauteur 1, de volurkek +
1). Une telle plaque représente deux fois le nortimegulaireT,. Puis il prend le pavé dont les cétés
mesurent, n+ 1 etn + 2.

Dans ce pavé, il commence par placer dans le paig t
plaquesnx (n+1), 'une verticale, et les deux autres poséedesur
sol, comme indiqué sur le dessin poue 4. Cela étant fait, il
reste a remplir un pavé de cotés- 1,n etn + 1. Il suffit de
refaire comme précédemment avec trois plaguesl( x n, pour
se retrouver avec un pave vide de volumeZ) (h - 1) n. Et ainsi
de suite. A la fin du remplissage avec des plageesius en plus
petites, on arrive a la formule cherchée.

n+1

——— 2
n

Ce genre de démonstration géométrique est nonmsentde premier moyen trouvé historiquement
pour trouver certaines formules, et on peut le icldmer comme bien plus excitant qu’'un raisonnement
par récurrence, méme si ce sentiment n’est paaggapar tout le monde. Ainsi dans tous les manuels
scolaires de Terminale, la formule du binbme (desfda) est démontrée par récurrence plutét que par
un raisonnement de combinatoire, autrement plgaété De méme pour la formule du crible dans les
classes préparatoires.

Ce genre de méthode géométrique indienne, quiusiautilisée par les grecs, les arabes et les
chinois dans les temps anciens, donne I'idée dal@szivant.

On dispose de plaques carrées, toutes de mémesépais. Plus précisément, on a six plaques de
1 sur 1 (des cubes) de couleur jaune, six plagiee? sur 2 de couleur rouge, six plaques de Bsur
de couleur verte, et six plaques de 4 sur 4 deecwubleue. En disposant judicieusement ces 60
plaques, construire un pavé rectangulaire sanslquyi ait aucun trou, de fagon que I'ensemble des
faces n'ait pas plus de deux couleurs présentexalwou vous n'y arrivez pas, on peut vous préciser
que ce pavé a pour dimensions 8 x9.

On aura intérét a reconnaitre la formule sur laraerdes carrés, avedn + 1) (2h +1) pourn = 4.
Dans ces conditions, commenc¢ons par construireand de 1x2 x3 avec les six cubes dont nous
disposons, en prenant 1 comme hauteur. Puis ersdba@u moyen des six plaques de c6té 2 comme
indiqué sur le dessin.
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S

Tournons ce pavé de facon qu'il ait pour hautewetZnrobons-le en utilisant les six plagues de
cbté 3. On constate que deux couleurs sont préssmtdées faces du pavé.

3 7

Puis tournons ce pavé afin que sa hauteur softéhyrebons-le comme précédemment avec les six
plagues de 4 sur 4. On obtient bien le pavé descbt&x9, avec deux couleurs présentes, verte et

bleue.

On pourrait d'ailleurs continuer avec des plaquas grandes, ce qui redémontre la formule sur la

somme des carréd+ 2+ F + ...
: : 4 + +1)(n+ )
Nouveau rebondissement au sujet de la formEek(k2 1) = n(n 1é(n 2), dans les années
k=1

1980, grace au mathématicien canadien d'origineeimet M. Bhargava. A I'age de 7 ans, il trouve
une nouvelle démonstration géométrique de la fazmith somme des nombriegk + 1) / 2 peut étre
représentée par des étages de billes qui formenpyramide a base triangulaire. En haut se trouve
une bille, a I'étage au-dessous 3 = 1 + 2x32 2 billes, puis au-dessous 6 =1 + 2 + 3x43 2
billes, etc. Cette somme de nombres triangulaists’ailleurs appelée nombre tétraédrique. Il $'agi
de prouver que le nombre tétraédrieautn (n+ 1) (n+ 2) / 6.

¢ M. Bhargava fait trois lectures de cette sommegrséds trois fleches
! du dessin. Vu de haut, on obtient, étage par étage (1+2) + (1+2+3) +
12 ... + (1+2+3+... i) . De méme en regardant a partir de la gauches btai
123 regardant a partir du coté droit,ona 2 h—1) +30—2) +... nx 1.
1234
12345 Ainsi3S, =1+ 1x2/2 + 23 /2 + ... (n+1) /2

~ +1+%2/2 +2x3/2+ ... m(n+l) /2
N+20-1)+36-2)+..mnx1

Le terme de ranfgs’écritk (k + 1) +k(n—k+ 1) =k (n+ 2). D'ou :

3S=1+2+3+..0)(n+2)=n(n+1)(+2)/2 Cestlaformule cherchée.



