V- Manipulations de nombres en binaire

L’ordinateur est constitué de milliards de tramsistqui travaillent comme des interrupteurs
électriques, soit ouverts soit fermés. Soit ladigrst activée, avec une tension proche de 5 volts,
soit elle est désactivée, avec une tension proetkermé / ouvers’écrit aussi bien sous forme
logique Vrai / Faux ou encore sous forme numériqué 0 Justement l'arithmétique binaire, ou
encore arithmétique en base 2, concerne les norbriés exclusivement avec les deux chiffres 0
ou 1. On pourrait aussi bien parler des mots gqddrs/ent avec les deux lettres 0 ou 1. Quand ces
nombres sont tous formés dehiffres successifs qui sont soit 0 soit 1 (ilatse longueun), on a
vu gu’ils sont au nombre dé.2Par exemple le nombre qui s’écrit 0010110, dguenr 7, est I'un
des 128 nombres de longueur 7 (écrits aveds]. Les nombres qui peuvent s'écrire avebits
vont de 0 a 2— 1. Mais quelle est la valeur des nombres erirgilgénsi obtenus ?

Exercice: On est censé connaitré 2 256, 2° = 1024, 2° = 32768, ¥ = 65 536. Mais
combien de nombres en binaire peut-on avoir subi} ce qui correspond aux ordinateurs
d’aujourd’hui ? Ce nombre est d& Xoit

204 = 0-074= 2106 A= (219% 16 =16. (18° = 16 . 16° = 16 milliards de milliards.
1) Les nombres entiers positifs ou nuls, en base 2

Pour comprendre, prenons d’abord les nombres qus @aeons I'habitude de manipuler, ceux
qui sont formés a partir des 10 chiffres de 0 @€gue I'on appelle les nombres en base 10.
Prenons le nombre qui s’écrit 1789. On dit quehliéfre des unités est 9, celui des dizaines est 8,
celui des centaines est 7 et celui des millierd e€ela signifie que si 'on a 1789 euros, on @010
pieces de 1 euro, plus 700 piéces de 1 euro, flysi&tes de 1 euro, plus 9 piéces de 1 euro.
Autrement dit, 1789 =1.1000 +7 .100+8 .10+ 1. 16+ 7.16+8 .10+ 9. 10 . Par
analogie, un nombre en binaire s’écrit avec dessamices successives décroissantes de 2 (au lieu
de 10).

Exemple: 0010110=0%20.2+1.2+0.2+1.2+1.2+0.2
6543210
L92?+2'=16+4+2=22 (en base 10)

Nous venons ainsi de convertir notre nombre (éenitbase 2) en nombre en base 10.
Remarquons que le nombre en binaire s'écrit de fgau& droite suivant les puissances
décroissantes de 2, on dit : des bits de poidsvéog les bits de poids faibles. Lgssitionsdes bits
correspondent aux puissances successives desefiemarquées de droite a gauche, a partir de 0
(pour 2) a droite.

Deux remarques :

» Tous les 0 situés a gauche avant le premier lem@re supprimes :

0010110 =10110. On peut aussi en rajouter autdaheut & gauche:

10110 = 00000010110

« Au lieu d’écrire les nombres suivant les puissarigcroissantes de 2, on peut, en le mettant a
I'envers I'écrire suivant les puissances croissad&?2. Il suffit de le préciser avec des fléches.
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Exercice de programmation (en C)
Comment passer de I'écriture suivant les puissadéesoissantes a celle suivant les puissances
croissantes ? Par exemple on veut passer du taddflgucontenant 10110 (avec iciL = 5) au tableau
ac[L] contenant 01101, avec les indices des casesade-01.

for(i=0;i<L;i++) aclil=ad[lL-1-i];

Ou encore, sans aucun risque, avec une vatkaiplésuit le mouvement de
k=L-1;

for(i=0 ; i< L ;i++) {ac[i]= ad[K]; k--;}

Comment faire la méme chose, mais avec un sewdald[L], contenant au départ I'écriture suivant
les puissances décroissances, et a la fin suigamuissances croissantes ? Il s’agit de metteneelrs
le tablealg[L] contenant par exemple 10110 paur 5.

gauche =0 ;droite=L—-1;
while (gauche < droite) { aux = a[g] ; a[g] = a[dd[d] = aux ; /*¢change des contenus des caées
gauche;+droite -- ;
}

1-1) Conversion d’'un nombre (en binaire) en nombréen base 10)

On sait déja faire cela manuellement, par exeroplenombre écrit suivant ses puissances
décroissantes :

110101 =2+ 22+ 2+ X=32+16+4+ 1 =53

On peut faire de méme par programme. On commencelpeer le nombre binaire dans un
tableaua[L] avecL donné. Par souci de simplicité (mais ce n’est qgidigyatoire) réécrivons le
nombre suivant ses puissances croissantes, erttintrée I'envers, toujours dans le méme tableau,

_—~ parexemple :

110101 — 101011

Enfi_n on parcourt le tableag[L] en additionnant les termes successifs, tous diorlae
a[i]*2', avecide 0 a — 1.

gauche =0 ; droite =L—1; fiise al'envers du tableafL] */
while (gauche < droite) { aux = a[g] ; a[g] = afdk[d] = aux ; /*%change des contenus des cdses
gauche;droite -- ;
}
cumul=0; /*ala fin, cumulcontiendra le nombre en base %0
for(=0;i<L;i++) cumul +=a[i] * pow(2, i} /* powest la fonction puissanceé
printf(« %d », cumul) ;

On peut éviter la lourdeur de la fonction puissapoe, en constatant qu'a chaque étape la
puissance est multipliée par deux. D'ou la modifaa des dernieres lignes du programme
précédent, avec l'introduction de la variapléssance

cumul=0; puissance =1;



for(=0;i<L;i++) {cumul += a[i] * puissarte ; puissance = 2*puissance ;}
printf(« %d », cumul) ;

Meilleure méthode de programmation

Placons le nombre binaire de longukusuivant ses puissances décroissantes) dans leauab
a[L]. Par exemple pour = 6, le nombre 110101 est tel ca[0]=1, a[1]=1, a[2]=0, a[3]=1, a[4]=0,
a[5]=1. On utilise alors une méthode dite a la Horne

110101 = a[0] . 2+ a[1] . 2+ a[2] . 2+ a[3]. Z+a[4] . 2 + a[5] . 2
=1.2+1.2+0.2+1.2+0.2+1.2
=1.2+0.2+1.2+0.2+1.2+ 1.2
=1+20.%2%1.2+0.2+1.2+ 1.2
=1+2(0+2(1°20.2+1.2+ 1.2))
=1+20+2(1+2((0°21.2+ 1.%)
=1+20+2(1+20+21°%21.2))
=1+20+2(1+20+21+2L

soit = a[5] + 2 (a[4] + 2 (a[3] + 2 (a[2] Ha[1] + 2 a[0]))))

Pour le programme itératif, on va de droite a gaysbur le calcul. On commence par placer le
a[0] final dans une variableumul| puis on double et on ajoud§l] pour avoir le nouveaaumul
puis on double et on ajousf?], et ainsi de suite.

Mettre le nombre de longueurdonnée dans la tablealL]
cumul=a[0] ;

for(i=1;i<L;i++) cumul = 2*cumul + a[i] ;

printf(« %d », cumul) ;

1-2) Passage d’un nombre en base 10 au nombre endire
Il existe essentiellement deux méthodes.

1-2-1) Recherche répétée de la plus forte puissande 2 inférieure ou égale au nombre
Prenons par exemple le nombre 13. La plus fortespnice de 2 qui est dans 13 est & = 2
13 = 2 + 5. Puis on recommence avec 5 :

5=2+ 1. On recommence avec 1

1=2. Cest fini.

Finalement 13 =2+ 22 + 2 = 1101 en binaire décroissant

Programme (exhaustif, avec les déclarations)
#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#define N 53

int a[10];

int main()
{ int nombre, puissance, exposant,nbl,exposantmax;i

nombre=N; nb1=0;
while (nombre>0)



{ nbl++;
puissance = 1; exposant = 0;
while ( 2*puissance <= nombre)
{ puissance = 2* puissance;
exposant ++;
}
if (nb1==1) exposantmax=exposant;
alexposant]=1;
nombre -= puissance;
}
printf("Ecriture suivant les puissances croissam");
for(i=0;i<=exposantmax; i++) printf("%d ",a[i]);
printf("\n\nEcriture suivant les puissances dé&gantes\n");
for(i=exposantmayx; i>=0; i--) printf("%d ",a[i])
getchar();return O;

}

1-2-2) Deuxieme méthode, par divisions successiyes 2

Reprenons le nombre 13 qui s’écrit 1101 en bind@eroissant. Comment passer de 13 a
1101 ? On commence par diviser 13 par 2, ce quigeomme quotient 6 et comme reste 1. Ce
reste est le dernier chiffre de I'écriture en hi@aPuis on recommence avec 6 :

13‘3
16|i

03‘;
11|;
110

On s’arréte lorsque le quotient est 0. La lectwe mstes successifs donne 1011, il s'agit de
I'écriture en binaire mais suivant les puissancessantes de 2, ce qui s’écrit 1011. En le lisant
a I'envers, on a I'écriture 1101 suivant les puisss décroissantes. Chaque division est de la

forme q 'l
rlq

avec le nouveau quotiertt obtenu a partir de I'ancien quotieptsauf au départ, ou I'on part du
nombre 13. Pour des besoins d’unification on poseraonditions initialeg = 13 (en général

= N). On en déduit le programme, ou I'on place leseesuccessifs dans un tableau de fagon a
pouvoir le lire & partir de la fin (suivant les gsainces décroissantes) :

g = N; i=0;
while (g>0)
{ rli]= q%2;
q=a/z;
i++;
}
longueur=i;
printf("Ecriture suivant les puissances croisean\n");
for(j=0; j<longueur; j++) printf("%d ",r[j]);
printf("\n\nEcriture suivant les puissances dé&santes :\n");
for(j=longueur-1;j>=0; j--) printf("%d ",r[j]);

Cette deuxieme méthode, moins évidente a trouvelfajpremiere, est nettement plus simple. |l
convient de bien la connaitre.



1-2-3) Tous les nombres en binaire de longuelrdonnée

Une variante du probleme précédent consiste aeétwirs les nombres ayahtchiffres en
binaire, méme s’il y a des 0 superflus. MaintenpotyrL = 5, 13 va s’écrire 01101 avec un zéro
supplémentaire du c6té des grandes puissanceslidsuffit pour cela de fairé divisions par 2.
Les nombres concernés vont de 0“a-21 en décimal. Il n’y a plus qu’a faire lesdivisions
successives pour chacun de ces nombres.

Par exemple, pour = 4, on a 16 nombres en binaire, associés aux mesntz 0 a 15 en base
10:

0: 0000, 1: 0001, 2: 0010, 3:0011, 4: 01000501, 6: 0110, 7: 0111, 8:1000; 9: 1001,
10:1010,11:1011, 12:1100, 13:1101, 1410015 : 1111

On en déduit le programme.

On se donné
for (nombre = 0 ; nombre < pow(2,L) ; nombre++)
{ g=nombre ; for(i=0 ; i<L ;i++) {r[i]=q%2 ; ¢q/2 ;}
for(i=L — 1 ; i>=0 ; i--) printf(« %d »,r[i]} /* affichage selon les puissances décroissatfites
printf(« \n ») ; /*aller a la ligne*/

1-2-4) Multiplications et divisions par 2, grace ales décalages

Prenons un nombre, par exemple 13, qui s’écrit EiDbinaire (décroissant). Si on le décale
d'un cran vers la droite, on perd son dernier ohiff, et 'on obtient 110, soit 6. Ce nombre 6
justement le quotient de 13 divisé par 2. Le relgtda division, qui est 1, est le nombre perdu
lorsque I'on passe de 1101 a 110. Il s’agit du iderchiffre. Cela permet de comprendre pourquoi,
dans les divisions successives par 2, les rest@sedb le nombre binaire suivant ses puissances
croissantes, et non pas décroissantes.

En langageC, I'opération de décalage vers la droite est >>vees la gauche c’est <<.

Par exemple 13>>1 signifie le décalage d'un cradpene 6, quotient de la division de 13 par
2, avec passage de 1101 a 110 en binaire.

13>>2 , décalage de deux crans, donne 3, correapbad quotient de la division de 13 par 4,
soit le passage en binaire de 1101 a 11.

13>>3 donne 1, correspondant a la division de 1Bpsoit le passage en binaire de 1101 a 1.

Inversement 13<<1, fait passer de 1101 a 1101026ple double de 13.

13<<2 multiplie le nombre 13 par 4, ce qui donneda110100 en binaire.

Exercice de programmation

Un nombre entier positiX étant donné, dégager Igbits de son écriture en binaire a partir du
bit numérok. Précisons quk est I'exposant de la puissance concernée, cateirgdi lit de droite a
gauche dans I'écriture du nombre selon les puissatécroissantes, et jdsits sont les bitg, k+1,
k+2, etc.

Par exemple, pour un nombre de 8 bits écrits stilmnpuissances décroissantes dk 2,3
correspond & la puissancg &tj = 4 correspond aux 4 bits qui se succédent a phkir= 3 vers
les puissances croissantes.
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On commence par décaler le nomkreers la droite dé crans, soik >>k, de facon que lgs
bits se trouvent a I'extrémité droite du nombreeolt Puis on fabrique un masque ouj leigs de
droite sont des 1 et tous les autres qui sont ehgasont des 0, comme ...00000001111. Comment
faire pour avoir ce masque ? On commence par pgelednombre binaire 0, puis on prend son
complément ~0, soit ...11111111. On le décale legauche d¢ crans en faisant ~0<<j, ce qui
donne ...11110000. Enfin on prend son complément<<j0d’ou ...00001111. Il reste a faire un
et bit a bit (&) entre le nombne>>k et le masque, ce qui respectejlbits de droite de>>k et met
a 0 tous ceux de gauche. On a obtenu le nombrespamdant auibits cherchés. On en déduit la
fonction bits(x, k, j) qui ramene ce nombre, que I'on peut écrire emil@npour avoir leg bits
cherchés.

int bits(int x, int k, int j)
{ return (x >> k) & ~(~0 << ); }

Exemple x =238 soit 11101110 en binaire. On a fris2, et de 1 a 8
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1-2-5) Addition et multiplication en binaire
On fait comme dans le systeme décimal, en posapédation a faire, avec un calcul final fait
de droite & gauche et en appliquant les régles d’addition ou de ipligation bit & bit suivantes :

0 1 1 10 avec dans le caslérésultat O et la présence d’'une retenue égale a
0.0=0, 0.1=0,1.0=0,1.1=1

» Un exemple d’addition :
101101

+110110
111 retenues

1100011 cela correspond en décirddl & 54 = 99

Si I'on a a additionner plus que deux nombres, ara fi'abord I'addition des deux premiers,
puis on additionnera le troisieme, etc. On se rareénjours a I'addition de deux nombres, afin
d’éviter que la retenue ne puisse dépasser 1.reecps est alors 1+1+1 = 11, avec le résultald et
retenue 1. Cela s’applique aussi a la multiplicatie deux nombres, puisqu’elle se raméne a des
additions avec décalage.

! De droite & gauche : encore un effet de l'infleeatabe, lorsque ce genre de calcul a traversé la
Méditerranée du sud au nord, dés les années 18tlinment grace a Léonard de Pise, surnommé Fibionacc



« Un exemple de multiplication, avec des additioesldux en deux en binaire :

101101
x1101

101101
0
101101

11100001
101101

1001001001

Cela correspond en décimal & 45 . 13 = 585

Notons qu’en binaire, si I'on multiplia etb, il suffit de réécrirea chaque fois que I'on tombe
sur un 1 danb (en lisant de droite & gauche), et de mettre @nsitout en pratiquant un décalage
d’un cran vers la gauche a chaque étage. La séfdeedce avec la multiplication dans le systéme
décimal est que I'on s'impose de faire des additida deux en deux, pour éviter des retenues trop
grandes.

1-3) Conversions dans d’autres bases

Ce que nous avons fait en base 2, par analogie lavegsteme décimal (base 10) peut se
généraliser a n'importe quelle base b. C'est engdus simple pour des bases qui sont des
puissances de 2, notamment le systéme octal (hatdeBsystéme hexadécimal (base 16). Dans ce
cas on passe d’abord en binaire, puis :

« Si I'on veut une écriture en octal, on pratiqueegroupement par blocs de longueur 3 a partir
de la droite.

Par exemple : 26 (décimal) 11010 (binaire) ou 01010 — 32 en octal (soit 3 . 8 + 2)

« Si I'on veut une écriture en hexadécimal donthkiffres sont par convention01234567 8
9 AB C D E F, on regroupe les termes par blocl®agueur 4 & partir de la droite.

Par exemple : 26 (décimaf 11010 (binaire) ou 0001010 — 1A en hexadécimal (soit 1 . 16
+10)

1-4) Arithmétique en précision finie

Lorsqu’il travaille sur des nombres entiers, l'oraieur ne fait aucune erreur («Il est
monstrueusement inhumain car il ne fait pas d'esreudisait une pub). En fait cela n’exact que si
I'on ne dépasse pas les limites finies de la pfaémoire dans lesquelles sont bloqués les nombres
entiers. La somme de deux nombres entiers quiemnttans ces limites peut, elle, dépasser la
limite, ce qui aboutit a un résultat faux. De mélaegropriété d'associativité peut étre mise en
défaut. Aveca etb —c qui restent dans les limites, ainsi que (b —c), il peut arriver que + b
soit hors limites, donnant un résultat faux, etnl'n'aura plus a + (b - c) = (@ + b) — c.
Heureusement, dans les récents langages C, lessestint assimilés aux entiers longs, et I'on peut
aller jusqu’a des nombres dépassant le milliar@ sacun risque.



2) Les nombres entiers relatifs, positifs ou négds, en base 2

On dit qu'il s’agit de nombres « signés » (ils nsigne + ou le signhe — ). Voici comment I'on
procede en binaire, sans utiliser les symboles + pmais en remplacant ce signe par un chiffre 0
ou 1. Tous les nombres en binaire de longueworrespondant aux nombres de 0-&-21 en
décimal, au nombre dé,2vont maintenant représenter les nombres dé 22 + 2~ '— 1. Par
exemple pout = 3:

0 000 devient +0
1 001 +1
2 010 +2
3 011 +3
4 100 -4
5 101 -3
6 110 -2
7 111 -1

Une telle correspondance est facile a comprendrend le bit le plus & gauche est 0, on
retrouve les entiers positifs (ou nuls). Lorsquéitele plus & gauche est 1, il s’agit d'un nombre
négatif, et pour savoir qui est ce nombre, il $ufé I'écrire avec ses puissances de 2 en addition,
sauf celle la plus & gauche mise en soustractammes@mple 110 devient 222'=—4+2=—-2,

Autre exemple : 1101001 donne 422+ 22+ *=—-64+32+8+ 1= — 64 + 41 = — 23.

Comment passer d’'un nombre a son opposé ? On carenpam prendre le complément du
nombre bit & bit (en remplacant les O par desvicetversa) et en ajoutant 1. On dit que I'on prend
le complément & deux, mais qu’importé !L’avantage de cette écriture de I'opposé, c'est q
grace a lui on peut faire des additions comme dthdb, suivant la regle que I'on connait déja
pour les nombres habituels : soustraire, c’esttejdiopposé? Autrement dit, I'additionneur qui
se trouve a l'intérieur de I'ordinateur sera ausgiable de faire des soustractions.

Exemples d’opposeés :
1101101 (correspondant a — 64 + 45 = — 19) esbdiabomplémenté, soit 0010010 puis on lui
ajoute 1, ce qui donne 0010011, qui est justem@rtd + 1 = 19, 'opposé de — 19.

2 En fait il s’agit du complément & 4 étant la longueur du nombre. Plus précisémentest le nombre,
son « opposeé » est 2[x).

* Lorsque I'on travaille avec des nombres entierbase 10, on sait bien que la soustraction estien fa
une addition, puisque soustraire c’est additiorlitgposé, par exemple 10 — 7 = 10 + (- 7). Maisacel
n'empéche pas que I'on doive savoir pratiquer destsactions, et qu’elles sont différentes destemais.
Voici comment on traite une soustraction, en esafaii terme a terme avec des retenues éventuelles :

2389

-1792

597

Pour éviter d'imposer a l'ordinateur de savoirdailes soustractions par une méthode autre quedaslle

additions, on fabrique I'opposé par « complémeRta puis on fait une addition classique, et cedaaime.



011011 (nombre positif 27 & cause de son 0 a gadevient par complément 100100 puis en
ajoutant 1 : 100101, soit— 32 + 5 = -27.

Remarque : pour un nombre non signé on pouvaitaj@usa gauche autant de 0 que I'on veut :
1101 = 001101. Pour les nombres signés, cela passpossible de la méme fagon, puisque le bit le
plus & gauche est le signe, par exemple 1101&st4-+ 1 = — 3, tandis que 001101 est + 8 + 4 +1
= + 13. Mais on peut quand méme écrire un nombsitipbou négatif avec la longueur que I'on
désire. Le nombre +3 s’écrit 011 avec son zérowthya pour indiquer le +, mais il peut aussi
s'écrire 0011 ou 00011, .... tandis que le nombre’'é8rit 101 (= -4 + 1) ou aussi 1101, 11101,
111101, etc.

Exercice : écrire — 5 sur 16 bits.

— 5 peut s’écrire au minimum sur quatre bits (ilestre — 8 et 7), soit 1101. Pour I'avoir sur 16
bits, il suffit de rajouter des 1 devant, et I'dntient 1111111111111011, qui est aussi, comme on
peut le vérifier : - # + 32763 = - 32768 + 32763 = -5.

On est maintenant en mesure de faire des addiioes des nombres éventuellement négatifs,
c’est-a-dire aussi des soustractions. Il convieset les deux nombres aient la méme longueur, pour
gue les bits de signe puissent étre I'un au-desdeulkautre. Normalement cela se fait sur une
longueur de 32 ou 64 bits, mais ici nous allonsghre des nombres plus courts. Faisons par
exemple des additions avec des nombres signésiatredits : ils sont compris entre — 8 et +7. Le
résultat devra aussi étre bloqué sur quatre hite ®sultat sort de la zone entre — 8 et +7elihs
faux et I'on dit alors qu'’il y a dépassement deawdig pverflow). Pour tester cetverflow sachant
gue la machine n’'est pas capable de savoir sidelted est bien compris entre — 8 et +7, il
conviendra de trouver un autre moyen de le sagoimpréhensible par I'additionneur.

Il pourra aussi arriver que le calcul provoque uetenue égale & 1 sur un cinquieme bit. Il
faudra I'enlever, comme si elle n’existait pas,sguie 'on ne peut pas sortir des quatre bits. Mais
alors deux choses sont possibles. Soit la suppres& ce bit de trop éventuel laisse le résultat
exact, et c'est ce qui va arriver si le résultastegedans la zone comprise entre — 8 et +7. Soit la
suppression de ce bit provoque une erreur delcaditicela aura lieu parce que le résultat sort de
la zone entre — 8 et + @\erflow). Vérifions tout cela sur des exemples.

«» cas de deux nombres positifs

0011 3
0100 +4
0111 7 c'estjuste

0011 3

0110 +6

1001 c'est faux, au lieu de +9 on trouve — .9t dans un cas de dépassement de capacité.
Remarquons que la retenue au rang 3 (en allantite & gauche) est 1 et qu’elle est 0 au rang 4.

. cas de deux nombres négatifs
1101 -3
1100 -4
1| 1001 -7 C'estjuste a condition de suppriradsit 1 de trop, en position 4
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1101 -3
1001 -7
1| 0110 Cest faux puisque I'on ne doit consergee 4 bits dans le résultat, et que I'on
trouve 6 au lieu de —10 (si I'on conservait le Bede serait juste, mais on ne doit pas le gader
Il'y a dans ce cas dépassement de capacité. Remnarque cela s’est produit lorsque la retenue au
rang 3 est O et celle au rang 4 est 1

« cas avec un nombre positif et un nombre négatiecAces deux nombres dans la zone
permise, le résultat sera aussi dans cette zong. d jamais de dépassement de capacité dans ce
cas.

1101 -3
0001 +1
1110 -2 Clestjuste

1101 -3
0101 +5
1| 0010 +2 C'estjuste a condition de suppritadsit 1 de trop, en position 4.

Finalement, I'addition de deux nombres signés dgueurn est juste, en supprimant le bit 1
éventuel qui arrive en positian(en dehors de la zone de longuejyra condition qu'il n'y ait pas
de dépassement de capacité. Comment reconnaltseas'dépassement de capacité ? D’aprés ce
qui précede, cela arrive dans deux cas exactenemntretenues en position-1 etn sont 0 1 ou
1 0. Le test diverflowse fait sur ces deux possibilités.

Exercices de calcul sur des nombres signés (ici mgueur 6), en comparant le résultat
avec celui du calcul en base 10

110011

011001

001100 en supprimant le bit 1 de trop a gauchestCaddition d’'un nombre positif et d’'un
nombre négatif. Elle est forcément juste, celaespond & — 13 + 25 = 12,

100101
010110
111011 C’est forcément juste, correspondantd +22 = -5

100110

101011

010001 On a supprimé le bit 1 de trop a gaucheékeltat est faux : avec — 26 — 21 on trouve
ici + 17 au lieu de — 47. C’était prévisible carest dans un cas de dépassement de capacité, avec
les retenues en position 6 et 5 qui sont 1 0.

Par contre si I'on avait travaillé avec des nomhtedongueur 7, le résultat aurait été juste :
1100110 + 1101011 = 1010001 (on a supprimé leebitap), cela correspond bien a : — 26 — 21 =
—47. 1l n'y a pas dépassement de capacité dacassdes deux retenues de rang 7 et 6 sont 1 1.

001110
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011001

100111 Ce résultat est faux, car les retenueposition 6 et 5 sont 0 1, ce qui signifie
dépassement de capacité (14 + 25 = 39, et dams lprésent nous avons trouvé — 25). Mais si I'on
travaillait sur 7 bits, ce serait juste : 0001#10011001 = 0100111. Il N’y a pas dépassement de
capacité dans ce cas puisque les retenues auxtat@ssont 0 0.

3) La représentation des nombres a virgule

Nous allons maintenant travailler avec des noméareisgule (que les anglo-saxons notent avec
un point). Dans le systéme décimal, écrire un nersbmme 13,48 cela signifie :
1.10+3.10+4.10'+ 8. 10 la seule nouveauté étant la présence de puissaggatives
de 10 pour les nombres situés derriere la virgukn est de méme en binaire avec des puissances
de 2. Par exemple 110,101 signifie £+20 . 2+0.2+1.2'+0.2°+ 1. 2% Il nous reste &
apprendre la conversion base<:(ase 2.

« Passage de la base 2 a la base 10, par exempleepmmbre 110,101. Sa partie entiere 110
donne 4 + 2 = 6, sa partie derriére la virguleléat 1/8 = 0,5 + 0,125 = 0,625. Le nombre en base
10 s’écrit 6,625.

» Passage de la basse 10 a la base 2 :

Prenons I'exemple de 0,35. On veut I'écrire sousiae 0,35 =a 1/2 +b 1/4 +c 1/8 + ... avec
a, b,c ..., égauxa0ou l. Pour avairon fait 0,35.2=0,7a+b 1/2 +c1/4 + ...qui est de la
formea + 0, ..., ce qui donn@ = 0. On en est 4 0,7 5 1/2 +¢c 1/4 + .., faisons comme
précédemment 0,7 . 2=1,4d=+c1/2 +..,doub =1, etil reste 0,4 £1/2 + ... On remultiplie
par 2 pour avoic, et ainsi de suite.

Cela revient a faire la suitg,; = 2x, ramenée modulo 1, avag= 0,35, en dégageant a chaque
fois la partie entiere. On obtient ainsi la suctess

03.2=0,7 O
07.2 =14 1
04.2=0,8 O
08.2 =16 1
06.2=12 1
02.2=04 O
04.2=08 O

d'ou 0,35 =0, 0101100...

On remarque que la succession des chiffres deflaévegule est finalement périodique avec
derriere 01 le bloc 0110 qui se répéte indéfinim&dla entraine qu’avec un nombre toujours
limité de bits, on n'aura jamais exactement 0,35ianire.

A son tour un nombre comme 17,35 (= 17 + 0,35)r8@d0001,0101100... Cela s’appelle une
écriture en virgule fixe, par opposition a I'écrigudes nombres en virgule flottanfldt) utilisés
par I'ordinateur. Virgule flottante signifie queohi peut déplacer la virgule selon notre gré, comme
par exemple dans le systeme décimal : 17,35 = 17185 = 1,735 . 1§ etc. a condition de faire
intervenir des puissances de 10 en multiplicati@est particulierement intéressant pour les trés
grands nombres ou ceux trés proches de 0, powrdkssqgn choisit I'écriture scientifique, ou I'on a
des nombres de quelques unités multipliés par dessgnces de 10, comme par exemple
1,72 . 16° ou 2,34 . 182 Parmi toutes les écritures possibles, on préfélie ou la partie entiére
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du nombre (a gauche de la virgule) est & un chitfedui-ci étant compris entre 1 et 9. On fait de
méme en binaire.

Un nombre flottant en binaire est codé sur 32 bitssimple précision, ou sur 64 bits en double
précision. Il est fabriqué a partir de trois valést: s pour son signeg pour son exposant &pour
la partie derriere la virgule. Voici la valeur dambre lorsqu’on I'écrit sur 32 bits :

(—AF. 2871 (L +f. 2046, 22+, 2%+ .. +f5. 25

avecs, e etf qui occupent chacun une partie des 32 bits.

Ll | ]
s € f

« S occupe un bit, valant 0 ou 1. Il va donner le sigositif ou négatif du nombre, puisqu'il
intervient par (- T) ce qui donne +1 ou — 1.

. e occupe 8 bits, soit 256 valeurs (de 0 & 255htérvient par £~ 27 allant de 2'%7a 228,

« la partie derriere la virgulieest un mot de 23 bits, de la forme bindirg f5 ... f23. A partir de
la on fabrique le nombre : 1f+. 2 ' +f,. 2%+f;. 23+ ... +f,3. 2?2 Ce nombre de partie
entiére 1 est de la formeflet il est toujours situé dans l'intervalle [1 2].

Exemple : le mot de 32 bits esti00000100011000....0avecs=1,e=128 + 2 = 130, sog& —
127 =3, etf=27%+27%= 0,125 + 0,0625 = 0,1875, d’oul le nombre :
—-2.1,1875= —-8.1,1875=-9,5.

Quel est I'intérét de cette écriture en virgulatflate ? Rappelons que pour les nombres entiers
écrits avecn bits nous obtenions"2nombres s’étalant sur un intervalle de longuetr Cet
intervalle est bien trop restreint pour les nomlaredrgule, ou grace a I'écriture @oat on arrive a
une gamme de nombres s'étalant entré &t 2'% au signe preés.

En effet,

» Sie=0,e— 127 =—127. En mettant des O derriére la vizgoih obtient le nombre (—°1
que I'on assimile a 0.

. Sie= 255 ,e— 127 = 128, et avec des 0 derriére la virgulelabre est (-12'*°, proche de
—00 OU 0.

127

Comme on I'a vu, le caractére fini de I'écrituresammbres peut conduire a des pertes minimes
pour les nombres décimaux, et plus largement pemmbmbres réels quelconques qui ont une
infinité de termes derriére la virgule et dontrenpeut avoir qu’'une approximation. Au-dela de sa
définition initiale, pas tres claire, évoquant &pthcement de la virgule, le mtgat prend un sens
bien plus évocateur : les nombres fiplitentsont des nombres qui peuvent ne pas étre parfaiteme
exacts.

Exercice: convertir 3,14 en flottant 32 bits.
En virgule fixe, 3,14 devient 11,0010001111..., oocer 2.1,10010001111...
Sa représentation en flottant est 1 10000000 10X ....



