IVV. Equations différentielles du premier ordre.
Leur traitement dans I'espace de configuration

Jusqu’ici nous avons traité des processus disgreisctués par le temps a intervalles réguliers. Il
arrive aussi que des évolutions soient définieardirpde relations faisant intervenir des vitesdkes.
s'agit la de phénomenes instantanés, corresporddas dérivées par rapport au temps, c’'est-a-dire
des vitesses instantanées. On a alors affaire @qiegtions différentielles. Comme on va le voir, la
résolution approchée de ces équations differeasigkkdonne des récurrences sur des intervalles de
tempsdt trés petits.

1. Comment résoudre une équation différentielle dpremier ordre ?

Placons-nous dans le cas le plus simple, en unengion, avec un point (t, X) dont la position x
varie avec le temps t. On ne connait pas encormla’ement de ce point, c’est-a-diren fonction de
t. On dispose seulement d’une relation entre |sss&e et la positiorx du point, ce que I'on appelle
une équation différentielle du premier ordre, cegignifie que seule la dérivée premiére intervient
soit :

X' = f(x) ou encorelx/dt = f(x), f étant une fonction donnée,
avecx' = dx/dt dérivée de par rapport au tempsx’' n’étant autre que la vitesse instantanée
linstantt.

En plus nous ajoutons des conditions initiales,ep@mple pout = 0,x = Xy donné. La résolution
de cette équation différentielle va donner exmitiént la positiorx en fonction du tempsde facon
unique. Nous allons commencer par traiter le cgslue simple, ave®(x) = x, il suffira ensuite de
généraliser.

2. Résolution théorique dex’ = x

Supposons d’abord qu’a un insténon aitx = 0, d’'oux’ = 0. Comme la vitesse est nullereste a
0 dans un petit voisinage autourtgleent, = dt, et la vitesse reste nulle. Par propagation &edmi a
gauche déy, x reste nul, tout comme la vitesse. Finalemxen0 pour tout.

Supposons maintenant qu’a un instrdn aitx 0. Dans le cas oxest > 0, on & > 0, x va
augmenter, et ainsi de suite qudradigmentex reste positif. De méme si I'onxa< 0 enty, la vitesse
est négativex diminue et reste négatif. Comnxen’est jamais nul, I'équation différentielle peut
s’écrire :

XI/x =1, d'ouln [x] =t + cte. La constante peut s’écrireK, avecK > 0, sans perte de généralité.
Alorsin x| —=InK =t,In x| /K =t, X| /K =€, X| =K €, soitx = K € pourx > 0 oux = —K € pourx <
0.

Finalement on trouve une inifnité de solutionsJaléormex = C €' avecC constante guelconque,

positive, nulle ou négative. En ajoutant comme d@ndinitiale x = xo pourt = to, la constant& est
telle queC =x, e ™, et I'on trouve la solution unique=x, e~ °.

3. Résolution graphique

Plagcons-nous dans le repétex{. Tout trajectoiret( x) solution de I'équation différentielle admet
en chacun de ses points une tangente dont la petwe= dx/dt a l'instantt, celle-ci étant donnue



puisquev = X. Inversement, a partir de I'’équation différen@edl = X, on peut tracer en tout poirt X)

de petits segments de pente X, ou des vecteurs de coordonnéesvilUne trajectoire, avec son
point de départ connu, est une courbe qui va adenettains de ces vecteurs comme tangentes. On
peut ainsi la tracer approximativement. En chanigéss conditions initiales, on trouve ainsi de
nombreuses trajectoires, grace a la seule connaisske ces vecteurs vitesses.

Ces trajectoires forment ce que I'on appelle uruksnent, par analogie avec les lignes de courant
d'un fluide, deux trajectoires quelconques ne pativaas se couper, car sinon il y aurait deux
tangentes en un méme point. Les vecteurs correapbatx tangentes aux trajectoires constituent le
champ de vitesses associé a I'équation différémfidl permet de connaitre l'allure générale des
trajectoires, il donne aussi une autre indicatigr:0 est un point fixe instable, puisque par prijec
des vecteurs vitesses sur I'axe vertical, le mowrdra tendance a se faire soit vers le haut sstlee
bas dés que I'on se place au voisinage dé.

Programmation du champ de vitesses

Dans le repéret,(x), il s'agit de prendre un quadrillage de pointsipchacun desquels on dessine
le vecteur tangenfigure 1J).

for(t=-6.;t<10.;t+=1.5) for(x=-5;x<7.;x+=1.)
{ te=torig+zoom*t; xe=xorig-zoom*x; filldisc(teg,1,red);
m=x; /* m est la pente de la tangente, soit v = x */
xV=1./sqrt(1.+m*m){* on donne au vecteur tangent (xV, yV) une longueité */
yV=m/sqrt(1.+m*m);
arrow(te-14.*xV,xe+14.*yV,te+14.*xV,xe-14.*yyed);/* vecteur de longueur 28 pixels */
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Figure 1: Champ de vitesseen rouge de I'équation différentielle’ = x, et tracé de quelques
trajectoires én noif) qui forment I'’écoulement de I'équation.

! Dans le cas présent, pour chaque valeu, tks vecteurs tangents sont tous paralléles peisegw. On dit
que I'équation différentielle est autonome quanteimps n’intervient pas de fagcon explicite, conuast le cas
pour I'équationX’ = x.



Si le champ de vitesses donne une bonne indicatiota forme des trajectoires, il ne suffit pas
pour les tracer précisément. Sans utiliser powaraua résolution théorique de I'équation, on d&po
de méthodes permettant de résoudre I'équatiorreliffielle de fagon approchée.

4. Résolution approchée, ou méthode d’Euler

Il s’agit de découper le tempsontinu en une succession de petits intervalleaxédja Sur chacun
de ces intervalles, on suppose que la vitessste constante, ce qui n’est pas tout a faittepacsque
v est une vitesse instantanée, mais mu®st pris petit, plus le résultat sera précis. uampn
différentielle devientix/ dt = x, oudx = x dt, dx désignant la petite variation dgendant le tempdit.
On obtient I'évolution suivante, a chaque étapéed®s :

to = 0,% = 1 (condition initiale)

V = X, pUist; =to+ dt, X, = X+ v*dt & la premiére étape de temps
V =Xy, puist, =t; + dt, X, = %, + v*dt & la duxieme étape de temps
V = X,, puUist; =ty + dt, X3= X+ v*dt & la troisieme étape de temps
etc.

Sur lafigure 2 on a choisi volontairement un intervalle de tertips granddt = 0,5) de facon a
faire ressortir la différence entre la courbe deékolution approchée et la courbe théorigeree'. On
remarquera que les petites erreurs ont tendan@eumuler. Avec cette contradiction : pldsest
chosi petit, plus le tracé sera proche du réstiiéairique, mais plus il sera long a obtenir.

dt=0.5;
t=0.;x=1.; /* condition initiale */
for(i=0;i<7;i++)
{ oldt=t;oldx=x; filldisc(torig+zoomh*oldt,xorigzoomv*oldx,3,black)/* zoomh = 200, zoomv = 20 */
V=X;
t+=dt; x+=v*dt;
linewithwidth(torig+zoomh*oldt,xorig-zoomv*dk,torig+zoomh*t,xorig-zoomv*x,1,black);

/* ce qui suit est facultatif, seulement pour Vaicourbe théorique et son lien avec la courbe aphée */
tt=log(x);xx=exp(tt);filldisc(torig+zoomh*tt,xorigzoomv*xx,3,red);
line(torig+zoomh*tt,xorig-zoomv*xx, torig+zath*t,xorig-zoomv*x,blue);
line(torig+zoomh*tt,xorig-zoomv*xx, torig+zath*(tt+dt),xorig-zoomv*(xx+dt*xx),blue);

}

Figure 2: La courbe approchém noir, et la courbe théoriquen rouge Pour un pointt( x) de la
courbe approchée, le segment menant de ce poipbiat suivant a une pente qui est celle de la
tangente a la courbe théorique au point de ménwnoesx (tracéen bley.



5. Résolution approchée amélioré

Par la méthode d’Euler, on gardait la vitev constante pendant chaque intervalle de tedt,
celleci ne variant que lors du passage d’'un intervafléeinps au suivant. On va maintenant co
l'intervalle de tempsdt en deu:: pendant la premiére moiitidt/2, on prend la méme vitesv
gu’'auparavant, et pendant la deuxieme mdt/2, on pread comme vitesse celle que I'on aurait
au cours de lintervalle de temps suivant par léhodge d’Euler. Dans le contexte de I'équalx’ = x,
la premiéere vitesse a tendance a étre trop petitéa deuxiéme trop grande, ce qui donne
meilleure approximatiof (cf. tracé en vert sur lfigure 3. On en déduit le programme, et la cou
associée a cette méthode améliorée (en noir figure 3J.

dt=1.2;
t=0.;x=1.; /* condition initiale */
for(i=0;i<3;i++)
{ oldt=t;oldx=Xx; filldisc(torig+zoomh*oldt,xori-zoomv*oldx,3,black);
t+=dt;
V=X;
xeuler=x+v*dty* nouvelle valeur de x obtenue par la méthode tBEW
nv=xeulery* vitesse que I'on aurait a I'étape suivante pamhéthode (Euler */
x+=0.5*(v+nv)*dt;
linewithwidth(torig+zoomh*oldt,xori-zoomv*oldx,torig+zoomh*t,xoriggoomv*x,1,black)
/* ce qui suit est facultatif, il permet de voir gai se passe sur chaque moitié de
linewithwidth(torig+zoomh*olt,xorig-zoomv*oldx,
torig+zoomh*(oldt+0.5*dt),xoric-zoomv*(oldx+0.5*v*dt),1,green
linewithwidth(torig+zoomh*(oldt+0.5*dt),xori-zoomv*(oldx+0.5*v*dt),
torig+zoomh*t,xori¢-:zoomv*(oldx+0.5*(v+nv)*dt),1,green);

Figure 3: La courbe approchéen noir (ici avecdt = 1,2),en vertles deux segments pend.
chaque moitié d'intervalle de temps.en rougéda courbe théorique.

La comparaison des méthodes de résolution estdaitéafigure 4 avec urdt assez grand pour
faire ressortir les différence®our mieux approcher la courbe trique, on prend plutét udt de
I'ordre de 0,001, voire plus pe

2.0n retrouve cela en appliquant la formule de T«Young, qui S'écritX,.1 = X, + V, dt + 0,5, df + ..., ou
Vv, est la vitesse (égalexd et oua, désigne I'accélération, c’estelire la dérivée seconde. En prenant seulel
Xn+1 = Xy *+ Vp dt on retrouve la méthode d’Euler, et I'approximatiest du premier ordre (seule la déri
premiére intervient). Prenons manant I'approximation du second ordre.,;; = X, + Vv, dt + 0,54, d%, ou
I'accélération est telle que, = (vh+1— V) /dt, variation de la vitesse divisée par le tempsobien :

Xnt1 = Xn T Vo At + 0,5 @ne1 —Vn) dt =X, + 0,5 {, + Vyiq) dt, cequi correspond a la méthode amélia



Figure 4: En rougela courbe théorique de= €, en noirla courbe obtenue par la méthode d’Euler,
en vertcelle obtenue par la méthode améliorée (ici atecO0,2).

Ce que nous avons fait pour résoudre expérimengaieliequation différentielle’ = x peut étre
aisément généralisé aux équations de la forme f(x), ou f est une fonction donnée. Nous allons
maintenant traiter un systeme d’équations difféediat.

6. Systeme d’équations différentielles du premierrdre

Le mouvement d'un poin(y) dans un plan est connu grace aux relations(t) ety = v(t) oux
ety varient avec le temgspar le biais des fonctionsetv. La courbe correspondante constitue ce qui
s’appelle la trajectoire du point. Mais dans de bhimux problémes, cette trajectoire n’est pas connue
au départ. On ne dispose que de relations entrgelsse et la position du point & chaque instant
c'est-a-dire des équations différentielles. C'esmtrésolution de ces équations qui va donner les
trajectoires au fil du temps En se placant dans le repexey) lorsque I'on est dans I'espace a deux
dimensions, ces équations forment un systeme foene :

X'= (X . _ , _ L
(xy) ouf etg sont des fonctions données de deux variables ey’ les dérivées d& et

y'=a(xy
y par rapport au temgs

Dés que les fonctionfset g se compliquent, le plus souvent dés qu’elles mt gas linéaires (du
premier degré), on ne sait plus les résoudre théement. Mais ces équations donnent
immédiatement des renseignements majeurs, car gdienettent de tracer en tout poirg ¥) le
vecteur X, Y'), c'est-a-dire le vecteur vitesse. Grace a cenghale vitesses, on peut déterminer
l'allure des trajectoires puisque celles-ci somigentes aux vecteurs vitesses en chaque pointipar o
elles passent.

7. Ecoulement dans I'espace de configuration

Le repére X, y) ou le temps t n'intervient pas explicitement,pgalle espace de configuration
Dans ce repére, le mouvement d’'un poty] a partir d’'un point donné forme la trajectoire ake
point. Seule les fleches des vecteurs vitessegjuadi le sens de parcours sur une trajectoire

% On I'appelle aussi espace de phase ou diagrammbaie.



témoignent de I'évolution dans le temps. Dans spaee de configuration, 'ensemble des trajectoires
suivant diverses conditions initiales constitugjoes’appelle un écoulemént

Exercice 1 : Ecoulements correspondant a des systeuifférentiels non linéaires

1) Considérer le systeme différentiel :
X'=X-Yy
y'=1-xy
Déterminer ses points fixes, puis faire le programpermettant de tracer le champ de vitesses
ainsi que I'écoulement de ce systéme.

Les points fixes vérifient’ = 0 ety = 0, d’'oux =y etx’ = 1. On trouve deux points fixes (1, 1) et
(-1, -1). Le programme donnant le champ de vitegstsanalogue a celui que nous avons fait
précédemment :

for(x=-3.2;x<3.2;x+=0.4)for(y=-3.2;y<3.2;y+=0.4)
{ xe=xorig+zoom*x;ye=yorig-zoom*y;
vX=x-y; vy=1.-x*y;/* les équations différentielles */
if (vx*vx+vy*vy 1=0.)
{ oldvx=vx;
vx=vx/sqrt(vx*vx+vy*vy);/* on donne la longueur 1 au vecteur (vx, vy) */
vy=vy/sqrt(oldvx*oldvx+vy*vy);
arrow(xe-14.*vx,ye+14.*vy,xe+14.*vx,yet*vy,red);
}
}

Pour avoir I'écoulement, on profite du fait quepleint fixe (-1, —1) est une source, point d’ou
partent de nombreuses trajectoires, comme l'inditpiechamp de vitesses. A partir de points
régulierement espacés sur un petit cercle entowranpoints fixes, on lance des trajectoires qui
remplissent une grande partie de l'intérieur d'anr€ dont le centre est 'origine du repére (veir |
programme ci-dessous). Il reste ensuite a lancauntids trajectoires pour remplir la partie restante
celles qui sont déviées par l'autre point fixeX),,d’allure hyperbolique.

dt=0.0005; R = 0.08;
filldisc(xorig-zoom,yorig+zoom,6,black);
for(alpha=0.;alpha<2.*M_PI;alpha+=0.15)
{ x0=-1.+R*cos(alpha); y0=-1.+R*sin(alphd}; points de départ des trajectoires autour du pidire */
x=x0;y=y0;
for(i=0;i<20000;i++)
{ vx=x-y; vy=1.-x*y;
x+=vxrdt; y+=vy*dt;
Xe=xorig+zoom*x;ye=yorig-zoom®*y;
if (xe>100 && xe<699 && ye>20 && ye<579 putpixel(xe,ye,black);
}
}

Les résultats sont donnés sufitpre 5

* Un écoulement est aussi appelé flot, du fait deedduction simplificatrice du mdtow en anglais. Cette
analogie avec le mouvement d'un fluide est di alucfae les trajectoires ne peuvent pas se coupemni@
gu’une tangente en chaque point), tout comme dees de courant d’un fluide.
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Figure 5: Champ de vitesses et lement du systemeadtitiélr dans le repérx, y). En bas on
a aussi I'écoulement, avec remplissage par un dégradé cyclique de gris.

2) Traiter de méme le systeme différe :
X'=(1+x- 2y)X

y'=(x-1)y

On obtient comme points fixes (0, C-1, 0), (1, 1). D’aprés le champ de vitesses, lengeest ur
point hyperbolique, le deuxiénest un puits et le troisiéme une sodrde programme est analog
au précédent. Ses résultats sont illustrés <figure 6
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® Ces noms sont suffisamment évocateurs pour rendre comment se comportent ces points fixes
seront expliqués plus précisémer-dessous, dans Igaragaphes 8 et.9




Figure 6: Champ de vitesses et écoulement du systemeetitfél.

3) On considere I'équation différentielle qui s’é@n complexes
z'=0,1z+ (0,01+i0,1)¢z)z+ 2, avec z=x + iy et Z = X' + i y’ (dérivées paapport au
temps t).

a) Montrer que le champ de vitesses est symétpgueapport a I'axe des x dans le plan complexe
(%, y).

Le vecteurZ est le vecteur vitesse au point §) d’'affixe z. Prenons maintenant le point €y),
d’'affixe z, symétrique du poini(y) par rapport a@x), le vecteur vitesse associé est :

0,1Z+ (0,01+ 0,1)¢z )z+ 2, soitZ', ce qui prouve que ce vecteur vitesse est le siquétde
celui dez.

b) Montrer que le champ de vitesses reste invaipantrotation de centre O et d’anglé2.

A partir du point d’affixez ayant pour vecteur vitesge prenons le point d'affixe; =iz qui se
déduit dez par la rotation de centf@ et d’angle /2. Son vecteur vitess®, s’obtient en remplacaut
pariz dans I'expression d&, soit

z,=0,1iz+ 0,01+ 0,1)¢z)iz+ (5= 0,diz+ (0,0 01)fz )z ~(iZ
=0,1liz+i (0,01+ 0,1 ¥Z e+i7Z
=iz'
A son tour le vecteur vitesse; se déduit du vecteur vitesge par la méme rotation, d’ou
l'invariance du champ de vitesse par cette rotation

c) Les deux questions précédentes prouvent queal@ de vitesses, et par suite les trajectoires,
présentent les symétries du carré. Transformenjliaion différentielle écrite en complexes sous
forme d'un systeme différentiel avec x et y rémlss faire le programme permettant d’avoir le champ
de vitesses et I'écoulement..

Rappelons quezest le nombre réef +y*. Remplacong parx+iy etz parx +iy’ :
X'+iy'=0,1(x+iy)+(0,01+ 0,1 )¢ +y* )k+iy )+ &-iy)
=0,1x+i0,ly + (¢ +y* )(0,0x- O, i £+ ¥y )(0,0#+ O0kH X- i Xy ¢ iy
d’ou
x'=0,1x+ (¥ + ¥)(0,01x- 0,1y} X- 3xy
y'=0,1y+ (¢ + y*)(0,01y+ 0,Ax} 3X y ¥



Les résultats sont indiqués suffitgure 7.

Figure 7: Champ de vitesses et écoulement du systemeatiffél.

Ce que nous avons fait avec un systeme de deuxiéumdifférentielles peut s’élargir a un plus
grand nombre d’équations, comme nous allons leaxsc I'exercice suivant, qui traite un probleme
concret pouvant étre modélisé simplement par deatiens différentielles.

Exercice 2 : la rumeur

Dans une population de N + 1 personnes, une rumseudiffuse. A chaque instant t, il y a trois
catégories de personnes dont le nombre est fondtidemps :

X personnes ignorent la rumeur. Lorsque I'une @gltencontrent un diffuseur, elle devient a
son tour diffuseur.

y personnes diffusent activement la rumeur.

Z personnes connaissent déja la rumeur mais ellesuwété de la diffuser, suivant les regles
suivantes : si deux personnes qui diffusent la nse rencontrent, elles décident d’arréter de la
diffuser, et si une personne qui diffuse la rummemcontre une personne qui a arrété de la diffyser
elle s'arréte aussi.

On appelle m le taux de contact entre deux persori&haque instant,ona:x+y+z=N+1,
et au départ on se donne x et y =y, z étant forcément nul, d’og * yo = N + 1, un exemple
limite étant x = N et yy = 1 orsque la rumeur part d'une seule personne.

1) Quel est le nombre de rencontre possibles erdrex qui ignorent la rumeur et ceux qui la
diffusent ?En déduire la vitesse x’ d’évolutionxd#gans le temps.

Une personne ignorant la rumeur peut rencontaéffuseurs. Comme ceux qui ignorent la rumeur
sont au nombre de le nombre de rencontres possiblesxegt Commex ne peut que diminuer, la
vitessex' est négative, et elle est proportionnelle auxcostiesxy qui transforment en diffuseurs ceux
qui ignoraient la rumeur jusque-la. Le coefficiem mtoportionnalité est justement le taux de contact
m. AinsixX = —mx .

2) Donner les équations différentielles associég'sed z'.

Le nombrey de diffuseurs augmente lorsque des personnesaighda rumeur deviennent
diffuseurs. Il diminue lorsque deux diffuseurs sacontrent, puisqu’ils arrétent de diffuser. Or un
diffuseur peut rencontrey — 1 diffuseurs, et comme les diffuseurs sont ambre dey, il existe
y (y — 1) rencontres possibles. Le nompriminue aussi lorsqu’un diffuseur rencontre unespene
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qui a arrété de diffuser la rumeur, le nombre deaatres de ce type étant On en déduit I'équation
différentielle associéew :

y=mxy-my(y-1)-myz

De le méme fagon, le nombzeaugmente lorsqu’il y a renconte entre deux diffuseu entre un
diffuseur et une personne ayant arrété de diffiasemmeur, soit :

Z=myy-1)+myz

3) Montrer que le systéme de trois équations difféelles peut se réduire a deux équations faisant
intervenir seulemen x, y et leurs dérivées.

Onsaitquex+y+z=N+1°dotiz=N+ 1 -x-y, ce qui permet d’éliminez de la deuxiéme
équation, pour donner deux équations difféerensediex ety :

X'=-mxy

y'=mxy- myy1l mgNIL - x )
X'=-mxy

y'=my2x N

4) Faire le programme donnant le champ de vitessd'®coulement du systeme dans I'espace de
configuration (X, y)..

Les valeurs initialeg, ety, doivent étre comprises entre ONet- 1, avec en plus la relatiog + Yo
=N+ 1, ou encoregyy = N +1 — ¥, ce qui indique que les points de départ desdtaires sont sur un
segment. La plus grande valeurxdeestN (avecy, = 1), car le cas oxy = N + 1 (ety, = 0) est sans
intérét, la rumeur ne pouvant pas exister.

Le programme donnant les trajectoires dans I'esgaamnfiguration se présente ainsi :

dt=0.00003;
for(x0=N;x0>0;x0-=5)
{ yO=N+1.-x0; filldisc(xorig+zoom*x0,yorig-zoofy0,3,black);
x=x0;y=y0;
for(i=0;i<200000;i++)

{ vx=-m*x*y; vy=m*y*(2.*x-N);
X+=vx*dt; y+=vy*dt;
Xe=xorig+zoom*x;ye=yorig-zoom®*y;
if (y>=0) putpixel(xe,ye,black);

}

}

Les résultats sont donnés sufitpire 8

5) Calculer y' / X’ et en déduire I'équation desjectoires. Puis montrer que pour les conditions
initiales % = N et yy = 1, le nombre final de personnes ignorant la rumaprés qu’elle a fini de se
propager, est le nombre tel que : 2N + 1 — 2 N In(x/ N) = 0.

l|= N-2x_N_, (pourx > 0)
X X X

® En dérivant par rapport au temps, on obtiért y' + Z = 0, ce que I'on peut vérifier avec les résultis
1° etdu 2°.
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Avecx = dx/dtety = dy/dt onay / X = dy/dx On peut intégrer I'équation différentielle :

dy/ dx= N/ x 2par rapport ¥,

ce qui donngy = N In x — 2x + K, K étant une constante qui peut étre déterminée gréaxe
conditions initiales. Il s’agit de I'équation dewmjectoires dans I'espace de configuratignyj. On
remarguera que ces trajectoires sont indépendaigelm valeur du taux de contact Prenons
maintenant le cas particulier ou au départ N ety, = 1. La constanti vérifie :

1=NInN-2N+K, soitK =2N+ 1 -N In N L'équation correspondante de la trajectoire est :
y=NInx=2x+2N+1-NInN=NIn(X/N) —2x+ 2N+ 1.

La trajectoire s'arréte lorsque le nombre des défus devient nul, soit = 0, le nombre de
personnes ignorant encore la rumeur est alogsi doit vérifier :

NIn(x./N)—2x, +2N+1=0

La résolution de cette équation sur ordinateur ddarpoint rouge indiqué surfigure 8 a droite
avec une proportior, / N de I'ordre de 20%.

Finalement, a partir de lois simples relatives aptapagation d’'une rumeur, nous avons pu
fabriquer un modele mathématique a base d’équatifigsentielles, ce qui nous a permis d’aboutir &
des résultats quantitatifs intéressants, prochds idalité.

Figure 8: Champ de vitesses et trajectoires dans I'espaa®nfiguration, y), pourm= 0,5 et
N = 100. La trajectoire la plus basse correspondcaunxlitions initiales =N ety, = 1.

Le traitement d'un systéme différentiel autonomal (la variable temps n’apparait pas
explicitement dans les équations) de deux équatitams I'espace de configuratior, §) a fait
ressortir le role essentiel joué par les pointedixLa nature de ces points fixes est révéléeoiparf
approximativement comme on le verra, par le trac&liamp de vitesses. Nous allons maintenant
apprendre comment déterminer leur nature théorigaénen commencant par traiter le cas le plus
simple, celui d’'un systeme linéaire de deux équatitifférentielles du premier ordre.
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8. Systeme linéaire de deux équations difféerentie du premier ordre

N X'=ax+by

Ce systeme est de la forme
y'=cx+dy

nombres réels donnés. Nous allons voir que cemgsfeut étre résolu théoriguement, a la différence

d’'un systéme non-linéaire, grace a I'utilisatiors daleurs propres et des vecteurs propres.

ou x ety sont fonctions du temgs a, b, ¢, détant des

8.1. Valeurs propres et vecteurs propres

Considérons le systéme linéaire (il n'est pas diffifiel) faisant passer d’'un point ou vectexir (
Y1) au point ou vecteuy, y,) par les relations linéaires :

=ax+hb
X =ax+by ou X _ A X
Y =cx+dy Y2 Y
bijective, c’est-a-dire que la matriéeest inversible, son déterminaad— bc étant différent de 0.

a b )
avec A= d° On supposera que cette transformation est
c

Evidemment le poinD est un point fixe, mais que se passe-t-il auteutud? Pour cela cherchons
les vecteurs propres, a savoir les vecteurs nanUhugrifiant AU = U, ou est un nombre qui va
s'appeller valeur propre associée au vecteur préareement dit cela revient a chercher les vesteur
non nuls qui sont colinéaires (paralléles pour $ifiep) avec leurs transformés par AvecU (u, Up),

il s’agit de résoudre le systeme :

au+by=/y
cy+duy=/uy
(a- /)yt bu=0
cy+(d-/)u=0

ou les inconnues sont, U, et , soit

En régle générale ce systéeme a une solution unigae etu, = 0, mais nous n’en voulons pas.
Pour avoir des solutions non nulles, le systéme sioréduire a une seule équation, ce qui nécessite
que le déterminant du systéme soit fsioit

(@a- )d- )—bc=0
Z_@a+d) +ad—bc=0

Cette équation est appelée équaton caractéristigeystéme. Comme on a suppasé-bc 0,
aucune valeur propre n’est nulle. En nofamsta +d, ce qui s’appelle la trace de la matrigeetD =
ad —bc qui est le déterminant d& le discriminant de I’équation €%t — 4D. Si celui-ci est positif ou
nul, on trouve deux valeurs réelles de

Pour chacune d’elles, on en déduit une infinitévdeteursU vérifiant 'une des équations (et
l'autre aussi) tels qu€a- /)u+ bu=0, ou bu,=- (& /)y, tous colinéaires, de méme pente
—(@- ) /bsibn’est pas nul. Il suffit d’en prendre un non nabpchacune des deux valeurs propres.
Si les deux valeurs propreset , sont distinctes, les deux vecteurs propres quident associés ne
sont pas paralléles. lls peuvent former les dewtewgs de base d’'un nouveau repére d’orighe
Dans ce nouveau repére de bagel, uy) etV (vy, V) tout va étre plus simple.

" Sauf cas exceptionnel de coefficient nul, celaifiggque les membres de gauche des deux équatmnis
proportionnels, soita{— )/c=b/(d- ), les deux équations étant alors les mémes.
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Prenons un poinM (ou un vecteurOM) de coordonnéeg, y dans le repere initial et de
coordonnéeX, Y dans le nouveau repére. On a la relation

X X . . .
=P v avec comme matrice de passage des anciennes soéedoaux nouvelles :
y
ul Vl A Y
P= , ayant comme vecteurs colonnes les nouveaux vsctee base rapportés a
u2 VZ

I'ancienne base.

Prenons un vecteur quelconqug, (Y1) dans le nouveau repere, s6jtU + Y1 V. Il est transformé
en un vecteurX,, Y,), soitX, U + Y, V. On sait queJ est transformé en, U et queV devient , V.
Comme le vecteuX; U +Y; V est transformé eX; ;U +Y; ,V, ontrouve :

N

X, =1/, X
Y, =1,

X X /
You "% =D "' avech= '
Y2 Yl 0 /2

N

La transformation qui s’écrivait avec la matriselans I'ancien repére, s’écrit maintenant beaucoup
plus simplement avec une matrice diagoiakans le nouveau repére.

Comment passer deaD ?

Partons de % - A % , puis utilisons la matrice de pass&ye
Y> Y1
X X
P =AP
Y, Y
X2 _piap M

Y, Y,
car la matrice invers®* existe, ses vecteurs colontggtV étant non paralléles et non nuls.

FinalementD = P *AP.

%=X % %

Exemple 1. traitons le systéme
Y. = 2y, Y, Y1

avec A=

On trouve aussitbt comme valeurs propres 1 etellestet distinctes, et comme vecteurs propres
associédJ(1, 0) etV(1, 1) figure 9. Dans ce nouveau repére, la transformation devien

X, 1 0 X .. _ 1
= . Précisons que la matrice de passagé’est
Y, 0 2 Y 01

Figure 9: En noirl'ancien repéreen rougele nouveau. Le poir¥l de coordonnées (2,1) dans
I'ancien repére et (1, 1) dans le nouveau, deyanta transformation le poiM’ de coordonnées
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(3, 2) dans I'ancien ou (1, 2) dans le nouveau.

Nous allons utiliser ces résultats pour résoudrsysteme différentiel linéaire.

8.2. Résolution théorique du systeme différentielqur des valeurs propres réelles et
distinctes

. X'max+by x' X a b
Reprenons le systeme ou =A avec A= . Supposons que l'on
y'=cx+dy y c d

ait trouvé deux valeurs propres réelles et digatle vecteurs propres assotigsi;, Up) etV (vy, V).

Avec la matrice de passaBeon a

X X L X' X' R I
=P v et par dérivation par rapport au temps, =P v Le systéme initial se
y y
réécrit :
X' X
P = AP
Y' Y

—p-1 X
=P AP
Y

. . . /, 0O R .
Sachant que® ' AP= Dqui est la matrice d|agonale0l ;o le systeme devient dans le nouveau
2

repére :

X'/, 0 X
Y' 0/, Y
X'=/,X
Y'=/,Y
Mais ce nouveau systeme, nous savons le résoudre :

X =K, &
Y = K, €'
Il suffit maintenant de revenir au repere initial :
X =K, €
Y =K, €'
X =P X = W v Kle/lt
y Y u, Vv, K,e?

x=K u €'+ K,y e
y=Ku, €'+ K\ €
Le systeme différentiel est ainsi résolu dans lg @a les deux valeurs propres sont réelles et
distinctes. Mais ce sont les équations des couthas le nouveau repere, avé@t Y fonctions du
temps, qui précisent parfaitement la nature dutgiia O.

Lorsque les deux valeurs propres sont réellesséhdies (et non nulles) :
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Si elles sont toutes deux positives, le point Bseinstable et il ¢ un point repousseur, appt
source.

Si elles sont toutes deux négatives, le point dixestale et attracteur, quel queit le point de
départ, appelé puits.

Si l'une est positive et l'autre négative, le pofirte est instable, il s’agit d’'un poil
hyperbolique, aussi appelé selle.

s : L X'=X+y e
Exemple 1': Résolutiordu system et nature du point fixe O.

y'= 2y
Cetcas a déja été traité danexemple 10n aboutit aux solutions :
x=K € +K, €
y=K, €&

. X=K¢é _ _
Dans la base des vecteurs propres, elles s’écr K & . La croissance des exponentiel

indique queX et Y augmentent tous deux avec le tenDans le plan de configuratiore point fixeO
est instable et repousséufigure 10).

Figure 10: Trajectoires dans I'espace de configuration degmint fixeO instable et repousse

X'=-2x+
Exemple 2: Résolutiom du system ) y et nature du point fixe O.
y =X-zy

Les valeurs propres sontl-et— 3, les vecteurs propres associés (1, 1) e-1). Les équations
paramétriques des courbes solutions :

x=K e'+K, e* X =K €' _
' o ) _, Ou dans la base des vecteurs proj ! 4 - Les deux exponentielle
y=Ke - K,é =K, e

décroissant dans le temps vers 0, le pointO est stable et attracteur d’ou que I'on p (figure 1J).

8 Pour programmer le tracé des trajectoires danadelwn [oint repousseur, on a intérét & prendre des p
de départ sur un grand cercle autouO, en allant en marche arriére grace aupris négatit
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Figure 11: Point fixe stable et attracte

3 . . X'=4x+3y L
Exemple 3: Résolution du systen et nature du point fixe O.
y'=-2x 3y
L’équation caractéristique es > — — 6 = 0, ce qui donne = 3 ou —2, avec comme vecteL
propres associés (3, —1) et (2)-Les équations paramétriques des cousoégions sor :

x=3K, " + K, X =K €
K K. , Ou dans la base des vecteurs prop 1_2t.
y=-K €"'- 2K, € Y=K, €

2
exponentielle croit dans le temps, tandis que rféawdécroit. Le point fixeO est instable et
hyperbolique. On I'appelle aussi se car il aurait tendance a étre stable dans unetiires’il n’était
pas instable dans une autre. C'est ce que morfigure 12

La premiere

N &

Figure 12: Point fixe hyperbolique, les droites de vectqnapre: (en rouge étant asymptotes aux
trajectoires.

Mais qu’en estt si les deux valeurs propres sont réelles ete& ? Prenons d’abord un exem|

X'=3x+y
y'=3y

On constate que les deux valeurs propres sont dnés, et que I'on a seuleme = 3, avec
comme vecteur propre associé (1, 0). On ne pestgrhcéder comme auparavant. Mais nous pou

résoudre ce systéme, en commencant par la deuxégumion qui donniy =K e*. La premiére
équation devient x'=3x+ K€" . Ce n’est plus une équation autonome, puisquengpst apparait
explicitement. Comment s’y prendre dans ce ? On sait que les solutions Béquation autonome

Exemple 4: Résolution du systél
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X' =3 xsontx=q¢e". Utilisons la méthode de la variatioe la constante, en cherchant les solut
de x'=3x+ K €' sous la formex = q(t) €' ol q est fonction du tempsLe systéme s’éci:
3qe’+ g€ =3gé + K&

q'e=Ké
g'= K puisque I'exponentielle n’est jamznulle
g=Kt+Q

Finalement les solutions du systéme :

x=(Kt+Q)€"
y=Ke"

On en déduit que le point f>O est instable et repousseftig@re 13. Il a le méme comporteme
gue dans le cas ou il existait deux valeurs [es positives distinctesf( exemple). Nous admettrons
gu’il en est toujours ainsi. Autrement dit, quaed V/aleurs propres sont réelles, le fait qu’elt@erg
différentes ou pas ne change pas la nature du fixer

27\
S

Figure 13: Point fixe repouseur dans le cas d’une seule valeur propre réepestive

Ayant épuisé tous les cas ou les valeurs propmsréelles, il reste a traiter les cas ou les val
propres sont complexes non réelles. Elles song alanjuguées puisque les coefficit de I'équation
caractéristique sont réels. Il n’existe plus detetcs propres dans le plan de configuratx, y).

Un cas patrticulier est celui ou les deux valeumppes sont imaginaires pis. Traitons cela sur
quelgues exemples trés simples, privilégiant I'aspect expérimental, car le nivediédique des
démostrations dépaskeecadre de cet ouvra.

X'=-
Exemple 5: Résolution de Yo

y'=X

® Remarquons quex = q(t) € équivaut aq(t) = xe®. Toute solution peut s'écrire sous cette former.
exemple si I'on a une solution égalt, il lui correspondy(t) = te'* .

10| 2 matrice associée® ~ L étant de laform & P

1 0 b a

aveca® + b? =1 est une matrice de rotati
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L’équation caractéristiqué + 1 = 0 a comme solutior/ = +i .Que faire? Comme ce systéme

T . . , . ost ., .
particulierement simple, on trouva solution évidente it et plus généralemeune premiére
y=sin

X =K, cost
y = K;sint

infinité de solutions . Les trajectoires correspondantes sointulaires de centr O,

parcourues dans le sens trigonométrit
x =K, sint
y =- K, cost

Une autre infinité de solutions est donnée , les trajectoires étant aussi circulai

En combinant ces deux infinités de solutions, oove plus généraleme

x =K, cost + K, sirt
y=Ksint- K, cog’
Nous admettrons qu'il n’existe pas d’autres sohgigue celle-la™. On en déduit que le point fi

O est stable mais pas attracteur. On I'appelle celeserajectoires étant circulaires autour deQgla
se vérifie expérimentalemeriigure 14).

// 5

\=—"7

i:igure 14: Le point fixe est un centl

X'=x-2y
y'=5x-y
L’équation caractéristiqué + 9 = 0 a comme solutions = +3i . Ici aussi les valeurs propres s

imaginaires puresEn cherchant des solutions qui sont comme précééamuhes combinaisol
linéaires de cos {Bet sin (3), on trouvi*?:

Exemple 5': Résolution de

x=K;cos3+K, sin3
y=0,5(K, - 3K,)cos8 0,5+ K, )sint3

Ces trajectoires sont périodiques, et comme leise I'éude expérimentale, il s'agit d’ellips
autour du poin©. Celui-ciest un point fixe stab non attracteur, c’est-dire un centrefigure 15.

™ En prenant comme conditions initiax, ety, ent = 0, on trouve la solution unique
X= )<°C9St_ Y% SNt o vérifie aisément gue la trajectoire est urle
y =X, Sint+y, cost

x'=3K,cos3- ¥, sinB

X=K,cosd+K, sin8 d’ou . En imposant que

y=Qcos3+Q sin3’ y'=3Q,cos3- ) sin8
X = x— 2y, on trouveQ, =0,5(K, - 3K,) et Q, =0,5(3K, + K, ). On vérifie ensuite qu'avec ces valeurs, ¢
aussiy’ = 5x —y. Il resterait a prouver qu’'on n’zas d’autres solutions que celles-la.

12 prenons ety sous la forme
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.

Figure 15: Point fixe elliptique, ou centl

X'=- % 5y,
y'=5x-y

L'équation caractéristique’ + 2 + 26 = 0 a comme solutions=-1+i5. Les valeurs propres
sont complexes conjugué&n démontre que les solutions ¢ :

Exemple 6. Résolution de

x=€"'(Kcosg+ K, sing)
y=¢€'(Ksin5t- K, cos§)

Les parenthéses correspondent a des équaticcercles, tandis que la présence des exponent
peovoque un phénoméne de décroissance. Les tiegscsont des spirales convergeant vers I'orig
Le point fixe est stable et attracteur, il s’aditrdpuits. On le vérifie expérimentalemefigure 16.

—

o /

Figure 16: Point fixe puits, stable et attracteur, les thjges convergeant en spirales vers

Remarque Le seultracé du champ de vitesses peut laisser planeoute ¢ur la nature du poi
fixe, comme on le constate surfigure 17ou les champs de vitesses sont analogues,avec dans
un cas un point elliptique (céxemple £) et dans l'autre un puits avec des trajectoirespérale (cf.
exemple b

13 La matrice de la forme2 - P est une matrice de similitude directe.
b a
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Figure 17: Champs de vitesses qui se ressembéegguchedans le cas d'un centra droite dans
le cas d’'un puits.

X'=X-5Yq,
y'=5x+y

Il s’agit encore d’une matrice de similitidel'équation caractéristiqué — 2 + 26 = 0 a comme
solutions/ =1+i5. Les valeurs propres sont complexes conjuguéesddbmontre que les solutions
sont :

Exemple 7: Résolution de

x=€(Kcosh+ K, sing’
y=€(Ksin5t- K, cos§

A cause de la croissance des exponentielles,ditsiaaintenant de spirales divergeant a partir de
I'origine. Le point fixeO est instable et repousseur. Il s’agit d’une so(figare 18.

4 La matrice de la forme2 - P est une matrice de similitude directe.
b a

. . R . a b
15 Faisons un raisonnement formel pour généarlisentér matrice A= q dont les valeurs propres sont
c

complexes conjuguées=a +p est semblable a la matrice diagonafe“b 0 puisqu’elle représente la
0 a-ib

méme transformation. Mais la matrice de similitude ~2 gue nous avons étudiée est aussi semblable a la
b a

méme matrice diagonale? +ib. 0 Autrement dit, ce gue nous avons fait avec unticeade similitude
0 a-ib

s . o X'=ax-by

se généralise a une matrice quelconque en cadalegvaropres complexes. Or le systeme b

y'=bx+ay

s'écrit

,enposanz=x+iy, z'=(a +ib)z. Cette équation a comme solutiar Ke&**'** aveck complexe, ce qui

permet d’arriver aux formules skety ol interviennen&™ multiplié par une combinaison de cost sinft.
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Figure 18: Point fixe instable repousseur, avec trajectaii@srgentes en spiral
Convenons que nous avons épuisé tous les cas lpgsdilen ressort q :

Si les deux valeurs ppoes sont réelles et négati, ou complexes avec leurs deux par
réelles négatives, le point fixe est ste

Si les deux valeurs propres sont réelles et pesitiou complexes avec leurs parties ré
positives le point fixe est instabl

Si les abux valeurs propres sont de signe contraire (etmdles), le point fixe est instak
(hyperbolique)

Si les deux valeurs propres sont complexes aves learties réelles nulles, le point fixe
stable (et c’est un centre).

9. Equationsdifférentielles non linéaires

A la différence des équations linéaires, on ne ga# résoudre théoriquement, en général
équations différentielles non linéaires. Mais cassent le r6le fondamental joué par les pointssi
on va ramener par applimation les équations non linéaires a des équalingsaires dont on se
déterminer la nature des points fixes. Avant des@as un systéme différentiel, commencgons

traiter une équation différentielle autpnome a immnuuex(t), de la formex’ = f(x) ou f est une
fonction donnée de.

9.1. Points fixes de’ = f(x)

Supposons que l'on ait trouvé un point fx, ou la vitesse est nulle, vérifianf(xy) = 0. Grace au
développement en série de Taylor, on peut ¢ :

f(X) =f(xg) + (X)) (X —Xo) + (Xo) (X —Xo)* + ... avec des dérivéésf’, ... par rapport . Lorsque
X est voisin des, on peut négliger les termex —Xg) d’exposant supérieur a 1. Il re :

f(x) = f(Xg) + f'(Xg) (X —Xg) sous réserve guf' (xo) soit différent de OPosonsX = x — X, avecX
proche de 0. Sachant gif®,) = 0, on obtier :

f(x) =f' (Xo) X, et commex’ = X' en dérivant par rapport au temps, I'équationétightiellex = f(x)
devient linéaire au voisinage du point . lle s’écrit, avec le point fixcomme origine du repe:

X = f'(xg) X. Il s’ensuit queX(t) est une exponentielle.
Pourf'(xg) > 0, I'exponentielle est croissante, et le pdixe est instable et repousse

Pourf' (xo) < 0, I'exponentielle est décroissante, et le phike est stable et attracte
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Exercice 3 : Etude de I'équation différentielle % k + 3¢, avec k réel donné.

1) Déterminer les points fixes et leur nature plur 0.

Pourx = 0, on ax = —k, d’ou les deux points fixes, = +/-k . Avecf’ (X) = 2%, ' (%) = 2%, du
signe dex,. Le point fixe x, =/ k est stable et attracteur en son voisinage, tangidegpoint :
X =~ £ kest instable et repousseur.

2) Faire de méme pour k > 0.
Avecx? + k>0, on n"a aucun point fixe.

3) Traiter le cas ou k = 0. Dans ce cas, 'équatidre x* peut-elle modéliser I'évolution d’une
population (avec x > 0) ?

Il existe un seul point fixe tel qué = 0, soitx, = 0. Comme (0) = 0, on ne peut rien conclure.
Mais on peut résoudre I'équation différentielle :

Xo1xi0) - E=#K e

X X K-t

En ajoutant comme condition initiake= x; pourt = 0, I'équation de la courbe est :
_ 1
C1x -t

Pourx; < 0, on obtient une branche d’hyperbole situé @é clesx négatifs et convergent vers 0
pourt infini, faisant de 0 un point fixe stable. Maisupc; > 0 on a aussi une branche d’hyperbole
d’asymptote verticaké= 1 /x; et toute courbe passant par un point initial peoga QOt) tend a s’en
éloigner, faisant de 0 un point fixe instable.

En termes d'évolution de population, ave¢ x 0, la vitesse d'accroissement n’est plus
proportionnelle au nombre d’individus comme podr= X, mais au nombre de couples. Par
comparaison, I'accroissement est beaucoup plug éeur les grands et beaucoup moins pour les
petitsx. On aboutit ainsi a un phénomene irréaliste, quofaulation tend a devenir infinie en un temps
fini, & cause de l'asymptote verticale de la cou®ela est impossible. Mais si I'on reste dans un
intervalle de temps limité, loin de cette limit&duation peut modéliser I'évolution explosive, plu
gu’exponentielle, d’'une population.

4) Faire les programme donnant les courbes de foeation de t, selon les valeurs du paramétre |
et les conditions initiales

Pour k donné négatif, les points fixes, ==*V-k sont matérialisés par deux asymptotes

horizontales, l'une vers lesquelles certaines cesirbonvergent, l'autre dont certaines courbes
s'éloignent. Le passage d#tenégatif ak positif correspond a un phénoméne de bifurcattwec le
passage graduel de deux points fixes vers adigurd 19.
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I ‘ i
Figure 19: A gauchdes courbes obtenues pour une valeur donnék négative,au centrecelles

obtenues pouk = 0, eta droite celles pouk > 0.

Exercice 4

Etudier I'’équation différentielle x’ = k— X, avec k réel donné.
Les points fixes vérifiertx— x*= 0, oux (k—x?) = 0.

Pourk < 0, il existe un seul point fixxg = 0. La linéaristion de I'équation donne aussx’ =
k %, et le point fixe est stable.

Pourk > 0, on obtient trois points fix : X, = 0 et x, = t\/F. Pourxy = G, la linéarisationx’ =
k xindique que le point est instable. AV (x) =k — 3¢, on trouve, au voisinage (X, =Jk, f (Xo) =

— 2k <0, le point est stable, ati voisinage d x, = -Jk, f (Xo) = — 2k < 0, le point esaussi stable.
Pourk = 0, le seul point fixe ex, = 0. Avecf’'(x) = 0, on ne peut pas conclure. Mais on f
intégrer I'équation dans ce cas. A / X’= 1, on arriveaux courbes d’équatic

X:iﬁ avec K constante donnée quelconque. Notamment, pour lé&surgade K
t+

positives, on trouve un point exstable

Ces résultats sont vérifiés surfigure 20 On constate, comme dans I'exercice précédent, g
petites variations du paramétre autour de O sulffiagprovoquer un changement du comporteme!

systeme.

\
—

Figure 20: Passage du point fixe stablea gauche(pourk < d) a deux points fixes stables e
point 0 instable a droite (pokr> 0), avec au centre le cas frontiek = 0) ou 0 est encore le seul pc

fixe stable.
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9.2. Cas d'un systéme différentiel non linéaire

xX'= f(x, . . . s
Ce systéme est de la forme E ))/; ouf et g sont des fonctions données non linéaires des
y =9(X

deux variablex ety. Il peut admettre plusieurs points fixes, a ld&l#nce d’'un systéme linéaire qui
n'en a qu'un en général, a savoir I'origi@e Nous pouvons encore appliquer la formule de Taylo
autour d’'un point fixeX, Yo), ce qui donne, en s’arrétant aux termes du preteigré :

wa=ﬂ&%ﬁgﬂ&%X*%H¥§%ny Y

g(X.y)=g(>s,x)+% (5 ¥ X * z)<+j]—8 G yly ¥

Avec f(Xo, Yo) = 0 etg(Xo, Yo) = 0, et en posaX = x — X, etY =y —y,, le systeme se réécrit sous
forme linéaire, au voisinage du point fixe pris eoenorigine :

i §if
X = (x, v ) X+ (%, v )Y
ﬂX(X:) Yo ) ﬂy(>s %)

_T9 fio
Y == (%, ¥ ) X+ 04, ¥ )Y
'ﬂx()% %) 'ﬂy()s %)

1if 1
oY) (% ¥ )
. . : ix iy ] o .
La matrice des dérivées partiellds= est appelée matrice jacobienne du
19 60 %0) M6, )
ﬂX ' J0 ﬂy ' Jo

systeme. On est ainsi ramené au cas linéaire, ditmonde se restreindre a un petit voisinage autou
du point fixe. Ce qui permet de connaitre théongeet la nature du point fixe.

Exercice 5 : Etude théorique de la nature des paiffixes d’un systeme différentiel

:X-y

1) Reprendre le systeme différentief(l déja étudié dans l'exercice 1.1(figure 5) et
y y

déterminer la nature des points fixes par linéaimadu systéme.

On a vu qu'il existait deux points fixes : (1, I)e 1, —1). La matrice jacobienne du systéme est :
1 -1

_y_X'

. e 1 -1 R L -
En 'appliquant au point fixe (1, 1) elle dewent1 E et le systéme est linéaire au voisinage

de ce point, soit : . L’équation caractéristique est— 2 = 0,/ = +/2 . Etant réelles de

Y'=-X-Y
signe contraire, le point fixe est hyperboliqueg@ypour asysmptotes aux trajectoires les vecteurs
propres de pentet /2.

1
Pour le point (- 1, -1), on a la matriC(i\ 1 d’équation caractéristiqué — 2 + 2 = 0. On

trouve deux racines complexés=1+i. La partie réelle étant positive, le point fixe¢ ese source,
d’ou partent des trajectoires en spirale.
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=1+ Xx- 2y)X
2) Faire de méme pour le systéme différentféll E ) ) (cf. exercice 1.2 et figure 6).
y=X-1)y

L . , . 1+2x- 2y - 2X
La matrice jacobienne s’écrit : 1
X_

. .1 0 )
Pour le point fixe (0, 0), elle deV|entO 1 de valeurs propres =+1. Comme elles sont réelles

de signe contraire, le point fixe est une sellecasomme asymptotes aux trajectoires les vecteurs
propres qui sont les deux axes du repeére.

e o . -1 2
Pour le point fixe (-1, 0), la linéarisation dorlaematrice 0 .2 de valeurs propres — 1 et — 2.

Etant toutes deux réelles négatives, le point rgtuits.

1
Pour le point fixe (1, 1), on a la matricci 0 de valeurs propres 1 et 0. A cause de cette valeur

nulle, on ne peut pas conclure sur la nature dut fioie *°

y2

: : X=X -
3) Faire de méme pour le systéme dn‘férentlé' 4 et tracer par programme les
y =Xy-

trajectoires dans I'espace de configuration (X, y).

Les points fixes vérifient’ —y? = 0 etxy = 4. On trouve deux points fixes (2, 2) et (- 2).—

o . L . 2X
La matrice jacobienne des dérivées partielles est
y X

. .4 .
Pour le point fixe (2, 2) elle dewent2 5 avec pour valeurs propres=3+i/7. Leurs

parties réelles sont positives. Le point fixe est gource.

-4 4
Pour le point fixe (— 2, —2), la matrice est2 5 et les valeurs propres = - 3+ i7. Leurs

parties réelles étant négatives, le point fixeuagpuits.

Si I'on changex en —x ety en -y, le systéme reste inchangé. Deux points symésigae rapport
a 'origine O ont les mémes vecteurs vitesses. Cela signifiepquesymétrie autour d@ les courbes

16 Mais on peut résoudre théoriquement le systér)T(le: X 2y. Avecy” = X, on ay qui vérifie '’équation
y'=x
différentielle du second ordrg’— y' + 2y = 0. D’'autre part, avex’ = X — 2y, x vérifie aussi la méme équation
du second orde’— X + 2x = 0. L’équation caractéristique associée a ceftegion est’ —r + 2 = 0, de racines

1ii2ﬁ. On sait que les solutions sont de la formi&(K cos(0,5/ 7t } K, sin(0,§ 7 . La présence de

'exponentielle & exposant 0,5 t prouve que le phixe est instable repousseur, avec des trajexst@n spirale
qui en sont issues. Plus précisément, si 'ongrere famille de solutions telle que= K €2 cos(0,5/ 7t , on

en déduit, grace ¥l = x: x=Ke"?(0,5cos(0,§ &) 08 7sin(05 7.



26

trajectoires sont invariantes mais leur sens esrgg. Cela se vérifie lors du tracé de I'écoulémen
(figure 21).

Figure 21: Trajectoires dans I'espace de configurationcdes points fixegn rouge
Exercice 6 : Mouvement de tourbillons dans un fl&d

Il ne s’agit plus ici d’équations différentiellemais de voir sur un exemple révélateur a quelle
condition la discrétisation d’'un mouvement par dgage en petits intervalles de temps est valable.
Cet exercice a pour but de montrer que la méthdgelaet améliorée s’avére parfois nécessaire par
rapport a la méthode classique, si I'on veut qusrtaulation sur ordinateur corresponde a la théetrie
a la réalité. Elle s’avere aussi suffisante, danmaésure ou I'on peut choisir des intervalles depsait
suffisamment petits tout en ayant une certaine di#pi d’exécution avec les ordinateurs
d’aujourd’hui’

Par définition, un tourbillon ponctuel dans un dieien deux dimensions fait tourner le fluide
autour de lui avec une vitesgs@versement proportionnelle a la distam@ntre le centre du tourbillon
et le point considéré du fluide, swoit= k/ r, k étant une constante représentant la force duitiomb
Plus on est prés du coeur du tourbillon, plus tesge de rotation est grande. Par exemple, unjtige
I'on tourne rapidement dans I'eau, comme dans ureonj crée un tourbillon. Sans avoir besoin de
tige, des tourbillons naissent, se développenteetdéplacent dans les fluides en mouvement,
notamment dans le sillage provoqué par des obstacle

Considérons un tourbillon placé en un pdinix, Yo), et cherchons quel est le vecteur vitesse qu'il
crée en un point quelconqiv (x, y). Le vecteurAM, de longueur, a pour coordonnées € Xo, y —
Yo) €t le vecteur de longueur unité qui lui est asest (kK —Xo) / r, (y —Yo) / r). Le vecteur unitaire
gui se déduit de lui en tournant dé 2 a pour coordonnées (Vo) / r, (X —Xg) / r). Finalement le
vecteur vitesse de longueur k / r a pour coordamifiéle (y —Yo) / r?, k (x —Xo) / r?).

Premiere expérience : Comparaison des méthodes dalaul dans le mouvement de
tourbillons en interaction

Considérons deux tourbillons de méme force k ehtoi dans le méme sens (k > 0 par exemple).
Chacun provoque le mouvement de l'autre. Le tolarsl numéro 1 est soumis & la vitesse imprimée
par le tourbillons numéro 2 et vice-versa. Soudec@tfluence réciproque et identique, les deux

17| existe aussi une méthode bien plus performatitedre 4 par rapport & I'ordre 2 de la méthodeuter
améliorée. Il s’agit de la méthode de Runge-Kuttais celle-ci nécessite une densité de calculsipgrieure,
ce qui en limite la portée.
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tourbillons vont se déplacer sur un cercle en nastaujours aux extrémités d’'un diameétre. Il en est
de méme si, au lieu de deux tourbillons, on engasieurs disposés régulierement sur un cercle.
Programmer ce mouvement, en utilisant d’'abord lathomée d’Euler, puis la méthode d’Euler
améliorée, pour constater I'avantage de la deuxiéorda premiere.

Dans le programe qui suit, utilisant la méthode WBE nous avons pridl = 6 tourbillons
régulierement disposés sur un cercle de rayon,wtigcun ayant une forée= 1. Pour mieux voir les
erreurs provoquées par cette méthode, nous avois ah intervalle de tempd#t exceptionnellement

grand, icidt = 0,1. On assiste alors a un mouvement en spiate tourbillons, au lieu d'un
déplacement immuable sur un cerdigure 2.

theta=2.*M_Pl/(double)N;
for(i=0;i<N;i++) { x[i]=cos(i*theta); y[i]=sin(i*theta);}/* coordonnées des N tourbillons au départ */
for (compteur=0;compteur<200;compteur+4poucle d’évolution dans le temps */
{ for (i=0;i<N;i++) { vx[i]=0. ; vy[i]=0. ; } /* mise initiale a O des vecteurs vitesse de chaquebillon */
for (m=0;m<N;m++) for(n=0;n<N;n++) if (n!=mj}* tourbillon m soumis aux n autres tourbillons */
{ rearre=(x[m]-x[n])*(x[m]-x[n])+(y[m]-y[n])*(y[m]-y[n]);
vx[m]+=(y[n]-y[m])/rcarre; vy[m]+=(x[mix[n])/rcarre; /* vitesse des tourbillons par cumul */

for (i=0;i<N;i++) {oldx[i]=x[iJ;oldy[i]=Y[i]; } /* anciennes positions des tourbillons */

for (i=0;i<N;i++) { x[i]+=vx[i]*dt; y[i]+=vy[ i]*dt; } /* nouvelles positions */

dessin();/* tracé de segments entre les anciennes posigbies nouvelles */

if (compteur%20==19) {SDL_Flip(screen);payse(* pour visualiser les mouvements par morceaux */

}

void dessin(void)
{int i,xe,ye,oldxe,oldye;
for(i=0;i<N;i++)

{ oldxe=xorig+zoom*oldx][i]; oldye=yorig-zooroldy[i];
xe=xorig+zoom*x][i]; ye=yorig-zoom*yf[i;
line(oldxe,oldye,xe,ye,black);

}

}

Par contre, avec la méthode d’'Euler amélioréen efagdant le mémet = 0,1, on constate que les
déplacements se font bien sur un cercle, du mairentiles premiers tours, car ensuite, le cerala au
aussi tendance a grossir peu a peu, a cause déss patreurs cumulées. Finalement, on peut
considérer que la méthode d’Euler améliorée dombanm résultat, méme au bout d’'un temps assez
long, le déplacement se faisant toujours sur le enéencle, si I'on prend un intervalle de temps asse

petit, commedt = 0,001, ce que nous ferons par la suite.

Figure 2: Début du mouvement obtenu par la méthode d’Eutgucheet par la méthode d’Euler
amélioréea droite

Deuxieme expérience : Visualisation du mouvement detourbillons dans le champ des
vecteurs vitesses

Dans le programme qui suit, hous utilisons la meghed’Euler améliorée, avelt = 0,001 eiN = 5.
Le résultat obtenu est montré sufigaure 3
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theta=2.*M_Pl/(double)N;
for(i=0;i<N;i++) { x[i]=cos(i*theta); y[i]=sin(i*theta); }
for(i=0;i<N;i++) filldisc(xorig+zoom*x][i],yorig-zoan*y[i],2,red);
for (compteur=0;compteur<20000;compteur+*)oucle d’évolution a chaque dt */
{ for (i=0;i<N;i++) { vx[i]=0. ; vy[i]=0. ; } /* calcul de la vitesse vx, vy des tourbillons ey ¥/
for (m=0;m<N;m++) for(n=0;n<N;n++) if (n!'=m)
{ rearre=(x[m]-x[n])*(x[m]-x[n])+(y[m]-y[n])*(y[m]-y[n]);
vx[m]+=(y[n]-y[m])/rcarre; vy[m]+=(X[fx[n])/rcarre;

for (i=0;i<N;i++)  { nx[i]=x[il+vx[i]*dt; ny[i]=y[i]+vy[i]*dt; } /* nouvelles positions nx, ny */
for (i=0;i<N;i++) {vvx[i]=0.; vvy[i]=0.; }
for (m=0;m<N;m++) for(n=0;n<N;n++) if (n'=m)* nouvelles vitesses pour les tourbillons en nx*h
{ rcarre=(nx[m]-nx[n])*(nx[m]-nx[n])+(ny[miny[n])*(ny[m]-ny[n]);
vvx[m]+=(ny[n]-ny[m])/rcarre; vvy[m]+éx[m]-nx[n])/rcarre;

for(i=0;i<N;i++) /* nouvelles positions nnx, nny, grace a la méthd'@ler améliorée */
{ nnx[i]=x[i]+0.5*(vx[i]+vvx[i])*dt; nny[i]= y[i]+0.5*(vy[i]+vvy[i])*dt;

for(i=0;i<N;i++)
{ xe=xorig+zoom*nnx[i]; ye=yorig-zoom*nnij[ filldisc(xe,ye,5,black)/* dessin des tourbillons */
}
for(xe=150;xe<=650;xe+=25) for(ye=80;ye<=520:y¥25)/* points régulierement espacés sur I'écran */
{ xx=(xe-xorig)/zoom; yy=(yorig-ye)/zogmfilldisc(xe,ye,1,red);
for (i=0;i<N;i++) { vxx=0. ; vyy=0.} /* vecteurs vitesses vxx, vyy en chacun des ptints
for(i=0;i<N;i++)
{ rearre=(xx-x[I)*(xx-x[IN+(yy-yli)*(yy-y[i]); vxx+=(y[i]-yy)/rcarre; vyy+=(xx-x[i])/rcarre;
}

flag=0;
for(i=0;i<N;i++) /* dessin des vecteurs vitesses quand ils ne santrpp pres des tourbillons */
if (fabs(xorig+zoom*nnx[i]-xe) <20 &&abs(yorig-zoom*nny[i]-ye) <20) flag=1;
if (flag==0) arrow(xe,ye,xe+7.*vxx,ye*vyy,red); /* vecteurs sous forme de fleches */
}
SDL_Flip(screen);if (compteur==5000) pausdp);SFillRect(screen,0,white);
for (i=0;i<N;i++)
{ X[i]=nnx[i]; y[i]=nny[i]; } /* actualisation des positions des tourbillons a@aghe étape de temps dt */

void dessin(void)/* fonction auxiliaiare pour dessiner les tourbitle */
{inti,xe,ye,nxe,nye;
for(i=0;i<N;i++)

{ xe=xorig+zoom*x[i]; ye=yorig-zoom*y[i];/* position actuelle */
nxe=xorig+zoom*nnx[i]; nye=yorig-zoom*nfily /* position nouvelle */
line(xe,ye,nxe,nye,black);

}

}
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Figure 3: Visualisation de 5 tourbillons dans le champritiesses qu’ils ont créé.
Troisieme expérience : Stabilité ou instabilité dunouvement

Veérifier expérimentalement la propriété découventel1883 par le physicien J.L. Thompson, qui
plus tard découvrit aussi I'élection : le mouvem@es N tourbillons est stable lorsque N < 7, méme s
'on écarte légerement un tourbillon hors du cerole les autres sont régulierement disposés. Par
contre il devient instable dés que N.

En utilisant le méme style de programme que préuéunt, en en ajoutant une trainée derriére
chacun des tourbillons, on constate bien que leveroent reste stable polr= 6, aprés un grand
nombre de tours, tandis qu'il finit par devenirtaide poulN = 7, et encore plus nettement pdlx 8

(figure 4.

Figure 4: Position des tourbillons apres un grand nomler¢odrs, poulN = 6, puis 7 puis 8de
gauche a droite



