Calculs numériques

formules de calcul, polynébmes, programmation, exerces corrigés

Dans ce chapitre, nous rappelons les principalesuies de calcul, en commencant par traiter
les nombres écrits en binaire, particulierementoirignts en informatique. Nous insistons aussi sur
les calculs de polynémes, avec les programmesspmmelants.

1. Les nombres en binaire

On travaille habituellement en décimal, c’est-a&dn base 10 : les nombres que nous utilisons
sont formés d’'une succession de chiffres compriseed et 9. En lisant un nombre entier (sans
virgule) de droite & gauche, on a le chiffre dedégn puis le chiffre des dizaines, puis celui des
centaines, des milliers, etc. Cela veut dire quiambre qui s’écrit 329 est égal a 3.100 + 2.10 + 9.

Mais il existe d’autres bases possibles. Un ordimase préte bien au calcul le plus simple, du
style oui-non. Il s’agit du calcul en binaire, emsb 2, avec I'utilisation exclusive des deux ch#fo
et 1. Par exemple le nombre qui s’écrit en bind0@11 est égal &

Ix2%+ 0x 22+ 0x 22+ 1x2'+ 1x2°= 16 + 2 + 1 = 19 en décimal. Nous allons voir canm
effectuer la conversion binaike décimal.

1.1. Comment passer du décimal en binaire ?
Par exemple le nombre (en décimal) 13 s’écrit enite 1101, soit :

1.2+ 1.2+ 0.2+ 1.2= 13 en allant des poids forts aux poids faibtessi I'on préfére 1011,
soit 1.2+ 0.2+ 1.7+ 1.2 = 13 en allant des poids faibles aux poids forts\oa peut y ajouter
autant de 0 qu’'on le désire. Par exemple 13, cdris’ 1011 sur une longueur minimale 4, peut
s'écrire sur une longueur 6 sous la forme 101108llant des poids faibles aux poids forts.

Pour obtenir ce nombre, on commence par divisgrak®. Avec 13 = 12+ 2. (0.2 + 1.2 +
1.2), la division donne comme quotient 6 et commeerdstce qui constitue le coefficient du terme
en 2, soit le premier chiffre dans I'écriture en bimaén allant des poids faibles aux poids forts.

Puis on recommence avec le quotient 6 £0.2.2'+ 1.2. On le divise par 2, d’ou le nouveau
quotient 3 et le reste 0, qui est le deuxieme whiffans I'écriture en binaire de 13. Les restes
successifs des divisions par 2 donnent I'écriturébi@aire des poids faibles au poids fort. Et I'on
fait autant de divisions que I'on désire de chdfdans I'écriture en binaire. Si I'on en veut leimso
possible on s’arréte lorsque le quotient est nul.
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On passe d’'un quotiegtau quotient suivant par division par 2. Pour hamnser les notations,
on appelle aussjle nombre initial, ici 13.



nombre=13 /t'est un exempl¥; g=nombre ;
while (q '=0) { r=q%?2 ; afficherr; gq=q/2 ;}

Variante : On veut avoir tous les nombres en béngiri s’écrivent aveP chiffres. Par exemple
pourP=3, on écrit en binaire tous les nombres de d-a2= 7, ce qui donne :

000 001 010 011 100 101 110 111, ckamumbre étant écrit en allant des poids faibles
aux poids forts. Il suffit pour cela d'effectueracjue foisP divisions. Voici le programme complet,
avec les déclarations préliminaires.

#include <stdio.h>

#include <math.h>

#define P 5 /fci pour avoir tous les nombres ayant cing chiffessbinaire*/

int main()

{int nombre,q,i,r;

for (nombre=0 ; nombre < pow(2, P) ; nombre++J pew(2,P) donne2*/

{ g=nombre ;

printf("\n%d: ", nombre); /6n va a la ligne et on affiche le nombre décithal
for(i=0 ;i<P ; i++) {r=q%?2 ; printf(« %d >) ; q=q/2 ;} /*nombre en binaire/

getchar() ;return O ;

}

Remarguons que si I'on veut passer d'un nombreéeimtl a un nombre en baNeil suffit de
remplacer 2 paN dans les programmes précédents.

1.2. Comment passer du binaire au décimal ?

On part d’'un nombre écrit en binaire sur une longle en allant des poids faibles aux poids
forts. Il est placé dans un tableblilL]. On calcule les puissances successives de Zisenf une
multiplication par 2 & chaque fois, ce qui s'éafitsi :

puiss2 = 2* puiss2en partant dpuiss2=1 On prend ou on ne prend pas cette puissance selo
qu’ily a 1 ou 0 dans le table&f]. Les résultats sont ajoutés au fur et & mesans dine variable de
cumul A la fin cumulcontient le nombre en décimal. D’ou le programme :

déclarer et remplir le tableah[L]

puiss2=1 ; cumul=b[0] ;

for(i=1; i<L; i++) { puiss2=2*puiss2; if b[i]==1xumul+=puiss2; }
afficher cumul

2. Les divers types de nombres

On appelle :

N I'ensemble formé par les nombres entiers natuiétf0,1,2,3,...}

Z l'ensemble des nombres entiers rela#dfs{ ..., -3,-2,-1,0,1, 2, 3, ...}

D I'ensemble des nombres décimaux, qui sont les nesna virgule ayant un nombre fini de
décimales derriére la virgule, comme 3,137 ou -8F9lls peuvent aussi s'écrire avec une infinité
de chiffres derriere la virgule a condition de eertiner par une infinité de 0. Ces nombres sont

. a .
aussi tous de la formeo—n aveca entier.
1

Q l'ensemble des nombres rationnels, qui sont degiéms de deux nombres entiers, comme
1/3 ou — 56/19.



R I'ensemble des nombres réels, s’écrivant avecvirgale et une infinité de chiffres derriére la
virgule, comme 1/3 oy2. L’ensembleR est formé des nombres rationnels (comme 1/3) &t de
nombres non rationnels, dits irrationnels (corrmf‘}_?s).

Ces ensembles sont emboités les uns dans les autres

NOzODOQOR
(le symboleld indiquant qu'un ensemble est inclus dans un autre)

Exercice 1: Montrer que\/z est un nombre irrationnel

Faisons un raisonnement par I'absurde. Supposans/zigoit un nombre rationnel. Il s’écrirait

alors /2= a/b, soita = b+/2 ou encorea® = 2b°. Faisons appel au théoréme fondamental de
I'arithmétique, qui dit que tout nombre entier sitde facon unigue comme produit de nombres
premiers. Les nombresetb se décomposent chacun en produit de nombres peea@mme 2, 3,
5,7, ...), Un exemple : 12 Z23. Notammena possede soit zéro 2, soit un 2, soit deux 2,[zc.
méme poub. A son tour le nombre au ca@@posseéde soit zéro 2, soit deux 2, soit quatréc2; é
contient un nombre pair de 2. Et de mémeMais sia’ posséde un nombre pair de &’ 8n a un
nombre impair. On ne peut jamais avefr = 2 b°. On tombe sur une contradiction. Notre

supposition était fausse. Conclusiod2 est un nombre irrationnel.

Exercice 2: Montrer que tout nombre rationnel peut s’écrire awene infinité de chiffres
derriére la virgule, avec a partir d’'un certain memt la répétition infinie d'un méme bloc de
chiffres. Conséquence : un nombre irrationnel stéavec un nombre infini de chiffres derridee
virgule, sans qu'il y ait jamais la répétition infe d’'un méme bloc de chiffres.

Réponse dans Ehapitre 11sur I'arithmétique.
Exercice 3: Comment fabriquer un nombre réel quelconque ?

Il suffit de prendre un nombre au hasard entre® et de recommencer éternellement, en ayant
mis une virgule quelque part. On obtient une sdéechiffres qui est un nombre réel quelconque.
Conséquence : En fabriquant ainsi un nombre régllcqnque, la probabilité d’avoir la répétition
infinie d’'un méme bloc de chiffres est nulle, omura quasiment jamais un nombre rationnel. Cela
indique qu’il y a infiniment plus de nombres irainels que de nombres rationnels.

Revenons maintenant & la réalité. Un ordinatewailla dans le fini (comme I'étre humain
d’ailleurs). Jamais on ne pourra construire uneeasgion de chiffres infinie sur une machine.
faudra bien s’arréter. Les nombres traités parmaehine ont tous une limite de taille. Au-dela de
cette taille, en regle générale, tout se passe eosiinn’y avait que des 0. D’ou la notion de
nombres flottants, qui sont une péle approximaties nombres réels. Ceux-ci ne font partie que de
I'univers parfait des mathématiques.

Propriété : L'ensemble des nombres rationnels est dénombrabl€elui des nombres réels
ne I'est pas (on dit qu'’il a la puissance du contim).

Un ensemble est dénombrable lorsque 'on peut noteretous ses éléments, autrement dit on
associe a chaque élément un nombre entier. Un morabionnel positif ou nul est une fraction de
deux nombres entiers naturels. Placons-nous danmspdéne et prenons les points a coordonnées
entieres dans le quart de plan positif. Chacunedepoints, formé de deux nombres qui sont ses
coordonnées, peut représenter une fraction deeaes tbmbres, c’est-a-dire un nombre rationnel.
On pourra numéroter les nombres rationnels sipent numéroter les points a coordonnées entieres
dans le quart de plan. Voici un moyen de le faieg,montées sur les diagonales successives :



Finalement, on peut considérer qu'il y a autant rdembres
rationnels que de nombres entiers.
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Mais qu’en est-il avec les nombres réels ? Contsatmus de prendre les nombres réels dans [0
1[, qui s’écrivent tous avec un 0 a gauche dergule, et une infinité de chiffres apres la virgule
Nous allons montrer que I'on ne peut pas les nut@etous, en utilisant la méthode de la diagonale
élaborée par Georg Cantor vers 1880, ce qui fiaten a I'époque.

Faisons un raisonnement par I'absurde. Imaginoms I'gm ait trouvé —miraculeusement- un
moyen de les numéroter. Cela donne :
1:0,314159...

2:0,253894 ...
3:0,14568...
4:0,126822...
5:0,896486...
etc.,

et tous les nombre réels sont censés étre numérotés

Prenons alors les chiffres soulignés situés sdidgonale, ce qui donne le nombre 0,35933.....
Enlevons maintenant 1 a chacun de ces chiffreséderta virgule (et si c’est 0 mettons 9). On
obtient un nombre réél = 0,24822... Ce nombrA ne peut pas étre le nombre numéro 1, (car ils
ont un chiffre différent au moins) ni le hombre ranm 2, ni aucun des nombres numérotés. Il n'a
donc pas été numéroté, contrairement a ce qui ét@iannoncé. On tombe sur une contradiction.

L’ensemble des nombres réels n’est pas dénombrable.

3. Les deux opérations sur les nombres réels

Il s’agit de I'addition et de la multiplication. kedeux autres opérations, soustraction et division,
s’en déduisent :

Soustraire, c’est additionner 'opposéa:— b = a +(-b)

. - . a — - . .
Diviser, c’est multiplier par I’mverse:B =a.b L. Seule la division par O est impossible.

Distributivité de la multiplication par rapport a I'additiom (b + ¢) = ab + ac.
Quand on passe @b + ¢) aab + ag on dit que I'ondéveloppe(passage d’une multiplication

a une addition).
Quand on passe @b + ac a a (b + ¢) on dit qu'onfactorise, aveca facteur commun.

4. Egalités, inégalités

.Onatoujoures=b < a+c=b+c ' On ne change pas une égalité quand on ajoute’on g
enléve le méme nombre des deux cotés.

! Le symbole~ se lit « équivaut & ». Il indique une équivaleaaouble sens : si=b alorsa+c=b+c,
en ajoutant des deux cotés. Et inversemenasic = b + ¢, alorsa = b (en soustrayarnt des deux cotés)



« Avecc différent de 0, on a toujouss=b = ac=bc 2

~Sia=betc=d, alorsa+c=b+d etonaaussac=bd
Pour les inégalités, il faut faire plus attention :
«Onatoujoura<b <« a+c<b+c
« Si l'on a a < b et que I'on multiplie des deux c6tés par un nontbpositif, I'inégalité est
préservéeac<bc
Sil'on a a < b et que I'on multiplie des deux c6tés par un nontmégatif, I'inégalité change
desensac>bc?
Avecc strictement positif, a<b < ac<bc
«Sia<betc<dalorsa+c < b+d
« Aveca, b, c, dtous positifs silonaa<b etc<d, alorsac<bd
Reglepour prouver une inégalité
Dans les problémes, lorsqu’il est demandé de démeronhe certaine inégalité du stye< b,
comment faire ? On a intérét a former la différelneeaet par des égalités successives, on arrive a

un résultat simple ou I'on voit que le signe essitifo Au lieu de travailler sur une inégalité, on
traite des égalités et on se ramene a un problersgde.

Exercice 4

On considére deux nombres réels a et b tels qua & k. Montrer que :

<\/_b<_< h

Il'y a quatre inégalités a prouver. On forme Id&dénces :

» 2ab _ _ 2ab- £-ab_ dbr 2 0 tout étant positif, d'ot2? 5
a+b a+b at b a+ b

* \/_b Zab \/_b(l— 2\/_b \/;b at b—2\/_b \/— (\/_a‘\/_bz by &V Y S5 dou

\/a)z 2ab
a+b
2
. a+b_\/£:a+ b—zzx/zb: (x/_a—zx/_b >0, d'ot &P, /ap.
2
* b a+b 2b- a—b b—a>0 doll b a+t
2 2 2

2 0n n'a pas I'équivalence- sic est nul. Car dans ce caa,= b entraine biem c= b c (tout est nul),
mais par contre a partir @c=b ¢, on n’a pas le droit de diviser pae 0, et I'on ne peut pas en déduire que
a=bh.

3 En effet formonsb c —a & c (b - 8 <0, carc <0 etb — a> 0, d’ou finalementb c < a ¢



Remarque : On appellm:a_;b la moyenne arithmétique deetb, g =+/ab leur moyenne
géométrique, ethzzit:) ou encore—1=§1 +_i Yeur moyenne harmonique. On vient de
a+ a

montrer quén <g<m.
5. Opération puissance
Définition

a"=ax axa...x a répétés fois, pourn entier naturekl, eta®= 1. Dansa", le nombren est
appelé I'exposant.
Cette définition est ensuite élargie aux entiegatiés, en prenarg™" :i,

an

P 1
puis aux nombres rationnela¥ = (%)p, en particuliera 2=./a. Plus tard on I'étend méme a
des exposants qui sont des nombres réels quelcgreus’aidant de la fonction exponentielle.

Formules

Il existe trois formules sur les puissances, efphas :

1) aP*9=aPal
2) (ap)q - apq

3) (ab)"=a"b"

Exercice 5: Jeu de puissances

Imaginons que I'on veuille calculer sur ordinatane grosse puissance d’un nombre, comihe 2
par exemple. Passons outre le fait qu'il risque aligir un dépassemehtll suffit de faire 2’ =
2.2.2....2,soit 36 multiplications (ou 371'sh part de 1). Le programme se réduit a :

nombre=2; exposant=37; puiss2=1 ;
for(i=0 ; i<exposant ; i++) puiss2=2*puiss?2 ;
afficher puiss2

Il existe une meilleure méthode, demandant moinsaleuls. On commence par écrire 37 en
binaire, soit 37 = 32 + 4 + 1, le nombre en binaitant 100101 dans l'ordre des puissances
décroissantes, ou bien 101001 dans l'ordre desgnigs croissantes. On a alots=22""*"%? =
2'x 2*x 2*2 Pour la programmation, on fabrique la suite désgances :

2202220, 28,21, 2% ce qui revient & élever au carré a chaque fois.

Et selon gqu'il leur correspond un 1 ou un 0 daéerlture en binaire, on prend cette puissance ou
on ne la prend pas pour le calcul d& Einalement, on n’a fait que 6 multiplications, lew de 36.

nombre=3 ; exposant=37 ; puissance=1 ; resultat=1 ;
g=exposant ;

4 En fait on calcule souvent une forte puissancerser®’, mais en se ramenant modulo un nomire
donné Les calculs se font alors entre fhdt, et il ne risque pas d'y avoir le moindre délemnént. Si ce n'est
pas le cas, on a intérét a déclarer les nombréstéants(float) ou mieux encore etiouble



while (q '=0)
{ puissance=puissance*puissance ;
r=q%2 ; if (r==1) resultat= puissance*restjta
q=q/2 ;
}

afficher resultat

6. ldentités remarquables

(a+b)?=a’+2ab+ If (a h?= &-2ab B
a’~b*=(at+h(a

(a+b)®=a+3a’b+r3af+ B (a D= 8-3 & b3 ab |
a®-p*=(a-b(L+ ab+ B) a+ B=(a }§f & ab H

Généralisation Formule du bindbme

(a+h)"=Qd'+Gdtbr G&26+..+ ¢ B
_n(n=-1)(n-2)...(n—- pt+1)
Q = o

avec

7. Racine carréeda

Définition

Prenons un nombrea positif ou nul. La racine carrée dea que I'on note \/5
est le nombre positif ou nul qui, élevé au carré,ahnea.

Cette définition comporte trois faits distincts :

» Laracine carrée d’'un nombaeexiste si et seulementaiest positif ou nul (si le nombeeest
négatif, il est impossible de trouver un nombre @levé au carré, donneraitpuisqu’un carré est
toujours positif ou nul).

» Une fois que la racine carrée existe, elle eshamar toujours positive ou nullex'/a >0.

« Laracine carrée est telle q@¢a)’ = a.
Propriétés

1) Aveca etb positifs ou nulsyab = Ja/b. On peut casser une racine carrée en multiplicatio
(et aussi en division§.

Remarque : sk etb sont tous deux négatifs ou nuls, onagb= 0, d’'ou Jab existe, tout comme

J-a et/-b, et la formule s'écrit/ab = V—aJ/-b.

2)va? =a si a est positif ou nul, ou a-si a est négatif. Ou encoréaT2 =|al.

® Attention : cela n’est pas vrai pour I'additior/a + b n’est pas (du tout)/a +b.



3) Aveca etb positifs ou nuls,a®= b? équivaut & = b.
Ou encore, avez etb positifs ou nuls,a= b équivaut afa=+b.

4) L'équationx’= a , du second degré a une inconmuaveca donné, n'admet aucune solution
si aest négatif, et en admet deuxasest positif ou nul x = iJE.

5) Lorsquex (=0) augmente, sa racine carré& augmente.

6) Lorsquex est entre 0 et 1< x, ou encorex < \/; Lorsquex est supérieur ou égal a ££=

X, OU encorex = \/;

Remarque pour la programmation

Pour utiliser les fonctions mathématiques du laedagil faut d’abord intégrer la bibliotheque
correspondante, en faisa#itnclude <math.h>. Pour faire une puissance, on dispose de la fumcti
pow(), par exempleow(2,5) raméne 2= 32. Pour faire une racine carrée, on a la fonctigrt(),

par exemplesqri(64) raméne\/a: 8.
Quantité conjuguée

Par définition la quantité conjuguée @erby/c est a-by/c. On peut alors transformer une
expression comme celle-ci :
a+bJ/c= (a+bVe)(a-h/g = g- 8« ou I'on a multiplié en haut et en bas par la giént
a-bJ/c a-b/c
conjuguée. On verra plus tard, et en de nombreusessions, I'intérét d’une telle transformation.
En particulier dans I'exercice suivant.

Exercice 6

Montrer que parmi les triangles isocéles inscrigmd un cercle, celui qui a
un périmétre maximal est le triangle équilatéral.

Pour cela :

1) Prendre un triangle isocele ABC inscrit dans leaterde rayon
1, comme sur le dessin ci-contre. On pose OD =wecx entre —1 et
1. Déterminer son demi-périmétre p en fonction.de x

On a p =DB + AB. En appliquant le théoreme de Pythagore dans
OBD etADB, on trouve queDB? =1 — X et AB? = (1+)?+ 1 -¥ =
2(1 +x).

A D’ou p(X) = v1- x2 +24/1+ x

2) Calculer la dérivée p’(x) et déterminer son sig@enclure.

p'(X) =- X 4 V2 _ 72x+y2(7X) o yoit que sk est négatifp’(x) est positif. Mais
Vi-x2  2/1+x 21- 2
que se passe-t-il pow positif ? Pour s’en sortir, on multiplie en hawtem bas par la quantité
conjuguée du numérateur :



0(%) = 2(1-x)- ¢ _ 2- - 4%
21-x2 (J20-x)+ x) &+ (20 x ¥ x
1-x- 2%

V1-x2 (2= x)+ 2x)

Pourx = 0, le dénominateur est positif, @fx) est du signe de 1x— 2¢, qui a pour racines 1/2
et —1. Entre les racines (par suite entre 0 et [H2jinbme est positif. On en déduit les variasiae
p(x). Entre —1 et 1/2p(x) croit, et de 1/2 & (x) décroit. Le périmetre admet un maximum lorsque
X vaut 1/2, ce qui signifie que le triangle est &garal (puisque coBOD) = 1/2, I'angleBOD vaut
60°).

8. Valeur absolue

La valeur absolue d’un nombee notéed|, est le nombra auquel on a gommé son signe. Cela
signifie que : 4| =a sia=0,o0u -a si a<0.

Propriétés

1)ja|2 0
2)la=p|p|
3) latb|< fa] + bl

Regle pratique: En présence d'une valeur absolue, on a souvééitéina la supprimer en
distinguant deux cas, selon que ce qui est soeigstipositif ou négatif.

Exemple : Tracer la courbe représentative d’équatiy = | X |

On distingue deux cas : Si= 0, on ay = X, ce qui donne une demi-
droite. Et six< 0, on ay = - X, ce qui donne aussi une demi-droite. Les
deux demi-droites ont pour extrémité commune l&fpOi La fonction
correspondante est continue Buet elle est dérivable partout sauf en O.

?

9. Polynémes

Un polyndmep(x) est une fonction de la variables’écrivant comme une somme de puissances
dex avec des coefficients. Son degré est I'exposatemhoe ayant le plus grand exposant.

Par exemplg(x) =3 — 2¢ + 1 est un polyndme de degré 3, et on I'a éciitasui les puissances
décroissantes de S'il est écrit suivant les puissances croissartels donng(x) = 1 — 2% + X°.
Plus généralement, un polyndme de dégscrit :

P(X) = an X"+ ane XN+ age XN+ . +a,  avecay # 0.

Un polyndme de degré inférieur ou égall &'écrit exactement de la méme facon, étant entendu
que certains coefficients comrag an.1,... peuvent étre nuls.

Un polynéme de degmd au plus est tout simplement représenté par séiotets successifs de
ay aa, comme un vecteur ayahk1 coordonnées. Pour la programmation, les coefftsi sont
placés dans un tablealN+1]. Nous allons utiliser cela pour faire les deypérations d’addition et
de multiplication sur les polynémes.
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9.1. Addition de deux polynémes

Imaginons que I'on doive additionnet- 2x + 4 etx’+ 3x - 5. Cela donne :

03- 2x+ 4) + ¢+ 3x - 5)=C+ X2+ x - 1. |l suffit d’additionner les coefficients cosgondants
a[i] et b[i] des deux polynébmes. Ou encore additionner lex geateurs des coefficients associés
aux polynémes.

Le programme est immédiat, en prenant pdue degré du polynéme de plus haut degré.
for(i=0 ; i<=N ; i++) c[i]=a][i]+b[i];

Faisons aussi 'affichage de I'opération:

printf(* (*);  for(i=N ;i>=0 :i--) if (a[i]'=0) printf(“%d x"%d", a[il,i);

printf(*) + (*); for(i=N ;i>=0 ;i--) if (b[i]'=0) p rintf(“%d x"%d”", bli],i);

printf(* = ");  for(i=N :i>=0 ;i--) if (c[i]'=0) printf(“%d x"%d”, c[il,i);

9.2. Produit de deux polynébmes

Prenons un exemple ou l'on voit apparaitre tous desfficients méme nuls, avec deux
polynémes de degré inférieur ou égal a 3 (on a@iegré le plus élevé des deux polynémes) :
(G- 2+ Ox + 4)x (0 + X2+ 3x - 5) =+ 3x*— 5¢
—-2'—6C+ 10¢
¥ — 1% + 20
=+ X — 123+ 14¢ — 1%+ 20

Pour développer le produit des polynébmes, on aghrégue terme du premier, et a chaque fois,
on I'a multiplié par les termes du deuxiéme. Ledoibd’'un terme de degiiéet d'un terme de degré
j donne un terme de degrg§ . Le produit des deux polynémes de degré au Iglest de degré au
plus A\.

Pour le programme, on doit d’abord déclarer :
int a[N+1],b[N+1], c[2*N+1] ;
Puis :

remplir les tableawa etb, et mettre le tableaoa 0. Dans la casedes tableaux, on met le coefficient du
terme de degré Dans leurs tableaux, les polyndmes sont ordosals leurs puissances croissantes.

for(i=0 ; i<=N ; i++) for(j=0 ; j<=N ; j++) c[i+j]+ = a[i]*b[j];

On peut aussi s’y prendre autrement. On se dendindeprovient le terme de degkék entre O
et N). Par exemple le terme a&hde I'exemple précédent provient da3] b[0] + a[2] b[1] + a[1]
b[2] +al0] b[3]=1.(-5)-2.3+0.1+4.0=-11.

Pour avoir le coefficient[k] du terme de degré on fait le produita[k] b[0] puis on ajoute le
produitalk-1] b[1] puisa[k-2] b[2], et on poursuit les additions jusqu®] b[K], soit :

k
=Y. a hei
i=0

D’ou le programme :

int a[N+1], b[N+1], c[2*N+1] ;
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Mettre le tableau c[] a 0
for(k=0; k<=2*N; k++)
for(i=0 ; i<=N ; i++) for(j=k-i; j>=0; j--) c[k]+=a[i]*b[j];

9.3. Evaluation d’'un polynéme, algorithme de Horner

Etant donné un polynénf&(x) et une valeur, de x, évaluer le polyndme exy signifie calculer
P(xo). Par exemple, I'évaluation du polyném@— x*+ x + 1 pourx = 1 donne 2.

Comment programmer I'évaluation d’un polynéme dgrdél ?

Une méthode consisterait a évaluer successiverhaigjue terme, d’abord le terme de delgré
puis le terme de degfd — 1, et cela jusqu’au terme de degré 0. Pour le tetendegréN, il faut
N —1 multiplications pour la puissance deet une de plus pour avoay X", puis il en faulN — 1
pour le terme de deghé— 1, etc., soit au tot& (N+1) / 2 multiplications, et en plu¢ additions.

On peut faire beaucoup mieux en calculant progressnt les puissances gedans l'ordre
croissant, chaque nouvelle puissance étdiois I'ancienne, et a chaque fois, on multiplie &
coefficient correspondant a la puissance. D’otrég@amme :

On se donne le degh¢ du polyndme, que I'on déclare par :
float a[N+1] ;

Puis on se donne les coefficients du polynéme pemplir le tableau a[N+1]. On se donne aussi la
valeur dex : x=5./7. ; par exemple. La variablpuissancewa contenir les puissances successivesxd@
partir de puissancex = ,1soitx". Le polyndme est calculé suivant les puissancessantes. Les résultats
successifs a additionner sont placés dans la végiabmul ou I'on meta[0] au départ.

puissancex=1.; cumul=a[0];
for(i=1; i<=N; i++) { puissancex=x*puissancex;umul += a[i]*puissancex;}
printf("%3.5f",cumul);

A l'étapei = 1, c’est 1 — 2 qui se trouve dansumul puis & I'étape 2 : 1 —x2+ 3¢, efc. Le
programme ne demande plus duienultiplications eN additions.

Par exemple, pour le polyndme 1 2 3¢ — 4¢ + 2* + 4x° avecx = 5/7, on trouve 0,90867
(Vérifiez-le).

Une légére variante, appelée algorithme de Horoemsiste a « parenthéser » le polyndme
toujours dans le sens des puissances croissaaitedaiss notre exemple :

1-X+3C-23+2¢+4C=1+x (-2 +X (3 +X (-4 +X (2 +X(4)))).

Le calcul doit se faire a partir de la plus pepiggenthésep@arenthese 4 ici) correspondant a la
plus forte puissance de Puis on passe d’une parenthese a la parenthesatsuen multipliant par
x et en ajoutant le coefficient correspondant dymiine, soit le programme :

parenthese=a[N];
for(i=N-1; i>=0; i--) parenthese=x*parenthese+a]i];
printf("\n%3.5f",parenthese);
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9.4. Interpolation d’'un polynéme
C’est en quelque sorte I'opération inverse de liéaton.

On se donné\ points par leurs coordonnées ), les abscisseg étant toutes différentes. On
veut trouver une fonction polynomiale dont la caurbprésentative passe par depoints. C’est
cela que I'on appelle interpolation. On démontrél gxiste un polynébme unique de degké— 1
dont la courbe passe par Mpoints.

Par exemple, on sait que par deux poirgs o) et i, y;) d’'abscisses différentes passe une
droite unique d’'équationy = a x + b. Plus précisément la pente de la droite £stY1~Y0  (la
X=X
variation verticale rapportée a la variation honizbe) et en exprimant qu’elle passe par le point
(X0, Yo), SOn équation est de la forme :

y—Yo=a(X—Xy) ,douy=ax+y,—ax, et b=y,—ax. Remarquons, pour préparer ce qui

suit, que I'équation est aussi de la forpe X~ % Yo + X% V-
XX X~ X

Par trois points passe une parabole unique d'dmugts a X + b x + ¢. Cette équation s’écrit
aussi :

__(x=%)(x= %) (X=%)(X= %) (x=%)(x ¥
Y =)= %) 2 e (= 9 L (e R %7

Mais pourquoi ? D’abord on constate en développaet
cette équation est du second degré&.e@’est bien I'équation
d’'une parabole. Faisons maintenant x, : on constate que le
premier des trois termes se réduijpdet que les deux autres
termes sont nuls. D’'oy =y, : la parabole passe par le point
(X0, Yo)- On ferait de méme avec les deux autres points. O
vient de trouver la parabole qui passe par les points. En
développant et en ordonnant, on trouverait lesfioberdts a,

b, c correspondant &y =a X’ + b x+c.

Et cela se généralise, avbcpoints indexés de 0 B-1. Profitons-en pour donner I'écriture
concentrée obtenue en utilisant le symbole de sdimma et celui de produif7 :

N-1 N-1
_ _ (x=%)
y=2 Y —
=0 =0 (Xj = %)
i#j
Par exemple pour= 4, cela s’écrit :

ywawwwwwﬂkmeXX L P00 (XK XK XX
(4% Hx % (% X% X% %% (%5)&%)EX)X

089490~ %
Programmation

On se donne le nombMdes points et leurs coordonnées qui sont placées lds tableaux{N]
ety[N] déclarées en flottants ou plutdt éouble Le calcul de la formule précédente fait interveni
'addition de N termes. Le résultat est un polynédme de degré 1 dont on noteoeffi] le
coefficient du terme de degré
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Avant de commencer les calculs, tousdesffi] sont mis a O.
Puis on commence par calculer le terme numéroi®Gsju

(X=%)(X=%)---(% Xx-1)
(%0 = %) (%= %)--.(%~ X-1)

Yo-

Son dénominateur, notiend0] est un nombre que I'on calcule facilement padtiplications
successives. Son numérateur est un produit de fnolgs du premier degré. On entre le premier
polyndmex - x; en notant ses coefficientf0] = —X[1] et b[1] = 1. Puis on le multiplie pat — % ,
ce qui donne un polynédme de defré 2 dont on note les coefficierB§0], B[1], B[2]. On obtient :

B[O] = b[O]*(- x[2])
B[1] = b[1]*(-x[2]) + b[0]
B[2] = b[1]

Cela fait, on met les coefficienBf] dansb[] pour préparer I'étape suivante.

A I'étapek = 3, on multiplie le polynbme précédent a coeffitsed[] par x - X3 (k = 3) ce qui
donne un polynéme de dedeé& 3 a coefficient®8[] que I'on calcule comme précédemment.

B[O] = b[O]*(- x[2])

B[1] = b[1]*(-x[2]) + b[0]
B[2] = b[2]*(-x[2]) + b[1]
B[3] = b[2]

Cela fait on metB[]] dans b[] et on passe a la multiplication suivante, celaqu'a la
multiplication parx —Xy.1.

Puis le polynébme obtenu (de degdié-1) est multiplié pay[0], et enfin divisé padend0]. On
obtient ainsi le polyndme correspondant au ternreéra 0, avec ses coefficients notéeff]. On
en déduit le début du programme :

for(i=0; i<N; i++) coeffi]=0;

b[0]=-x[1]; b[1]=1;
for(k=2;k<N;k++)
{ B[O]=-b[0]*x[K];
for(i=1;i<k;i++) B[i]=-b[i]*x[K]+b[i-1];
B[K]=b[k-1];
for(i=0;i<=k;i++) b[i]=B[i];

}
for(m=0;m<N;m++) {B[m]=B[m]*y[0] }
deno[0]=1,;
for(i=0;i<N;i++) if (i1=0) deno[0]*=(x[0]-x[i]);
for(m=0;m<N;m++) { coeff[m]=B[m]/deno[0]; }

Ce que l'on a fait pour le terme numéro 0, on Raitegour chacun des autres termes, en les
additionnant I'un aprés l'autre. Par exemple lenenuméro 1 est :

(X=%)(X= %)---(X= X-1)
(4 = %) (X~ X)...( %~ %-1)

Y1

Pourquoi avoir séparé le calcul du terme numéroe§ autres ? Parce qu’il est le seul a
commencer paxk — x;, alors que tous les autres commencent tousx parg, ce qui modifie les
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conditions initiales du calcul. Autre différencau cours du calcul, quand on multiplie le polynéme
(X - Xo)(X - X1)... (X-Xc1) par & —x,) lors du cumul des multiplications, le degré diypéme obtenu
n'est pas forcémen, car un des facteurs est enlevé, le terme numér® contenant pas— x;., et

ce terme peut se trouver avant ou aprés le termnéruk lorsquek va de 0 aN —1.

Le calcul des termes du numéra 1 a t = N — 1 se fait dans une grande boucle, et c’estita su
du programme :

for(t=1;t<N;t++)

{

b[0]=-x[0]; b[1]=1; degre=1,;

for(k=1;k<N;k++) if (k!=t) /*noter quek n'est plus le degré des polynémes, a
{degre++; cause du trok # t ; il faut gérer le degré par une
B[0]=-b[O]*x[K]; variable particulieredegre */
for(i=1;i<degre;i++) B[i]=-b[i]*x[K]+b[i1];  B[degre]=b[degre-1];
for(i=0;i<=degre;i++) b[i]=BJi];

}
for(m=0;m<N;m++) {B[m]=B[m]*y[t];}
deno[t]=1.; for(i=0;i<N;i++) if (i!=t) deno[t]=(x[t]-x[i]);
for(m=0;m<N;m++) { coeff[m]+= B[m] / denol[t]; }

}

Il ne reste plus qu'a tracer la courbe correspondan polyndbme de degrB-1 dont les
coefficients sont dansoeff], et a vérifier qu’elle passe bien par points que I'on s’est donné.

RGN

Un exemple avec 8 points et la courbe d'interpotati

10. Exercices

10.1.Un produit soldé & 75% vaut 50 euros. Combien tdlavant les soldes ?
Rappelons que 75% signifie 75/ 100 = 0,75.

Appelonsx le prix du produit avant les soldes. Il est dimige75% lorsqu’il est soldé, soit

X— (75/100) = 50
X—0,75x =50
0,25x =50

X = 200 euros.
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10.2.a) Sur le dessin suivant, on dispose un point M tel 4M = BM. Quelle est la position de
M sur [A’ Bl ? On posera x = AM?

Appliguons le théoreme de Pythagore dans les tgarrgctangle8’MA etB'MB :
x>+ 9 =MA? et (5 x)*+ 16 =MB?. AvecMA=MB:

X¥+9=(5x°%+16
X¥+9=25-10x %+ 16
10x = 32

X=3,2

b) Construire géométriguement le point M.

PuisqueAM = BM, M est sur la médiatrice dA]. Il est aussi surA’ B’), d'ou a l'intersection
des deux droites.

10.3. Montrer que parmi tous les rectangles ayant la méine A, le carré est celui des
rectangles qui a le plus petit périmetre. On pouagpeler x et y les longueurs des cbtés des
rectangles, et p = x +y le demi-périmetre.

Ramenons nous a une seule inconruen écrivanty = A / x. Le demi-périmétrg est une
fonctionp(x) telle quep(x) = x + A/ x. Dérivons p'(X) = 1 —A/x’. La dérivée s’annule pouf = A,
d’'olix = </a puisquex est positif Lorsquex augmenteA /2 diminue, — A /x? augmente, donc la
dérivée passe du signe — au signe +. La fong@nadmet un minimum, obtenu poxfr= A, d’ou
X =Yy, et I'on a bien un carré.

10.4. On rappelle que la vitesse V est égale a la digtahparcourue divisée par le temps t que
I'on a mis pour parcourir cette distance (soit d\&t, ce qui sous-entend que la vitesse est restée
constante pendant le temps t, ou encore c’'estéasé moyenne).

a) Une voiture roule a 60 km/h pendant une heure @@ km/h pendant une heure. Quelle est
sa vitesse moyenne ?

En deux heures, la voiture parcourt 150 km. Sasseanoyenne est 150 / 2 = 75 km/h. Il s’agit
de la moyenne arithmétique de 90 et 60.

b) Elle roule & 60 km/h pendant deux heures puis &ih pendant une heure. Quelle est sa
vitesse moyenne ?

® |l s’agit d'un probléme classique, ainsi posé phiKaragi dans sotivre suffisant sur la science de
I'arithmétique (années 1000 au Moyen Orient) : Sur les rives s@g® d'un fleuve large de 50 aunes poussent
deux palmiers I'un en face de l'autre, le premigathde 20 aunes, et 'autre de 30 aunes. Au someseteux
palmiers se trouvent deux oiseaux qui apercoivdatsurface un poisson. lls se précipitent touddmsx en
méme temps sur le poisson et I'atteignent en mé@&mes. Il faut trouver le point de rencontre desaix et
la longueur (identique) du chemin parcouru par ohadcCe probléme est une application du «théoréme
de Pythagore », fort connu aussi en Chine etéa In
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En trois heures, la voiture parcourt 120 + 90 = R&0 Sa vitesse moyenne est 210/ 3 = 70
km/h. Il s’agit d’'une moyenne pondérée.

c) Elle route entre deux villes A et B a 60 km/h de B\ puis & 90 km/h de B & A. Quelle est sa
vitesse moyenne ?

Appelonst; le temps mis pour parcourir la distarttde A a B, soitd = 60t;. De méme avet
temps mis pour aller daA : d = 90t,. On en déduit; =d/ 60,t, =d/ 90, et
t1+t2:d/ 60 +d/ 90.

D’autre part, en appelahtla vitesse moyenne :®=V (t; +t,), out; +t, =2d/ V.

En égalisant,@/ V=d/ 60 +d/ 90

2/V=1/60+1/90

2/V=5/180

V=2360/5 =72 km/h. Il s’agit de la moyenne hanmae entre les deux nombres 60 et 90.

Pour aller plus loin(si vous étes mordu !) :

10.5. Un petit avion fait du 150 km/h. Il effectue unesdtetour entre deux villes A et B
distantes de 308 km. Le vent souffle de A veraBitesse de 'avion est augmentée de celle du vent
dans le sens AB, et diminuée d’autant dans le Bé&nsCalculer la vitesse du vent sachant que
'avion met une demi-heure de plus au retour qlafidr ?

Appelonsv la vitesse du vent; ett, les temps mis par I'avion a I'aller et au retddn a :

(150+v)t, = 30¢€ et (150-v)t, = 30¢ avect, —t, =0,5. On obtient I'équation en:
308 308

150-v 150+v

solution positive est v = — 6164401956 = — 616 + 634 = 18 km/h.

=0,5, ce qui donne aprés calcus + 1232v — 22500 = 0. La seule

10.6.Une armée s’étire sur 50 km de long, et avancdessg constante. Un messager part de
I'arriere pour délivrer un message a I'avant, pilisevient a I'arriére, toujours a la méme vitesse.
Pendant sa course, I'armée parcourt 50 km. Quedtdaedistance parcourue par le messager ?

Indication : en appelant V la vitesse du messagercelle de I'armée, on aura intérét a utiliser
comme inconnue x =V /v.

Appelonst; le temps mis par le messager de l'arriere a litda I'armeée, et, le temps mis au
retour. A I'aller, le messager parcourt la distavdetandis que I'armée avance g, ce qui donne
I'équation :V t; = v t; + 50. Au retour, le messager parcourt la distanteet I'armée avance de
Vv t, ce qui donne I'équationV/ t, = 50 —v t;. Enfin, pendant le temps + t,, 'armée a parcouru 50
km, soit la troisieme équation( t; +t,) = 50.

Les deux premiéres équations se réécrivelrrt:ﬂ, t, =ﬂ ,d’ou

V-v V+v

1
V+ vV
1 1 1 1 2X

+ )=1 ou encore + =1, -
V-v V+v x-1 x+1 X" -1

comme seule solution positive 12

t +t,=50 (\/ 1_ y + ). Combinons cela a la troisiéme équatiq(t; +t,) = 50.

v (

=1, x> — & — 1 = 0. Cette équation a
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La distance totale parcourue par le messagdd est (t; +t,) = !v (t, +t,) = x50. Finalement,
v

D =50 (1 ++/2) = 120,7 km.



