ll. Etirer et plier : le chaos du malaxage
Attracteurs étranges feuilletés

Nous allons passer des récurrences en une dimegsimme celle de I'application logistique, aux
récurrences en deux dimensions. Cela permettrarélsspr les notions d'attracteurs chaotiques,
d’attracteurs étranges, de bassins d’attractioris demment créer du désordre par des phénomenes
simples et répétitifs? Le pétrissage de la pataia pu le malaxage dans une bétonniére sont des
exemples familiers. Commencons par la.

1. La transformation du boulanger

Prenons un carré, censé représenter de la paia,gppis aplatissons-le de facon que sa longueur
double et sa largeur soit divisée par deux. Ensuiigpons-le au milieu et mettons le deuxieme
morceau par-dessus le premier, ce qui redonne wé feure 1). En prenant comme repére deux
bordures du carré, celui-ci ayant un coté de loagde un point X, y) de la pate a pain est d’abord
transformé en (2 y/2) , puis il reste la si < 0,5 ou sinon il devient - 1,y/2 + 0,5).

Ecrivons cette transformation en binaire. Par exengpointx = 0,1011...y = 0,0110..., aver >
0,5, est transformé edF 0,011.....y'= 0,10110.... Pour simplifier, on condense I'aorit en placant
a droite de la virgule ata I'envers a gauche de la virgule. Le poityj s’écrit ...0110,1011..., et il
devient ...01101,011... Autrement dit, le nouveainis’obtient en décalant d’un cran la virgulesver
la droite. Il en est de méme lorsgue 0,5. Par exemple, le poixt 0,0111...y = 0,0110... devient
=0,111...y' = 0,110, soit en écriture condensée : ...0110,01dlevient ...0110,0111..., ce qui revient
aussi a un décalage d'un cran a droite de la \@rdibla se vérifie dans le cas général.
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Figure 1: La transformation du boulanger.

Répétons maintenant cette opération, comme ldeaibulanger qui pétrit sa pate a pain. Pour
simplifier plagons-nous en une dimension, en éntdemouvement de I'absciszéle comportement
dey est analogue). La fonction agissante s’appeligpliaation décalage. Supposons d’abord gue
soit un nombre rationnel, c’est-a-dire une fractentiers. Son écriture en binaire est toujours
finalement périodique, comme par exemple 5 / 110,6- 4545 45.. Par le jeu des décalages
successifs a droite, va étre transformé en un nombre a I'écriture pigice, et la trajectoire devient
périodique. Par contre giest un nombre quelconque, en ce sens gu'’il nepr@sucun peériodicité
dans son écriture (il est irrationnel) sa trajeetaie finira pas par devenir périodique, et poursui
son cheminement erratique. Si I'on ajoute le fai ¢exposant de Liapounov vaut log 2 > 0, puisque
la dérivée de la fonction est 2, il s’ensuit un mdr@ene de sensibilité aux conditions initiales.
Comme les nombres irrationnels sont infiniment phasnbreux que les nombres rationnels, leur
comportement désordonné va prévaloir, et il seytath phénoméne de mixage dans la pate a pain,
comme le boulanger le sait depuis longtemps, s@msyr voir d’irrationnel. Cela nous permet de
définir ce que l'on appelle une trajectoire chaastiglen une dimension, mais cela s’étend aux
dimensions supérieures).

Trajectoire chaotique : Il s’agit d'une trajectoigei n'est pas aysmptotiquement périodique, et
telle que I'exposant de Liapounov est supérieur a 0



Remarquons la nécessité de ces deux conditiorsgyun nombre rationnel a une trajectoire non
chaotique alors que I'exposant de Liapounov esttifolsa notion d’asymptotiquement périodique
indique la tendance a devenir périodique lorsquaedmbre d’itérations augmente a l'infini. Une
trajectoire finalement périodique est asymptotigeenpériodique, mais l'inverse n’est pas vrai.

Exercice 1 :Fonction décalage et fonction tente

1) L’application décalage en une dimension faitggasde x a x'. Tracer sa courbe représentative.

L’application faisant passer aea x’ est telle qued = 2xsix< 0,5 ou -1 six > 0,5, soit

X = 2x ramené modulo 1 (& la limite poxi= 0,5 ou poux = 1, on fera< = 0)..

Sa courbe se situe dans le carré de 1 sur 1,stlferenée de deux segments de pentiggRre 2

0 1 0 1
Figure 2: Application décalage en une dimenségaucheapplication tent@ droite

2) Modifions maintenant I'expérience précédente,nens rapprochant du geste du boulanger.
Plutét que de couper la pate qu'il a étalée, il phe pour replacer le deuxieme morceau sur le
premier. Le changement est minime par rapport aaipr&cédent. Au lieu de I'application décalage,
on a l'application«tente », & cause de la forme de la courbe représigatde x’ en fonction de x.
Tracer cette courbe et donner son équation.

L’application « tente » s’écrit, en une dimensioti= 2x pourx < 0,5 etx’ = 2(1 —x) pourx > 0,5.
La courbe représentative a la forme dAaufigure 2 a droite.

3) Ecrire le mouvement d’'un point lors d’'un étiremipliage en deux dimensions pour le carré de
pate a pain. Programmer ce mouvement en le répé&armertain nombre de fois. Constater que les
trajectoires, d’'ou qu’elles partent, convergentség point (0,0). Pourquoi I'ordinateur livre-t-te
résultat complétement faux ?

Prenons un pointl (x, y) dans le carré. Lors de I'étiremeM, devientM; tel que :X; = 2X, y; =
y/2. Puis effectuons le pliage, le poMt devenani, confondu aved/; six; < 1, ou tel queNI;M;]
a pour milieu le point (1, 1/2) i > 1, soitx, = 2 —X1, Y = 1 -y, (figure 3 .

Figure 3: A partir d’'un point initial en rouge, on arriag point en vert aprés I'étiremen-pliage.

Le programme suivant permet de répéter ce mouveamensoixantaine de fois :




rectangle(xorig+zoom,yorig-zoom/2,xorig+2*zoom,yphlack);
x0=0.87,y0=0.76; /* point initial */
x=x0;y=y0; filldisc(xorig+zoom*x,yorig-zoom*y,7,id);
for(i=0;i<60;i++) /* boucle des étirements-pliages */
{x1=2.*x; y1=y/2.;
line(xorig+zoom*x,yorig-zoom*y,xorig+zoom*xiorig-zoom*y1,red);
if(x1>1.) {x2=2.-x1; y2=1.-y1;}
else {x2=x1;y2=y1;}
if(x1>1.) demicercle(x1,yD);
filldisc(xorig+zoom*x2,yorig-zoom*y2,2 red);
X=X2;y=y2;

filldisc(xorig+zoom*x2,yorig-zoom*y2,7,greenj* point final */

On constate que le point final est@nquel que soit le point de départ que I'on preiigaire 4,
comme si toute la matiére se concentraiCgrce qui est completement contraire a la réalitéceS
résultat est faux, c’est parce que l'ordinateuvdiée sur du fini. On a vu que le mouvement d’'un
point se traduisait par un décalage de la virgole pn nombre écrit en binaire. Lors de ce décadage
droite, seuk est concerné mais pgsAu bout d’un certain nombre de décalages, quanatieint les
limites de la machine, car le nombre de chiffres m@mbres flottants est limité, tout se passe #u-de
comme si I'on n'avait plus que des 0.

Figure 4: Mouvement d’un point (rouge) lors du pétrissageson arivée finale e (point ver).

4) Reprendre I'application déclage en une dimensienfaire des corrections pour que I'on
retrouve la réalité du mixage. La correction comnsia utiliser des nombres vraiment quelconques. Le
meilleur moyen est de fabriquer une suite de asffy ou 1 au hasard, comme si I'on jouait a pile ou
face. Il s’ensuivra une trajectoire chaotique a tiade la. Dans I'ordinateur, c’est grace au hasard
en fait une suite de nombres pseudo-aléatoiredssadt a un phénoméne déterministe mais lui aussi
chaotique, que I'on obtient du chaos !

Commencons par faire le diagramme en toile d’aesgoorrespondant a I'application décalage,
faisant passer deax’ = 2x [modulo 1]. Comme précédemment, on constate gotau de quelques
dizaines d'itérations, on tombe définitivement 8upuis que I'on y reste indéfiniment. C’est ce que
donne le programme suivant, avec son résultaidigure 6 & gauche

! A défaut d'utiliser une fonctioarc(), on peut faire ce petit programme du demi-cercle
void demicercle(float xx,float yy)
{ double rr,x,y,m;
rr=(xx-1.)*(xx-1.)+(yy-0.5)*(yy-0.5); /* rayon au carré du cercle */
m=(yy-0.5)/(xx-1.); /* pente du diametre M1M2 */
for(x=-0.2;x<2.2;x+=0.001) for(y=-0.7;y<1.7;y®-001)
if (fabs((x-1.)*(x-1.)+(y-0.5)*(y-0.5)-rr)<0.0D && y>m*(x-1.)+0.5)
putpixel(xorig+zoom*x,yorig-zoom*y,red);



x0=0.87; x=x0;filldisc(xorig+zoom*x0,yorig,5,red}* point initial */
x1=2*x; if (x>0.5) x1-=1.; line(xorig+zoom*x,yorigprig+zoom*x,yorig-zoom+*x1,black);
for(i=1;i<60;i++) /* méme avec des milliers d'itérations on reste Isuypoint final 0 */
{ line(xorig+zoom*x,yorig-zoom*x1,xorig+zoom*x¥prig-zoom*x1,black);
xx=2*x1; if (x1>0.5) xx-=1.; if (x1==1.) xx&;
line(xorig+zoom*x1,yorig-zoom*x1,xorig+zoomixyorig-zoom*xx,black);
X=X1;x1=xx;
}

line(xorig+zoom*x,yorig,xorig+zoom*x,yorig-zoom*xllack); filldisc(xorig+zoom*x,yorig,5,green);

Maintenant pour partir d’'un nombre “quelconque”jcvaine fagcon de procéder. Dans un tableau
de longueuN trés grande (quelques dizaines de milliers desaseettons au hasard des O et des 1.
Cette succession de chiffres constitue la partieriege la virgule d’'un nombre en binaire.
L’application décalag®' = 2x [1] revient exactement & décaler d’un cran a gatebs les chiffres en
binaire du tableau, ce qui écrase le chiffre entiposO, gu’il soit 0 ou bien 1. Par la méme ocoasi
on place un 0 dans la derniére case qui était deverde lors du décalage.Deux exemples sont
donnés sur léigure 5

lo[1[1fo]—>1]1]0]0]

0,0110 0,100
[1[1]o]t]—>[1]o]1]0]
0,1101 0,1010

Figure 5: L’application décalage, sur deux exemples eaibén aved\ = 4.

En faisant cela de facon répétée, le nombre sértenpar une quantité de plus en plus grande de 0,
et il n'a rien d'irrationnel. Mais si I'on se comtie de faire quelques milliers d'itérations sur un
nombre qui a une longueur dix fois plus grandestcia partie initiale du nombre qui joue, avec son
aspect quelconque. Du méme coup, le diagrammeilendtaraignée occupe de facon dense la zone
concernée, comme on le constate stiglare 6a droite, grace au programme suivant.

for(i=0;i<N;i++) a[i]=rand()%2;/* remplissage au hasard du tableau a[] */
x0=nombre();; x=x0;filldisc(xorig+zoom*x0,yorig,%d);/* point initial X0 aprés conversion du nombre */
for(i=1;i<=N-1;i++) a[i-1]=a[i]; /* décalage de la virgule d’'un cran */
a[N-1]=0; /* ajout d’'un 0 a droite */
x1=nombre();/* ici x1 est le transformé de x0 */
line(xorig+zoom*x,yorig,xorig+zoom*x,yorig-zoom*xflack);
for(etape=1;etape<2000;etape+*poucle de quelques milliers d’étapes */
{ line(xorig+zoom*x,yorig-zoom*x1,xorig+zoom*x¥prig-zoom*x1,black);
for(i=1;i<=N-1;i++) a[i-1]=ali];
a[N-1]=0;
xx=nombre();/* transformé de x1, converti en décimal */
line(xorig+zoom*x1,yorig-zoom*x1,xorig+zoomixyorig-zoom*xx,black);
X=x1;x1=xx;
}
line(xorig+zoom*x,yorig,xorig+zoom*x,yorig-zoom*xflack);
filldisc(xorig+zoom*x,yorig,5,green);

double nombre(void)* conversion du binaire en décimal, seulement gmuvoir faire le dessin */
{ double div,n; int i;
div=2.; n=0.;
for(i=0;i<1000;i++) {n+=a]i]/div; div=2.*div;} /* inutile d’avoir une trop grande précision */
return n;

}



Figure 6: Application décalage, avec le point initel rouge et le poinr finalen vert A gauche
le résultat donné par I'ordinateur est faadroite on retrouve le malaxage recherché.

Exercice 2: De I'application tente a I'applicatiologistique

Reprendre I'application logistique L lorsque ¢ =p@our ce que I'on a appelé le chaos ultime, tel
gu’on I'a observé expérimentalement. Par le biasla parabole d’équation : y’ = 4y (1 — y) dans le
repére O y y’, l'intervalle de départ [0 1] est traformé en lui-méme, mais aprés avoir doublé de

longueur et avoir été plié. De son cbté, I'applioattente? T, avec sa courbe en forme Alalans le
repere O x X', s'écrit X’ = 2x pour & x < 0,5 et X’ =2 — 2x pour 0,5 < x < 1, Son lien avec
I'application logistique peut étre établi en pratignt le changement de variable y =%imx / 2),
cette transformation U étant due a S. Ulam et h Meumann. Vérifier qu'’il en est bien ainsi. Cela
démontrera le caractére chaotique de l'applicatiogistique pour ¢ = 4, avec une trajectoire de
points qui parcourt de facon dense l'intervalle]pd’une fagon d’apparence imprévisible. Précisons
gue pour d'autres valeurs de ¢ le comportementasgt aussi chaotique d’'apres I'expérience, mais
on ne sait pas démontrer pourquoi.

Prenons un poirnk et son correspondapt sirf zx. >
Puis appliquon3 ax etL ay:
Xt X'=2x0u 2- 2x selon que est plus petit ou plus grand que 0,5.

y= y'=4y(l-y).

Il s’agit de prouver qug = sin’ zX.
Or y'=4sir’ 71x (1- sif 1x )= 4sSiArx coSTx= (2smx casx’ = sin® 21X

Calculons maintenant $imx’ en distinguant deux cas :
.8 0<x<0,5, sifzx = sirf 2zx
.81 0,5 <x<1,sifzx = sinf (2n — 2tX) = sirf 2zx

Finalement, aveg = U(X), on a aussy’ = U(X) lorsquex’ = T(X) ety’ = L(y).
Les deux suites liées I'une a I'application terttéagtre a I'application logistique, démarrant ave
Yo = U(Xg), sont ensduite liées pas a pas par la fondtion

0T oy Lo

lU lU lU
Y0 —> ¥V —3 ¥y —>
LT L

? La suite de points associé a I'application tente bpn répéte, a le méme caractére chaotique gpplication
décalage. Pour faire le lien avec I'applicationidtigue, il est plus simple de prendre I'applicatiente plut6t
que l'application logistique, car la courbeede I'application tente est assez proche de labpdeale I'équation
logistique.

% La fonction U fait passer dex sur [0 1[ ay sur [0 1[. Elle est aussi bijective, son invergang
x=(2/7) Arcsiny .



Cette méthode d’étirement-pliage est a la basdabdmiques de malaxage et de feuilletage. Elles
donnent lieu & des phénoménes chaotiques, deutspgms proches au départ finissant par se séparer
irremédiablement. En reprenant cette idée et gmdeongeant, Michel Hénon, astronome frangais, a
développé en 1976 un modele ou les trajectoiresergant vers ce que I'on appelle un attracteur
étrange et chaotique.

2. L'attracteur de Hénon

Considérons la transformation qui fait passer giamt du planX, y) au point X',y’) avec

'=1+y-ax : ,
{X y en prenanb = 0,3 comme I'a fait M. Hénon.

y'=bx

Cette tranformation est non-linéaire mais seulensensecond degré, elle est inversible, et elle
contracte les surfaces, ce qui est indispensahle quee, lorsque I'on répéte cette transformaties, |
trajectoires convergent vers un ensemble limite.

Pour comprendre son lien avec la méthode d'étiréypiéarge, il suffit de la décomposer, en
faisant :

1) la transformationg = x, y; = 1 +y — a%, qui correspond & un étirement-pliage donnant une
parabole d’axe vertical a partir d’'un segment raortal

2) la transformatiorx, = bxy, Y» =4, qui correspond a un serrage de la paraliote(q,3 < 1)

3) X =¥, ¥ = Xy, qui intervertit les axes, et met la parabole iselo axe horizontafigure 7). On
retrouve bien la relation entre le point initial {) et le point final X, y') de la transformation de
Hénon.

Il s’agit exactement du phénomene d’étirement-gljgzar le biais de courbes lisses (continues et
sans rupture de pente), a la différence de I'apptia du boulanger. L'action répétée de cette
transformation crée un feuilletage. Signalons l'ampnce de la troisieme transformation, car sans
elle il n’y aurait pas de feuilletage.
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Figure 7: A gauchela transformation de Hénon, décomposée en traisedt avec au début un
rectangle aplati, et a la fin un pliage avec étertlLes paramétres samt 1,4 etb = 0,3.A droite
I'attracteur de Hénon, c’est-a-dire la forme obeapres répétitions multiples de la transformation.

Exercice 3 : Attracteur étrange et bassin d’atttam

1) Avec b = 0.3 et a = 1,4, tracer sur ordinateur lajectoire d’'un point (¥ Y) comme par
exemple (0, 0) en pratiquant de facon répétée #mdiormation précédente. Constater qu’elle
converge vers un ensemble de points en forme dgqui n’est pas vraiment une courbe mais plutbt
une sorte de feuilletage. Changer, sans exagéeepcdint de départ de la trajectoire et constater
gu’elle vient se coller sur le méme ensemble lingjte I'on appelle I'attracteur.

Le programme est particulilerement simple, et &iltt obtenu est donné suffilgure 7 a droite

x0=0.; y0=0.; x=x0;y=y0;



for(i=0;i<10000000;i++)
{ newx=y+1-a*x*x; newy=b*x; Xx=newx; y=newy;
if (i>10000)
{ xe=xorig+zoom*x; ye=yorig-zoom*y; putyel(xe,ye,black);
}
}

2) Faire des zooms sur de petites parties de I'enkelinbite pour observer le feuilletage.

On prend une fenétre carrée de eenteey©) et de longueur (par exempld = 0,05) dans la zone
de calcul, qu'il s’agit de grossir sur I'écran avwaee longueut (par exempld. = 500), soit un zoom
deL /1. Puis on prend la trajectoire du point (x0, y@)l'@ ne garde que les points qui sont dans la
fenétre de longuedr(figure 8.

L=500.; I=0.08; xc=0.3;yc=0.2;
zoom=L/l;
x0=0.;y0=0.; x=x0;y=y0;
for(i=0;i<100000000;i++)
{ newx=y+1-a*x*x; newy=b*x; Xx=newx; y=newy;
if (fabs(x-xc)<l/2 && fabs(y-yc)<l/2 && i>1000)
{ xe=L/2+zoom*(x-xc); ye=L/2-zoom*(y-yc)putpixel(xe,ye,black);

Figure 8: Zoom sur une petite zone, ici de centre (03).0,

3) Prendre maintenant tous les points sur I'écramtdes coordonnées x et y dans le domaine du
calcul sont comprises entre -2 et 2. lls se ségaeendeux catégories: ceux dont la trajectoire
converge vers I'ensemble limite précédent et ceunt th trajectoire s’en va a l'infini. La premiére
catégorie est appelée le bassin d'attraction détf&cteur, et I'autre le bassin d’attraction denfini.
Pour améliorer la visualisation, colorier de facdifférente les points du bassin de l'infini selenr
vitesse d’échappée (leur trajectoire traverse pdusmoins vite un grand carré tel que |x|=1000 ou
|y|=1000 par exemple).

Les points Xe ye) de la zone écran sont convertis &nyj de la zone calcul, et a partir de ces
derniers on lance leur trajectoire. Celle-ci a deossibilités, soit s'échapper a I'infini, soit res
dans une zone finie. On considere que le fait dérsdun carré centré e® et de longueur 20
indique que la trajectoire part a 'infini. La vétge d’échappée vers l'infini est prise en compéegi
une palette cycliqueoul ] a base de 4 couleurgure 9.

for(xe=xorig-2.3*zoom;xe<xorig+2.3*zoom;xe++)
for(ye=yorig-2.3*zoom;ye<yorig+2.3*zoom;ye++)
{ x0=(xe-xorig)/zoom; yO=(-ye+yorig)/zoom;
x=x0;y=y0;
for(i=0;i<100;i++)
{ newx=y+1-a*x*x; newy=b*x; x=newx; y=mney;
if (fabs(x)>10. && fabs(y)>10.) { ppixel(xe,ye,coul[i%4]);break; }
}



Figure 9: L’attracteuren noir avec son bassin d’attracti@m blanc Le bassin d’attraction vers
l'infini est colorié en vert, jaune, rouge, bleuj\ant la vitesse d’échappée. Les deux points fdees
I'application de Hénon sont représentés par deintpoouges.

4) Augmenter maintenant a, et constater que I'ateactdisparait. Il ne reste plus que le bassin
d’attraction de l'infini. Colorier les points selola vitesse d'échappée de leur trajectoire, pour a
1,8 par exemple.

Lorsque le paramét@atteint 1,43, I'attracteur disparait brutalemettpar la méme occasion son
bassin d’attraction est remplacé par une zone daspdont la trajectoire part a I'infini, avec une
grande dispersion des vitesses d’échapfigeré 10 a gauche Lorsquea continue d’augmenter, les
vitesses d’échappée s’organisent selon des foridgss figure 10 a droitg.

Figure 10: A gauchele bassin d’attraction vers I'infini occupe toutys a = 1,43. A droite, la
méme situation powa = 1,8, avec des vitesses d’échappée mieux organisé

On sait maintenant ce qui se passe pour 1,4, et au-deld avec la disparition de l'ateact
feuilleté, mais qu’arrive-t-il avant ? Tout commapiplication logistique, la transformation de Hénon
présente un schéma de bifurcations lorsque I'drvéaier le paramétra de Ojusqu’a 1,4 (en gardant
b =0,3). Commencons par chercher les points fixdsgeplication de Hénon. Ceux-ci vérifient :

x=1+y—ax,y=bx ce qui donne

x=0b-1/(b-1%+4a)/2a, y=bx

d’ot deux points fixes dés queest supérieur da, = —(b — 1//4 = — 0,1225. L'un est d’abord
stable (attracteur puits) et l'autre instable (pdigperbolique), comme on peut le constater par le
calcul, puis le point fixe stable devient a sorrtmstable, et donne naissance a deux nouveauxspoin



fixes stables (dés que= 0.37), et ainsi de suite comme pour I'applicafmgistique. Un se divise en
deux, des bifurcations apparaissent, jusqu’a I'efipa de I'attracteur chaotique qui se développe
jusqu'a a = 1,42. Pour le constater, il suffit de tracer taube donnant les abscissedes fins de
trajectoire & partir d’'un point initiakg, yo), en fonction de digure 11",

X

Figure 11: Schéma de bifurcations lors de la transition \eishaos de I'application de Hénon.

3. Notions d’attracteur étrange et d’attracteur chaotique

Lorsque la trajectoire d'un poimg, sous I'effet répété d’'une application, finit =& coller sur un
ensemble de points qui peut étre réduit & un gaimioint fixe stable) ou a un cycle de pointsaou
un ensemble infini et dense de points situés damrszone finie, comme pour la transformation de
Hénon, cet ensemble est appelé ensemble limitelpqaintx,. Plus précisément, la trajectoire d'un
point X, possede un ensemble limite si chaque point deramble limite est approché d’aussi prés
gu’'on veut par des points de la trajectoire, ea ¢efiniment souvent. Cet ensemble est globalement
invariant sous l'effet de la transformation. Il egtpelé attracteuguand il existe toute une surface
dont les points ont leur trajectoire convergeams e méme ensemble limite. La surface en question
est le bassin d'attraction de l'attracteur. Lorsdisdtracteur présente une structure fractale,
notamment feuilletée comme l'attracteur de Hénbamsi dit attracteur étrange. Quand la trajectoire
issue d’'un point de I'attracteur est chaotique gpndant des phénomenes de mixage et de sensiblilité
aux conditions initiales), il est dit attracteuackique.

Encore convient-il gu’un attracteur existe. Uneditian nécessaire pour qu'il en soit ainsi est que
I'application faisant passer de, (y) & ', y') contracte les surfaces. Ainsi, une surface afg;
soumise aux effets répétés de I'application, va gon aire diminuer a chaque étape, pour venir
finalement se coller sur lattracteur. Au contraiome application dilatante provoquerait un
grossissement infini d’'une surface au départ fiempéchant toute formation d’un attracteur.

Comment savoir si l'appliation est conractante @&nBns un pointg, yo) et plagcons-nous dans un
petit voisinage de ce point avec un poixty). Commex — X, ety — Y, sont proches de 0, on peut
négliger les termes de la forme—{ xy)" et § —yo)" lorsquen > 1 dans le développement en série de
I'application. Celle-ci, qui s’écrix’ = f(X, y), Y= g(X, y), peut étre linéarisée, en ce sens que l'on ne
conserve d’elle que les termes du premier degné-en, ety —Yo. L'application s’écrit alors sous
forme d’'une matrice :

* Cela signifie qu’en faisant quelques milliers éritions pourx, y) on ne garde que le dernier millier de points.
On va ainsi trouver, lorsque augmente a partir de 0, la présence d'un poim fun milier de valeurs de
identiques), puis d'un cycle fixe de deux pointsgu’'au développement final de la zone chaotique.
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Son déterminant en valeur absolue est égal a kditenue aprés I'action de I'application sur une
aire unité. Par exemple, pour la transformationHg®on, si I'on prend un point au voisinage de
I'origine O, le déterminant s’écrit :

0

=-b
b

et il y a bien contraction polr= 0,3. Toute surface située dans le bassin d'sitraau voisinage de
O va au fil des itérations voir son aire tendre \@ret elle va venir se coller sur I'attracteur.i®a
remarquons qu’une surface située dans le bassitragtion de I'infini devient elle aussi nulle, san
gu'il y ait un attracteur dans le fini.

Exercice 4 : Un attracteur chaotique mais pas dwtetrange

Prendre I'application en polaires faisant passerghint (r, ) au point (r',6") par

rr=+r
{9‘ =26

Montrer gu'’il admet un attracteur simple, quel cgait le point initial (g, o) autre que O.

Supposons d'abong > 1, et montrons que la suite est décroissaniter,$p< r,, pour toutn, et que
I'on a aussi, > 1. Pour cela, faisons un raisonnement par réoae:.

» ro>1etr, =/r, <r,r,-r,<0, laformule est vraie au départ.

« Supposons que l'on ait.; —r, < 0 & un certain rang, ainsi quer, > 1, et montrons que cela
reste vrai au rang suivant :

Mig—Ine1 = \/_ \/_ \/L*l \77 <0 et d’autre partr,, =\/E >1 carr,>1.

La suite () étant décroissante et minorée par 1, elle admetlimite R, et cette limite vérifie la
relation de récurrence, soRzJﬁ d'ou R = F. CommeR ne peut pas étre nul, il redRe= 1. Les
points de la suite convergent sur le cercle dereénet de rayon 1.

Si I'on prend maintenant, < 1, le méme raisonnement conduit au fait queulidesf) est
croissante aveec, < 1, et que les points de la suite convergentiauss le méme cercle que
précédemment.

La suite des points,(#) admet ce cercle ou une partie de ce cercle coatiraeteur. Si I'on prend
en pluséd qui double & chaque étape modutg 8t qued est de la forme: 2z, oua n'est pas une
fraction d’entiers, les points,(#) décrivent de fagon dense le cercle, avec unaigolchaotique sur
ce cercle, car le fait de se ramener modul&voque une évolution erratique de la courbea cel
étant confirmé par la sensibilité aux conditiongiafes, deux points voisins ayant leur distancé qu
double a chaque étape. On obbtient le cercle coattracteur chaotique, mais pas du tout étrange.

Exercice 5 : Bassins d’attraction a géométrie coraxd
Reprendre la transformation de Hénon, mais en pména= — 0.3. En faisant varier le paramétre
ade 1 a 3, constater que la frontiére du basé&uttihction de I'attracteur passe d’une structuiede

a une structure fractale.

On constate que pour les valeurs choisies du paraméd’attracteur commence par étre un point,
avant de se dédoubler en deux points puis subscle&ma classique des bifurcations, et finir par



disparaitre. Lorsque I'on est dans la zone ouigtexun cycle de deux points attracteur, son bassin
d'attraction passe d'une frontiere lisse a unecstme fractale, avec I'apparition d’'une sorte de
feuilletage ou s’intercalent des zones d’attrac(fagure 12.

Figure 12: Attracteur et son bassin d’attractien blan¢ lorsquea augmente. Un cycle de deux
points apparait pous = 1,3, avec un bassin d’attraction a frontieredjscelle-ci devenant fractale
poura = 1,5, et qui le reste lorsque le cycle passepaidts poura = 1,9. L’attracteur et son bassin
disparaissent pow = 2,2.

4. Exemples d’attracteurs étranges et de bassinsatfraction étranges
4.1. L'attracteur d’lkeda ®

Considérons la fonction faisant passer du poxty)(au point X', y’ ) par
{x'= K + C,(xcost- y sint)

avect=C,-C, /(& X +
y'=C,(xsint+ y cost) 1= G 1 '

Exercice 6 : Etude de l'attracteur d'lkeda

1) Prendre comme valeur des paramétres R = 0,% G4, G = 0,9, G= 6. Programmer pour
avoir la trajectoire du point (1,0), obtenue paadtion répétée de la fonction précédente. On comasta
gue la trajectoire vient s’enrouler sur un attrasteétrange, lui aussi plié et feuilleté -I'attracte
d’lkeda.

x=1.;y=0.;
for(i=0;i<1000000;i++)
{ t=C1-C3/(1.+x*x+y*y);

® En 1980, K. Ikeda propose une fonction qui s'éanicomplexeg’ = K+ C,exp(i(C - C, / (+ | z] ). pour

modéliser des phénomenes optiques non-linéairesnecdes impulsions lumineuses émises par unéaser
circulant dans une cavité en anneau non-linéaire.



oldx=x; x=K+C2*(x*cos(t)-y*sin(t)); y=C2*(oldxsin(t)+y*cos(t));
putpixel(xorig+zoom*x,yorig-zoom*y,black);

}

Lafigure 13donne le résultat du programme.

Figure 13: Attracteur d'lkeda.

2) Constater, en changeant les points de départ tdgectoires, que certaines vont vers
I'attracteur, et que d’autres convergent vers uinpdixe (puits).

On a pris une trajectoire partant du point (-3, eRronvergeant vers l'attracteur d’lkeda, et une
autre partant de (0, 3,5) convergeant vers un (fiigutre 14.

Figure 14 : En rouge une trajectoire convergeant vers l'attracteem, bleu une trajectorie
convergeant vers un point fixe.

3) En se plagant dans un disque de rayon 10 audeuforigine, classer les points selon que leur
trajectoire est attirée vers le point fixe ou v&egtracteur étrange. Cela donne un dessin en deux
couleurs, représentant I'un le bassin d’attractigu puits, I'autre celui de I'attracteur étrange.

zoom=L/20.;x0=L/2.; yo=L/2.; /* on prend un carré d'écran, avec l'origine au ¢en*/
for(xe=0;xe<L;xe++) for(ye=0;ye<L;ye++)
{ x=(double)(xe-xorig)/zoom; y=(double)(yoriggyzoom;/* passage de la zone écran a la zone calcul */
for(i=0;i<500;i++)
{ d2=x*x+y*y; if(d2>100.) break; /* on ne garde que les points d'un cercle de ragor/

t=C1-C3/(1.+d2); oldx=x;oldy=y;

x=K+C2*(x*cos(t)-y*sin(t)); y=C2*(oldx*si(t)+y*cos(t));

[* il y a convergence vers le point fixe des quexdeoints successifs de la trajectoire

sont tres proches */



if (fabs(x-0ldx)<0.0001 && fabs(y-oldy)<@01) { putpixel(xe,ye,13); break;}
}

/* sinon, on considére que la trajectoire se calle I'attracteur chaotique et étrange */
if (i ==500) putpixel(xe,ye,14);
}

On constate que le bassin de l'attracteur d’lkedaeaforme en spiraldigure 15.

Figure 15: Bassin d’attraction de l'attracteur d’lkeda jaune bassin d’attractiion du point fixe
en bleu

4.2. Les bassins d’attraction entremélé&s

Il existe aussi des bassins d’attraction complesesipletement imbriqués les uns dans les autres,
comme pour I'application qui s’écrit en nombres pteres complexes :

z=7-(1+ai)Z,ouenréels :

X'=xX -y - x-ay
y'=2Xxy— ax=y

aveca=1,0287

Sous l'effet de cette application, chaque pointna trajectoire qui soit s’en va a l'infini, soit

converge vers trois attracteurs possibles en falenmorceaux de droiteBgure 19. Le programme
suivant donne I'exemple de trois trajectoires cogeant vers chacun de ces attracteurs.

® Appelé en anglaigddled basingbassins criblés de trous). Cela signifie que pmint situé dans un bassin a
dans son voisinage, si petit soit-il, un point dauire bassin. L’exemple ici traité est dii a JxAfaler en 1992.



Figure 16: Les trois attracteur®en rouge en bleuet en vert 'ensemble ayant une forme de
triangle équilatéral, dont I'origine du repere kestentre €n noif). Les trois gros points ajoutés, situés
sur chacun des attracteurs, vont permettre de rsauoi quel attracteur on se trouve, lors de la
convergence des trajectoires vers ces attracteurs.

a=1.0287137;

xx0=0.;yy0=0.5; trajectoire(0)* trois trajectoires convergenat vers chacun désaateurs */
xx0=0.2;yy0=-0.5;trajectoire(1);

xx0=0.3;yy0=-0.5;trajectoire(2);

filldisc(xorig,yorig-zoom*a/2.,5,red);xx1=0;yy1l=a/2/* trois points choisis sur chaque attracteur */
filldisc(xorig,yorig+a*zoom,5,coul[1]); xx2=0;yy2=;
filldisc(xorig+zoom*(5.*a/12.)*sqrt(3.),yorig-zoon{&a/4.),5,green);xx3=(5.*a/12.)*sqrt(3.);yy3=a/4.;

Fonction associée :

void trajectoire(int iy* i est I'indice de la couleur attribuée a chacdas trois attracteurs */
{int ;
x=xx0,y=yy0; /* point initial, ces variables ayant été déclarésglobal */
for(j=1;j<11000;j++)
{ Nnewx=x*x-y*y-x-a*y; newy=2.*x*y-a*x+y;
X=Newx;y=newy;
if (xX*x+y*y>10000.) break;
if (j>8000) filldisc(xorig+zoom*x,yorigoom*y,1,coul[i]);/* coul[] tableau de trois couleurs */
}
}

Connaissant trois points sur chacun des attractenms a les trois bassins d'attraction
correspondants en distinguant les points de déeartrajectoires selon gqu’elles arrivent au voigna
de I'un de ces points. Le programme s’ensuit, &ogcrésultat sur lagure 17

for(xx0=-2;xx0<2.5;xx0+=0.005) for(yy0=-2.4;yy0<gy0+=0.005)/* parcours d'un rectangle */
trajectoire2();

Fonction associée :

void trajectoire2(void)
{int];
x=xx0,y=yyO0;
for(j=1;j<1000;j++)
{newx=x*x-y*y-x-a*y; newy=2.*x*y-a*x+y; X=newx;y=newy;
if (x*x+y*y>10000.) {color=black; break;
if (j>500 && fabs(x-xx1)<0.05 && fabs(yy1)<0.05) {color=coul[0];break;}
if (j>500 && fabs(x-xx2)<0.05 && fabs(yy2)<0.05) {color=coul[1];break;}
if (j>500 && fabs(x-xx3)<0.05 && fabs(yy3)<0.05) {color=coul[2];break;}
putpixel(xorig+zoom*xx0,yorig-zoom*yy®tor);



Figure 17: Les trois bassins d'attraction imbriqués avegddrois couleurs respectives.

5. Symétrie et chaos

En 1992, M. Field et M. Golubitskyont proposé I'applicatioR s’écrivant en complexes :
F(2)=(k+ azz Re( 2)+ o # ¢Z

Pour certaines valeurs bien choisies des parang&tbes etc, I'action répétée de cette application
fait converger les trajectoires vers un attracégtange. Plus précisément, lorsgue 0, cet attracteur
présente lesrRsymétries de ce que I'on appelle le groupe diédsglpar exemple pour = 4 les huit
symétries du cube. Par symétrie, I'on entend lesérie§ qui laissent la figure invariante. Ainsi le
carré possede quatre rotations qui le laissentianvia ainsi que quatre réflexions. Si I'on premd
différent de 0O, 'attracteur présente seulementlggmétries de rotation

M. Field et M. Golubitsky ont démontré qi€z) doit étre de la forme précédemment indiquée,
parmi les polynbmes enet Z, afin de donner des trajectoires symétriques Bapdans I'exercice
suivant, nous démontrons cette formule dans I@aggulier oun = 3.

Exercice 7 : Attracteur ayant les symétries du tigle équilatéral

Une symétrie du triangle équilatéral ABC (figure &8gauche) étant une isométrie qui laisse
globalement invariant le triangle, il existe exanent 6 symétries de ce genre. En notant O le centre
de gravité du triangle (et I'origine du repére),silagit de l'identité |, de la rotation R de centteet
d'angle 2773, de la rotation Rde centre O et d’angles, et des trois réflexions autour des axes
passant par O et par I'un des sommets du triangfgelons T la réflexion autour de (OA). Les deux
autres sont TR et TRCes six isométries forment le groupe diédral [Des trois rotations I, R, R

"voir le livre Symétrie et chapde Michael Field et Martin Golubitsk{Oxford University Press, 1992).

8 par définition une isométrie est une transfornmationservant les distances. Elle a comme proprifgés
conserver les angles non orientés, les barycetérésme des figures. En deux dimensions, lesesesbmétries
sont les translations, les rotations, les réflexiantour d'un axe, et les réflexions-glissementl¢opings c’est-
a-dire réflexions suivies d’'une translation parteli& I'axe de la réflexion).



forment un sous-groupe noté @omorphe a Z/3Z muni de I'addition). Le groupee&t engendré par
R, le groupe Pest engendré par R et T, toutes les symétries édahues par composition de R et T.

L’objectif est de trouver des trajectoires de psiayant ces symétries sous l'action répétée d’'une
fonction F. Il suffit de prendre les deux symétiiiest R, et d'imposer que

F(T(2)) = T(F(2)) et F(R(2)) = R(F(2)).

En effet sous l'effet de F, un point M (z) devidht’affixe F(z), et le symétrique Mie M par T,
d’affixe T(z), devient M’'d’affixe F(T(z)), d’ou la nécessité T(F(z))=F(T(fpure 18). De méme avec
R.

Ce qui vaut pour les deux symétries R et T, cohai@ssi pour les autres symétries car la fonction
F commute avec R et T. Par exemple F(TR(z)) = RE)R T(F(R(2)))= T(R(F(2))) = TR(F(2)). Les
trajectoires qui en découlent a partir de deux peiaymétriques vont conserver cette symétrie, et
pour peu qu’elles convergent vers un attracteulyiee héritera de cette symétrie.

B v

F(T(2))=T(F(2))

T(z) F(z)
C

7 Z
Figure 18: Triangle équilatéralABC a gauche et & droite deux points symétriques avec
conservation de la symétrie pour les trajectoires.

1) Montrer que F(z) =z convient (et non pas F(z) £)zPuis programmer : partir d’un point M
de module inférieur a 1, prendre ses six symétdgae constater que les six trajectoires a parér d
ces points sont symétrigues. A cause de leur cgaemee rapide vers O, le résultat demeure
rudimentaire.

Constatons d’abord qu&z) = Z et queR(2 =exp(i 27 / 3)z. Puis vérifions quET=TFetFR =
RF:

ZD-DQ_ZDEJ_,:ZZZ i ot ZDE—»ézmszD D_’ :(éi2n/3—22: i@r/?,—f
z08.7208-7=¢ 208-700-&77

Cela se veérifie aussi par programrfigure 19.

7
o

Figure 19: Un pointM et ses symétriquesn noir, avec leurs transformém rouge eux aussi
présentant les mémes symétries.




2) Montrer que F(z) = Refy z convient (et non pas F(z) = Re(z )z ni F(2) & z ni F(z) =
Im(Z) z). Ce résultat est lui aussi rudimentaire. Atjpadle d’un point M de module inférieur & 1, la
trajectoire tend vers O en ligne droite.

z0B-z00 R¢ )2 ot zO0FL e 00 Re) '° 2
z0TL Ré2) T Re* zOTO- R4 2) 21T Re’y '%°
On a bierFT=TF etFR=RF.

3) Montrer que F(z) = f(Z) z convient, ou f est une fonction quelconquezleComme Z est le
module de z au carré, M est transformé en M’ ave®OM’ alignés, et la transformation accepte
toutes les isométries laissant le point O invariaRburquoi prendre une classe aussi vaste de
transformations? Parce qu’elle va provoquer unedrision et une sortie des points du voisinage de
'origine O, la ou les entrainaient les autres tedarmations. C'est elle qui va ajouter la pincée de
chaos indispensable pour avoir des attracteursrées. Pour simplifier on choisira ensuite :

f(zz)=k+azz.

z00-zO00 (2972 ot zO0fL ™00, (73 €"° 2
20T (29 40 {zy z0T. (22 4% { zy &

4) Prendre finalement F(z) = (k + aZ + b Re(?)) z + ¢ Z°. Vérifier que toute combinaison
linéaire des solutions précédemment trouvées est golution, a, b, ¢ étant réels.

Le fait de multiplier I'une quelconque des foncsoprécédentes par un nombre réel préserve les
égalitésTF = FT etRF=FR.

Prenons maintenant deux solutions précédemmentéesupoulF, soitF; etF,, vérifiantF, T (2)
=TF (@ etk T(2) =T F, (2, et de méme aveR. Montrons que leur somme vérifie aussi ces
relations.

T(FitF2)(2) = T(F1+F2)(2) = T(Fu(9+Fx2) = F(9) + K(2 = R(9+ K( 2

(FitF2) T (D) = F1tF)(T(2) = (R + F,)(2) = R(2) + R(D

Il ne reste plus qu’a vérifier que pour chacune fdestionsF trouvées précédemment, on a bien
@ = F(2), ce que I'on constate aisément.

5) Programmer I'exemple ot k = 1,56, a = -1, b 4,0¢ = —0,8. Si I'on ne dispose pas de
bibliothéque complexe, on convertira z’' = F(z) éels, soit :

X'=(k+aX+ y)+ { X-3xy)) * €% %)
y'=(k+a(xX+ y¥)+ i X-3 xy)) ¥ 2 cxy

Figure 20: Attracteur possédant les symétries du trianglélatéral.



6) Montrer que G(z) = oiz avec o hombre réel est sin@litude de centre O et d'angle droit., et
gu’elle commute avec les rotations de centre O nmass pas avec les réflexions. Le fait d’ajouter
G(z) a F(z) fait que les trajectoires sont symeiteis| pour les rotations seulement.

Z iz est une rotation de cent@et d’anglex/2. Le fait de multiplier pao donne une similitude
de rapportd| et d’angler/2 sio > 0 ou —/2 sio < 0.

Lorsqu'elles ont le méme centre, deux similitudesnmutent, en particulier si 'une est une
rotation. AinsiG R(2) =R G(2). Par contre :

z0O %L i0zO - -0z

_ tGT TG
zO0L zOfL oz StGT) # 16

Ce que nous avons fait poar= 3 se généralise & quelconque. Par exemple, paur= 4, la
fonctionF s’écrit en réels :

X'=0r AX=3X9)= 0¥ Lo a=keap+ ¥ 1 b(t— 6% §+ §)
y'=ay+dy-3xX y+ ox
Selon que I'on prend nul ou pasl’attracteur a les huit symétries du carré ou seel# les quatre
symétries de rotation. Le programme suivant pedade constatefifure 27 :

a=2;b=0,;c=1,;
0=0.;/* prendre c entre -0.2 et 0.2 */
for(k=-1.91;k<-1.88;k+=0.01)* plusieurs valeurs de k pour voir I'évolution Hattracteur */
{ x=0.1;y=0.5;/* point de départ de la trajectoire*/
for(i=0;i<1100000;i++)

{ g=k+ar(xx+y*y)+Ho*( X*x*x*x-6.5x*X *yry+yryryRy): - [<fonction F ¥/
NEWX=(*X+C*( X*X*X-3.*X*y*y)-0*y;
Newy=q*y+c*(-3.*xX*x*y+y*y*y)+0*X;

X=Newx;y=newy;
if (i>900000) putpixel(xorig+zodryyorig-zoom*y,black);
}

Figure 21: Attracteur présentant les huit symétries dué&gr= 0) a gauche ou seulement les
quatre symeétries de rotation € 0,1)a droite Les parameétres sokt -1,85a=2,b=0,c=1.

On peut aussi observer I'évolution de l'attractéomsque I'on fait varier un parameétre. Par
exemple poun = 3, aveca= 2,b=0,c=-0,5;0=0, et en faisant variek de 1.7 a -2.4. On voit
d’abord apparaitre trois cycles de deux pointsfgildra prendre plusieurs trajectoires pour les
trouver), puis un phénoméne de bifurcations se ldppe, jusqu’a I'apparition de trois attracteurs



étranges distincts, qui finalement fusionnent pgan donner qu’unfigure 22. Dans le cas des trois
attracteurs, léigure 23indique comment sont disposés leurs bassins alcaibn.

G2

Figure 23: Cycles de trois attracteurs et leurs bassinsretion.
Exercice 8 : Bassin d’attraction présentant des stnes

Découper le plan en six secteurs angulaires auweirO, en les coloriant de fagon différente

(rouge, vert, bleu, ... mais pas noir). Puis rehenla fonction F(z) pour n = 3 avec k = 1,43, &%,
b=01,¢=-0,80=0.

Pour chaque pointozd’'un carré d’écran autour de O, pratiquer=z F(zo), et colorier le point de
départ 3 avec la couleur de la zone dans laquelle tomb@antinuer en prenant,z F*(z,), ou
encore z= F(z,), et colorier le point de déparp avec la couleur de la zone ou tombePoursuivre
de la méme facon en prenant,FF *... S’arranger pour colorier en noir les pointsrdd'image par F
“ s'en va hors de certaines limites (la trajectoirait a I'infini si on la continuait). La zone des
points de départ coloriés avec les six couleursrespond finalement au bassin d’attraction de
I'attracteur, et elle présente les mémes symétries.

Le programme suit, ainsi que ses résultigsife 24.



L=390; zoom=(float)L/3.; xorig=L/2.; yorig=L/2.{* carré de cbté L, en jaut a gauche de I'écran */
for(xe=0;xe<=L;xe++) for(ye=0;ye<=L;ye++j parcours du carré */
{ x =(xe-xorig)/zoom;y=(yorig-ye)/zoom;

if (x>=0 && y>=0 && y<x) putpixel(xe,ye,red) /* coloriage initail avec six couleurs */

else if (x>=0 && y >=0 && y>=x)putpixel(xe g,blue);

else if (x<0 && y >=0 && y>=-x)putpixel(xe &,green);

else if (x<0 && y >=0 && y<-x)putpixel(xe,ygellow);

else if (x>=0 && y<0 && y<-x) putpixel(xe,ygreenn);

else if (x>=0 && y <0 && y>-x)putpixel(xe,ygelloww);

else if (x<0 && y <0 && y>x)putpixel(xe,yegdd);

else if (x<0 && y <0 && y<x)putpixel(xe,yelbee);

}
SDL_Flip(screen);pause();

for(etape=1;etape<7;etape+#) transformés successifs des points du carré */
{ for(xe=0;xe<=L;xe++) for(ye=0;ye<=L;ye++)
{ x =(xe-xorig)/zoom;y=(yorig-ye)/zoom;

newx=FX(x,y); newy=FY (x,y){* fonctions donnant x’ et y’ en fonction de x eéf y
newxe=xorig+zoom*newx;newye=yorig-zooraivy;

if (newxe>0 && newxe<L && newye>0 && mweye<L)

{ color=getpixel (xorig+zoom*newx,jigrzoom*newy);
putpixel(xe+L+10,ye,color}* dessin fait dans un autre carré situé a droitechrré initial */

else putpixel(xe+L+10,ye,black):en noir les points dont la trajectoire s’en valiafini */

for(xe=0;xe<=L;xe++) for(ye=0;ye<=L;ye+# renvoi du carré des transformés dans le cariéah*/
{ color=getpixel(xe+L+10,ye); putpixel(ye,color); }
for(xe=0;xe<=L;xe++) for(ye=0;ye<=L;ye}-putpixel(xe+L+10,ye,white);
SDL_Flip(screen);pause();
}

float FX(float x,float y) { g=k+a*(x*x+y*y)+b*(x*x*x-3.*x*y*y); return (q*x+c*(X*x-y*y)-o*y); }
float FY (float x,float y) { g=k+a*(x*x+y*y)+b*(x*x* x-3.*x*y*y); return (q*y-2.*c*x*y+0*x);}

Figure 24: Evolution colorée vers I'attracteur.



6. Les diverses formes d’attracteurs en deux dimermns

Commencons par le cas simple des applicationsitesale la forme

X = a, X+ .
{ AT A ou encore sous forme matricielie¢ =M x.

y = aXta,y

Elles admettent I'origing du repérex ,y comme point fixe. Ce point fixe peut étre stable o
instable. Quand il est stable, il s’agit soit djpuits, les trajectoires allant vers lui en ligneits ou
en spirale, soit d'un point elliptique (ou centog, tourbillon), les trajectoires tournant autourluaie
Quand il est instable, il s’agit soit d’une sourtrites les trajectoires s’en éloignant en ligraétdrou
en spirale, soit d’'un point hyperbolique (ou setfle,col), ou seuls les points situés sur 'uneaas
asymptotes ont des trajectoires qui convergentlugrkes autres s’en éloignant irrémédiablement.

Pour une application linéaire, on montre que lenpOiest un puits lorsque les valeurs propres de
la matriceM sont inférieures a 1 en valeur absolue, qu'il ’@@une sourcelorsque les valeurs
propres sont supérieures a 1 en valeur absolagyies’agit d'une selle lorsqu’une valeur propret e
supérieure a 1 en valeur absolue et l'autre infiéeiéd 1 en valeur absolue. Cela est vrai aussi bien
pour des valeurs propres réelles que complexeslgar absolue étant alors le module).

Un point fixe est dit attracteur lorsque tout palntvoisinage a sa trajectoire qui converge vers lu
Il est dit repousseur lorsque tout point du voigana une trajectoire qui sort de ce voisinage. Rsur
applications linéaires, les seuls points attrastsont les puits, et les seuls points repousseuntdes
sources, les cas des tourbillons et des selles diffgrents.

Exercice 9 : Point hyperbolique d’'une applicatiomEaire

X =1,5x + 0,5y o
Prendre y N . Vérifier que les valeurs propres sont 2 et Ot5que des vecteurs
= X y
propres associés sont (1, 1) et (- 0,5, 1). Puig@mmer le tracé de plusieurs trajectoires de foin
situés a proximité, en joignant les points sucéest@ chaque trajectoire par une ligne.

1,5-4 0,5
1-1
Les vecteurs propres associés a 2 vérifienty = 0, d’'ou (1, 1) notamment, ceux associés a 1/2
vérifientx + 0,5y = 0, d'ou (- 0,5, 1). Les deux vecteurs propresnémt les asymptotes du point
asymptotiqueO. Pour le tracé des trajectoires, on a choisi unécde centréO et de cdté 10. Les
points de départ sont pris sur certaines partida derdure du carrdigure 25.

=z

W,

25: Quelques trajectoires autour du point hyperhuaiq

Les valeurs propresveérifient

‘ =0 out®*—(5/2)4 +1 = 0, ce qui donng= 2 ou 1/2.
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Les résultats précédents a propos des applicatinéaires se généralisent aux points fixes
éventuels des applications non-linéairefl suffit de faire une approximation linéaire aisinage du
point fixe, en prenant ce que 'on appelle la ncatijiacobienne. Il en est de méme pour les cycles
fixes dek points, car cek points sont des points fixes pour I'applicatibh

Mais quels sont les divers types d’attracteurs &umx dimensions, un attracteur peut étre un
point source, ou un cycle de points sources, rhaisut aussi étre un attracteur étrange et chamtegu
l'instar de la courbe pliée et feuilletée de langfarmation de Hénon.



