|. Relations de récurrence et évolutios de populations
De I'ordre au chao:t

Une suite de hombres s’écug, Ui, Uy, Us, ..., OU chaque nombre est numéroté, -a-dire indexé
par un entier natureElle s’écrit ausi u,) sous forme abrégée. Eleut étre fabriquée a partir d'u
relation de récurrence liant chaque terme a cealuiaoceux qui le précédent, avec en plus
conditions initiales données. Par exemple la (u,) obéissant a la relation de récurreun.; = 2n,,
avec en condition initialel, = 1, est parfaitement déterminée, et I'on aboutla &uccession ¢
nombres 1, 2, 4, 8, 16, etc. Une telle suite temhifastement vers l'infini. Mais il existe d’autr
suites qui admettent une limite finie lorscn tend vers l'infini, ou qufinissent par osciller sur det
ou plusieurs valeurs. Ce sont la des cas classitjleess allons voir qu’en compliquant Iégeremer
relation de récurrence, I'évolution prend soudaie allure désordonnée, d’apparence imprévi

1. Le contexte génel des évolutions de population

Considérons une certaine population dont le norabtu, a I'étape de temps une étape de temps
pouvant s’étendre sur un an, ou une saison, ousapende selon les cas. La connaissance
population au départ, saib, ainsi que d’'une relation de récurrence liant dayation a un certai
moment et ce gu’elle était avant,rmet de détermineu, quel que soinh, aurement de prévoir st
évolution a long terme.

Le cas le plus simple est celui d’'une relation@wmurrence linéaire de la forru ., = k u,, avecu
donné.Le taux de variation est constant dans le tempseRanple une population qui croit de 1(
par an obéit & la récurrencg.; = 1,1u, * (figure 7). Commek est supérieur a 1.ette évolution
classique est du type exponentiel, au, = U, k".? L’augmentation est de plus en plus grand
posséde finalement waractere relativement explo Une autre évolution exponentielle est celle
la suite de Fibonacci, que nous allons
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Figure 1: Evolution exponentielle de la suite vérifieu,.; = 1,1u, avecu, = 1, représentée par |
points d’'abscissse et d’ordonnéw,, ici den =0 an = 10.

110% signifie 10 / 100 = 0,1. Une augmentation d% Y&r an signifie que la population augmente deu,
d’une année a la suivante, sajt; = u, + 0,1u, = 1,1u,.

2.0n au, = K U, puisuns =K Uy, et ainsi de suite jusquiay = k w, ce qui donne aprés simplificatiou, =
Uo k"



2. Les lapins de Fibonacc

Commencons par la suite de Fiboné Celleci obéit & la relation de récurrenuy,; = Uy + Uy,
avec au dépan, = 0 etu; = 1. Chaque terme est la somme des deux termes qrécedent. Ainsi
définie, la suite est parfaitement déterminée. Gtment: O, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89,
etc?

Programmation

Pour calculer les termes successifs de la suites aeons besoin de trois cases mémoires, nu,
v, w. La suite peut étre représentée graphiquement paralets pn, u,) que nous joignons par d
segmentsfigure 2.

u=0.; v=1.; /* conditions initiale : on met ydans u et ydans v */
filldisc(xorig,yorig-zoomv*u,2,red);filldisc(xorig+zoomh,yor-zoomv*v,2,red);
line( xorig,yorigzoomv*u,xorig+zoomh,yori-zoomv*v,black);/* dessin des deux points et jonctiol
for(i=2;i<14;i++)
{w=v+u; /* terme w qui est la somme des deux qui écédent */

filldisc(xorig+zoomh*i,yori¢c-:zoomv*w,3,red);

line( xorig+zoomh*(i1),yorig-zoomv*v,xorig+zoomh*i,yorigzoomv*w,black) /* dessin */

u=v; /* actualisation avant de passer a I'étape suivatt

V=W,

}
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Figure 2: Premiergermes de la suite de Fibona

% Fibonacci, ou Léonard de Pise, dont le pére résidBiéjaia (Bougie, en Algériiest un mathématicien q
fut un passeur des mathématiques arabes vers ['ltaliE@iope, vers 1200. C'est en partie grace a luagié
introduite la numération des chiffres arabes, gmplaca avantageusement, c’est le moins qu’on@udiss, les
chiffres latins. Pourtant, ce grand mathématicieait ésouvent considéré comme un traducteur oL
commentateur de textes, voire un plaisantin ave@seblémes de lapins, jusque dans les années, grace a
nos « grands mathématiciens franc. C'estlui qui a posé, dans un de ses livres ce problémueest ¢
I'origine de la suite qui porte son ni: « Combien de couples de lapins obtiendraita la fin de I'année <
commencant avec un couple, chacun des couples ipaitdohaque mois un nouveau ple, et que celui-ci
pourrait a son tour procréer au second mois deexigtenc ? » Dernier outrageau lieu de second mois »,
c’est « troisieme mois qui est indiqué, par exemple déWikipedia(en 2015)ou Wolfram Institut, mais dans
ce cas de tisieme mois, on n'aurait plus la suite de Fibor !

*On a les points de repére suivi: us = 5 etu;, = 144 = 13,



Exercice 1 : Forme explicite dejudans la suite de Fibonacci

Il s’agit de prouver quey, =i5((1+ \/_5)“ —(1_2\/_5)”)

J5© o2

1) Prendre la relation de récurrenceg.y = u, + U,1. Il existe une infinité de suites vérifiant cette
relation, selon les conditions initiales que I'orepd. Parmi toutes ces suites, trouver deux saites
u, est de la forme™ravec r différent de O.

Imposons que” vérifie la relation de récurrence™* =r" + "%, et comme # 0, cela se réduit a :

1+./5

+
r>—r — 1 = 0. Cette équation admet deux squtions"T. Nous venons de trouver deux suites

vérifiant la relation de récurrence.

2) On appelle ret 1, les deux valeurs de r trouvées. Montrer gu'il exisne infinité de suites de la
forme K r;" + K r," vérifiant la relation de récurrence, it K, étant des constantes quelconques.

Il suffit de formeru,.1 — U, — W.1 en remplacant, parK; r;" + K, r," et de constater que le résultat
est bien 0.

3) Parmi l'infinité de suites obtenues, trouveslate de Fibonacci.
Il suffit d'imposer queay, = 0 etu; = 1, ce qui donne un systéme dont les inconnuaks@tK; :

K, +K,=0
Klrl+K2r2:1

Ce systéme admet une solution uniqul, :1/\/73,K2 =-1/4/5. D'oul u, =%(rln -1,").

Mais quel est le lien entre la suite de Fibonacdiéeblution d’'une population de lapins, c’est-a-
dire d'une population qui est censée proliférerr?ulise pour cela une modélisation simplifiée, ou
les lapins sont considérés comme éternels : a ehétqpe de temps, que nous appellerons une saison,
un couple de lapins nouveaux-nés passe du stadetemii stade adulte, et un couple adulte reste
adulte tout en donnant naissance a un couple erfanhotant O un couple enfant, et 1 un couple
adulte, ces deux regles sont appliquées d’'unersai$m suivante :

0— 1 passage d’enfant a adulte
1— 10 couple adulte restant adulte et qui doniigsaace a un couple enfant

Cela donne I'évolution suivante, saison apres sa@g@artir d’'un couple enfanfigure 3:
1—-10— 101— 10110— 10110101— ...

Il en ressort que le nombre de couples, npiE I'étape de temps, commence par, = 1,v; = 2,
v, = 3,v, = 5,vs = 8% Cela correspond a la suite de Fibonagcimais décalée d’'un cran, a partir de

® Quelles que soient les conditions initiales clesisbn trouvera toujours une solution unique. @etave
gu'il 'y a pas d’autres solutions a la relation réeurrence que celles de la foriker," + K, r,". Précisons
qu’'avecup etu; donnés, on trouvéK, = (U, —u, )/ (r,=r,) et K,=(u,r,=u)/(r—r)

® Il s’agit de la longueur des mots formés de O etld Mais la construction de ces mots donne plus
d’indications que leur simple longueur. lls contient un ordre interne, ou les couples-enfants ndtéent
placés juste apres ceux qui les ont procréés.
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Figure 3: Evolution des couples de lapins, awtblancun couple enfant etn noir un couple
adulte.

Vo = u; = 1. Pour le démontrer, appelogsle nombre de couples enfantsbgie nombre de couples
adultes a I'étapa. Les regles d’évolution imposent que :

an+1 = by, etby. = a, + by

Il s’ensuit queb,.; = b, + b1 avechy = 0 eth; = 1. C’est exactement la suite de Fibonaag)i Goit
b, = u,. D’autre parta,.; = b, = u,, c’est la suite de Fibonacci décalée d'un cramalément :

Vi, = an + by = Uy + Ung = Uns1 . ON retrouve bien la suite de Fibonacci décalée cran.
Exercice 2 : Simulation d’un élevage de lapins

Une personne achéte 10 couples de lapins nouvessixeans le but d’en faire I'élevage, et de
mesurer la rentabilité de I'opération. Le scénad@volution est le suivant : les lapins nouveaus-né
ont I'dge O, puis ils passent a I'age 1 au boutrdiaison, puis a I'age 2 la saison suivante, péiod
durant laquelle ils peuvent procréer, en donnarissance a un nouveau couple d’age 0, puis a I'age
3 la saison suivante, ou ils donnent aussi naissanan nouveau couple, et au-dela ils sont vendus.
Précisons gu'il s’agit d’une évolution de style &itacci, mais plus réaliste, puisque les lapingles
agés sont vendus. L'éleveur est en mesure de aorstm clapier ou il pourra mettre environ 3000
couples de lapins. Il désire savoir combien de®@sseront nécessaires pour remplir son clapier, et
combien il aura alors vendu de lapins. Pour celasiallons pratiquer une simulation sur ordinateur.

1) Au lieu de partir de 10 couples, on va partiua’seul couple, il suffira a la fin de multipliesd
résultats par 10. Ecrire I'évolution de la populati des lapins de la saison 0 jusqu’'a la saison 6,
chaque couple étant identifié par son age. On écdela comme dans I'évolution des lapins de
Fibonacci, en placant les enfants juste a droitdéedes parents.

étape couples de lapins nommés selon leur age
0

1 1

2 20

3 301

4 120 etuncouple enlevé

5 20301

6 301120 etun couple enlevé

2) Pour le programme, on va utiliser une liste deulent chainée circulaire, ou chaque cellule
représente un couple de lapins. Comme des suppnsssie cellules vont arriver, pour les couple
ayant atteint I'dge 3, on ajoute une cellule bufaictice, qui ne pourra jamais étre supprimée, ontv
s'accrocher les cellules-lapins. Ecrire la structude base de la cellule représentant un couple de
lapins, puis les conditions initiales, avec le deugyage 0, accroché a la cellule butoir.



La cellule de base, appelipin, a une structure contenant trois composantege,|'én pointeur
vers la cellule suivante, et un pointeur vers ldlute précédente. Les conditions initiales
correspondent au dessin dditpire 4:

butoir

yd

Figure 4: Mise en place de la liste doublement chainéeulgire initiale, a I'étape 0, avec la
cellule facticebutoir, et la cellule correspondant au couple de nouveaés

3) Apres la construction de la liste chainée itdjdaire la boucle des étapes. A chaque étape de
temps, un pointeur courant ptr va faire le tour ldeboucle. Au cours d’'un premier tour, il va
supprimer les couples de lapins d’age 3, et posrdetres, il augmente leur 4ge de 1. Puis au cours
d’'un deuxiéme tour, il va ajouter un couple nouveaua la droite de chaque couple ayant atteint
I'age 2 ou 3. Faire le programme.

On trouvera ci-dessous le programme complet :

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

struct lapin { int age; struct lapin * suivant;stt lapin * precedent;};
struct lapin *ptr,*butoir, *lapinl,*newl, *ptravantptrapres;

int main()
{ int etape,nbenleves,nombrecouples,cumul;

/************* Condltlons Inltlales (etape O) *****************/
butoir=(struct lapin *) malloc(sizeof (struct lap);

lapinl=(struct lapin *) malloc(sizeof (struct lapy);
butoir->age=-1; butoir->suivant=lapin1;butoir->peglent=lapini;
lapinl->age=0; lapinl->suivant=butoir;lapinl->pedent=butoir;
printf("\netape %d\n",0)/* affichage */

ptr=butoir->suivant; printf("%d ",ptr->age); nongmouples=1;
/************ boucle des étapes kkkkkkkkkkkk *******/

cumul=0; premier parcours pour supprimer les lapins d’agetiugmenter
for(etape=1;etape <=20;etape++) de 1 I'4ge des autreg
{ ptr=butoir->suivant; nbenleves=0;
do

{ if (ptr->age==3)

{ nbenleves++; nombrecouples--;
ptravant=ptr->precedent; ptrapras=guivant;
ptravant->suivant=ptrapres;ptraprpeecedent=ptravant;
free(ptr);
ptr=ptrapres;

else { (ptr->age)++; ptr=ptr->suivant;}

while(ptr!=butoir );
cumul+=nbenleves;

ptr=butoir->suivant{* deuxiéme parcours pour ajouter les nouveauxadsute de leurs parents*/
do
{ if(ptr->age==2 || ptr->age==3)
{ newl=(struct lapin *)malloc(sizeoffact lapin));/* nouvelle cellule */
ptrapres=ptr->suivant;
newl->age=0; newl->suivant=ptrapreswl->precedent=ptr;
ptr->suivant=newl;ptrapres->precgdaewl;
ptr=ptrapres;



nombrecouples++;

else if (ptr->age==1) ptr=ptr->suivant;

}
while(ptr!=butoir);

/************** af—flch age *kkkkkkkkkkkkkkkk **/
ptr=butoir->suivant;
do
{ printf("%d ",ptr->age);
ptr=ptr->suivant;

while(ptr!=butoir);

printf("\netape %d nombre de couples : %dhemombrecouples);
printf("\nNombre de couples de lapins enlevesadt I'etape : %d ",nbenleves);
printf("\nNombre cumule de couples de lapinkess : %d\n\n ",cumul);

getchar();return O;

}

4) Voir expérimentalement, grédce au programme, aelqmoment [|'élevage atteint
approximativement 3000 tétes. Et indiquer les tésulobtenus qui permettront & I'éleveur de savoir
si le remplissage complet de ses clapiers a lapstsacceptable, étant entendu qu’ensuite, il pourra
gérer facilement ses 3000 couples en vendant &ws @ui sont en sus.

Le programme indigque, en multipliant ses résulpatis 10, qu’'a I'étape 20, le hombre des couples
atteint 3140, et que jusque la 1500 couples or@tpuvendus. A I'éleveur de juger si le jeu en \aut
chandelle.

Exercice 3 : Lapins de Fibonacci avec mortalité

Comme on I'a déja fait, distinguons la populatiorgnile et la population adulte, en nombreet
b, respectivement a I'étape de temps n. Mais ajoutmneffet limitaif di a la mortalité, grace a un
coefficient 1 — d, avec d nombre réel tel que 0 < @l. Dans ces conditions, chaque couple adulte
produit a I'étape suivante k couples nouveaux-niégtant éventuellement un nombre positif a
virgule), mais avec l'effet limitatif 1 — d, et |@opulation adulte a I'étape n + 1 est égale a la
population adulte a I'étape n augmentée deganes qui sont passés a I'age adulte, toujoues ae
méme effet limitatif, ce qui donne le systéme iinéa

{am =k(1-d)h,
b, =(1-d)(a +b)

1) Déterminer la relation de récurrence vérifiéer pa suite () correspondant & la population
totale.

Uy =8+ By = KL- DR+ (- d(a+ )= K- F(a+ b+ K a P
=(1-d)y, + k(- df y,

2) En s’aidant de I'exercice 1, déterminer les siolus de cette relation de récurrence.
Lorsque I'on cherche des solutions sous la farinen trouve que doit vérifier :

r’=@1-d)r+k(@-d)*our?-@1-d)r-k(@1-d)* = 0. Cette équation admet deux solutions :

" Ce modéle est proposé par O. Arino, dsliashématiques appliquées a la dynamique de populati



n =¥(1+\/1+ XK )etr, =%(1—\/1+ 4 ) . On constate qug > 0,r, < 0 avecr,| <rj.

La solution générale est de la foriK,r," +K,r; ou encoreK, (r," -r,) si I'on prendu, = 0, la

population démarrant@, nombre positif que I'on se donne, ce qui perneetiéitermineK;. On aura
alorsu, = (1 —d)u,.

3) On posef (x) = ¥’ - (1- d) x— k(1- d)*. La courbe représentative de f est une paradont le

sommet correspond a un minimum, coupant I'axe des I, et .. Calculer f(1), et selon les cas,
déduire le comportement de la suity,) lorsque n augmente indéfiniment.

On obtientf(1) =d —k(1 —d)?, et trois cas se présentent :

« sif(1) > 0, comme sur Ifigure &, cela prouve que 0 %] <r; < 1. Dans ce car," etr," tendent
vers 0, et la population tend a dispara

«sif(1) <0,ry > 1, et la population tend a augmenter a I'infini,tten oscillan

»sif(1) =0,r; = 1 ety <1, la population subit des oscillations maigiteers un équilibre a

1"2 1'1 1
Figure 5: Cas otf(1) > 0, d'our; < 1 etif,| < 1.

4) Veérifier expérimentalement les résultats obteau8°

Si I'on prendk = 1, on &(1) = 0 pourd :(3—\/6)/2: 0,385 seule valeur avec 0d < 1, ce qui
donne une suite constante, en prenant comme camslithitialesu, = u; = 50. Pourune valeur
inférieured = 0,37 < 0,385f(1) < 0, la suite est croissante et part a I'infaur une valel supérieure
d = 0,41,f(1) > 0, et la suite décroit vers figure €. Les conditions initiales choisies évitent
oscillations.

Figure 6: Suiteen bleupourf(1) < 0,en rougepourf(1l) > 0, eten vertpourf(1) = 0

3. Evolution de style Fibonaccimaisavec un effet de retarc et des freins

La croissance exponentielle manque de réalismegtkrme, dans la mesure ou des phénorr
de régulation se produiseempéchant une croissance inf. Une autre fagon de raldr la croissance
exponentielle, mais a court terme cette fois, ctesa faire dépendre I'évolution de la population
pas de ce qu'elle était juste avant, maussi de ce qu’elle était bien ava@e qui nous améne
modifier les relations de récurice précédentes.



3.1. Evolution proliférante, avec un frein supplémetaire

Une évolution exponentielle correspond a une récwe de la formel,.; = k u, aveck > 1.
Ajoutons un frein de la forme w2, d’ol la récurrence,.; = k W, —u,2. La relation n’est plus linéaire,
car elle fait intervenir un terme du second de@id’on part d’'une valeur initiale,, proche de 0, le
terme —u,’ est négligeable et la population a d’abord tendanaugmenter, mais en grossissant, elle
subit de plus en plus le frein provoqué par le eenégatif -u,>. Commeu,? est approximativement le
nombre de facons de coupler deux a deux les ingdvide la population, et que par exemple la
transmission de maladies se fait par couplagedidittus, le terme -u,> représente la mortalité
provoquée par la propagation d’épidémies. Il pessareprésenter une lutte pour la survie danade c
de ressources limitées en nourriture.

Exercice 5 : Etude de la récurrence,id = 2 U, — U2

1) Etudier rapidement la fonction f(x) = x (2 —et)montrer que tout x compris entre 0 et 1 est tel
gue f(x) est aussi entre O et 1.

La courbe représentative flest une parabole coupant I'axe desn 0 et 2 et de sommet (1, 1)
correspondant au maximum de la fonction. La fomctst strictement croissante sur [0 1]. Il en
découle que pout toutcompris entre 0 et f(x) est entre 0 et 4.

2) En constatant que,y = f(u,), montrer que si & Uy <1, alors 0<u, <1 quel que soitr O .
Une1 = 2Un — U2 = Up (2 —Uy) = f(Uy).

Pour montrer que 8 u, < 1 pour touin, faisons un raisonnement par récurrence :

« la formule est vraie au départ, puisque < 1.

» Supposons la formule vraie & un certain rang magttrons qu’elle reste vraie auranvn + 1 :
Comme (KX u,<1, on aaussiff(u,) <1grace au 1°, soitQu,.; < 1.

3) Montrer que 0 et 1 sont deux points fixes, aog&et dit qu'en partant de 0 ou de 1 la suite reste
constante.

On constate qui0) = 0 etf(1) = 1. En partant de; = 1, on a aussi; =f(0) = 0, et ainsi de suite
par récurrence évidente, sojt= 0 pour toun. De méme la suite est constante a partindel.

4) Montrer que la suite est strictement croissdoteque 0 < g < 1.

Commencons par montrer que> Up. Pour cela formonf{(x) —x = x —X%. Ce trinéme du second
degré, de racines 0 et 1, est positif entre lemeac soitf(x) > x sur ]J0 1[. Avec 0 €Uy < 1, on en
déduit queu; = f(ug) > Uo. Puis on fait un raisonnement par récurrence patrer quel,.; > U, pour
toutn.

» On a vu que la formule est vraie au dépatrt.

« Supposons gu’elle soit vraie a un certain rahgoitu, > U1, €t montrons qu’elle reste vraie au
rangn+1 : Puisquel, > u,.3, on a aussiu,) > f(u,.1), la fonctionf étant strictement croissante, awit;
> Up.

5) Avec 0 < g< 1, en déduire que le point 0 est un point fixgtable (on I'appelle une source).
Autrement dit, si I'on part d’'un point voisin sigw soit-il de 0, on va s’éloigner de 0. Et mongee

8 En toute rigueur, on applique le théoréme dejiction :f étant continue et strictement croissante sur [0 1]
elle réalise une bijection de [0 1] sf(0], f(1)] = [0 1].



le point fixe 1 est un point fixe stable et atteagt ou puits, en ce sens qugend a se rapprocher de
1 et de 'admettre comme limite dés que Q< d.

Pour 0 <ug < 1, la suite est strictement croissante a pd€in, et ses successeuwrs U,, etc., ne
cessent de s’éloigner dig si prés soit-il de 0.

Comme la suite est croissante et majorée paré adinet une limite, et celle-ci est forcément un
point fixe. Comme ce n’est pas 0, ce ne peut &teelq Le point fixe 1 est stable et attracteursgue
toute suite a pour limite ce point.

6) Montrer que si I'on part degltavec 1 < y <2, on retombe sur le cas précédent a partir de u
Les autres possibilités avegxR sont hors de propos, puisqueast négatif.

La fonctionf étant continue et décroissante sur [1 2], elléis@aine bijection de [1 2] suf(l),
f(2)] = [0 1]. Lorsqueug est entre 1 et 4); = f(uy) est compris entre 0 et 1. Tout se passe ensuite
comme précédemment.

7) En prenant successivement plusieurs conditioitgalies, faire le programme qui trace les
trajectoires de ces évolutions, dans le repére,remijoignant les points successifs obtenus.
Les résultats sont donnés sufitpre 7.

Up

n

(6]
Figure 7: Evolutions qui convergent vers 1.

3.2. Evolution de style Fibonacci, avec un effet detard

Il s’agit d’'une suite dont la relation de récurrergstu,.; = U, + U1, oU T est supérieur & .
L’influence de la populatio intervalles de temps auparavant, se traduit engareune évolution
exponentielle, mais précédée d’'une longue périaerdissance tres lente, comme on le constate
expérimentalemenfigure 8. Ce type d’évolution ressemble par exemple ai @dline invasion de
sauterelles aprés une longue phase de gestation.

n

powlant de 1 & 19Je gauche a droite.

® Remarquons que polir= 1, on retrouve la suite de Fibonacci.
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3.3. Evolution avec frein et retarc

Considérons la relation de récurreiuy,; = u, + f (un , un_T), ouf est une fonction donnée, qui
intégrer un effet de retard et un frein. Donnonslgues exempl :

_ 2 _ 2
* U, =U+tU - U ; avel f (un ! uﬂ_T) U Yo
_ 2 _ 2
* U, =Uu + u_r—u, avec f (un ! un—T) U4
B ) ) _ 2 2
© U, =Uu+u_-ui-u 2avecf(u,, U )=u-u’ -y,
2

* U =20, +u o -ul-u Pfavecf (U, U )=+ U - gy

Dans les deux premiers cas, la population finitdigparaitre aprés une phase de croissdigure
9).

|
Figure 9: Evolution avec retard wn frein bien avard gaucheet juste avara droite.

Dans les deux derniers cas, la population tendn&ecger, soit trés lentement vers 1 avec
oscillations dans le troisieme céigure 10 en bley soit directement vers 1ans le quatriéme c
(figure 10 en rouge

Figure 10: Evolution vers un équilibreen bleutrés lentement avec de fortes oscillations autet
1, en rougeavec retard mais sans oscillations vers

Pour programmer ces évolutions, on commepar les conditions initialegui nécessitent de <
donneruy, uy, ..., Ur, occupanil + 1 cases mémoires, placées dans un tabigaBar exemple pour
= 4, le tableaw(] a 5 cases, remplies piuy, Uy, ..., Us, avec une variable courark mise a 0, c’est-a-
dire placée sur la casecOntenanu,. Cette variablé va parcourir le tableau de fagon cyclic

Pour calculeus, on a besoin du, et deu,. Cela étant fait, commedh n’aura plus besoin wg par
la suite, on metis dans la case, et I'on avanck d’un cran, soik = 1 figure 11a gauch). Puisus est
obtenu grace a@s etuy, et I'on écraseu; parus, avant de mettr& sur la case 2 suivante. Et ainsi
suite. Lorsque arrive sur la derniére case, on calcug grace aug etu,, puisug est mis a la place de
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U4, etk avance d’'un cran de facon cyclique, ce qui signifii’il revient a Ofigure 11 a droit¢. On
constate que chaque nouveau termey) avant d’étre placé dans la case ou pdintest calculé a
partir du terme u;) que nous appelongia parce qu'il est situé juste avant dans le tabfeaat du
terme correspondantug.r, que nous appelomba et qui n'est autre que le terme sur qui pokat®n
en déduit le programme.

k k

J J N
[vo[ur[uafus]ug]  [us|ujjusfuzfug| ...

Figure 11: Evolution du tableau[], parcouru de fagon cyclique par la variakle

OnsedonneT
for(i=0;i<=T;i++)
{u[i]=0.001; /* conditions initiales */
filldisc(xorig+zoomh*(i),yorig-zoomv*ul[i],3,rd); /* dessin des premiers points (n, un) de la suite *
}
k=0;
for(i=T+1;i<150;i++) /* boucle calculant les termes successifs de ltesui
{ pia=u[(k+T)%(T+1)];/* population juste avant */
pba=u[K]; [* population bien avant */
u[k]=pjatf(pja,pba); /* nouveau terme de la suite */
xe=xorig+zoomh*i; ye=yorig-zoomv*u[k]; /* coordonnées écran du nouveau point */
if (xe<800 && ye>0 && ye<600) /* pour rester dans les limites de I'écran */
{ filldisc(xe,ye,3,red);
line(xorig+zoomh*(i-1),yorig-zoomv*u[¢(k+T+1)%(T+1)], xe,ye,black);

k++; if (k==T+1) k=0;/* parcours cyclique du tableau par k */
}

Exercice 5 : Evolution d’une population sous l'effel’'une récurrence complexe

0,2u,_;
1+ (Oilun—T )20
observer I'évolution de la suite dans le repérer(w,) pour des valeurs croissantes de T.

Prendre comme relation de récurrenae,, =0,9u, + . Faire le programme, et

+ 0,2u,_;
1+(0,1u,, ¥°

0,2u,_;
1+(0,1u,_; ¥°

La relation de récurrence s’écrit aussj,; = u, -0,1y,, de la forme

Un+1 = Up + T (Un, Un1) @vect (u,,u, ;) = -0,1y,, ce qui permet d'utiliser le programme

précédent.

Expérimentalement, le fait de se placer dans lereefu,1, W) a pour avantage de localiser la
trajectoire dans un domaine limité, a la différerthe repére 1, u,), donnant par exemple une
trajectoire circulaire au lieu d’oscillations pétiques. On constate qu’aprés avoir obtenu un ficiat
pour T = 1, signifiant la convergence da,) vers une limite, la trajectoire converge vers uoarbe
fermée de plus en plus complexe lors@ueugmente, et que I'on appelle attracteur, danselsure ou
pour un certain nombre de valeurs initiales, onb@rinalement sur cette méme forme. Tant qu'il en
est ainsi, les oscillations de la suite sont pémieels, méme si sur une méme période les mouvements
sont de plus en plus compliqués. On voit que Bateur se déforme, zigzague, se dédouble a plasieur
reprises, donnant ce que I'on appelle un attracktange. Puis, a partir de= 30, I'attracteur éclate

19| orsquek vaut 0, le terme juste avant apppjé se trouve dans la case 4, soit — 1 ramené modWa5s
les termes négatifs modulo ne sont pas acceptésutalangage informatique comme le langage C. éw die
— 1, onfaitdonc (- 1 + 5) ramené modulo 5, 4oit
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en un nuage de points, signe que les oscillatiansont plus périodiques, et I'on assiste a un
phénoméne chaotique.

Figure12 : En haut évolution de la suite dans le repéme ), & gauchepour T = 4 avec des
oscillations périodiquesa droite pour T = 34 avec des oscillations chaotiqu&n bas méme
évolution de la suite mais dans le repére u,, pourT allant de 1 a 28. Les oscillations périodiques
donnent maintenant une courbe fermée de plus encplmplexe, tandis que potirproche de 30 le
nuage de points obtenu indique I'apparition d’ugmEymeéne chaotique.

Cette évolution des attracteurs de I'ordre au chges nous venons de rencontrer pour la premiéere
fois, est typique de nombreux phénoménes. Le caérigiie est celui de I'application logistique, que
nous allons voir maintenant.

4. L'application logistique
Il s'agit de la suite obéissant a la relation dmirgence

U, =cu(l-uy)=-cy- cy,soitu, = f(u) oufest I'applicatiorf(x) = ¢ x (1 —x),
avecup donné, pris entre 0 et 1. Le paramétesst choisi entre 2 et 4.

Ici encore, il s'agit de I'évolution d’'une populati qui aurait un essor exponentiell) si celui-ci
n'était contrecarré par diverses tueries réciprequue propagation d'épidémies, ce qui nécessite des
contacts deux a deux, d’ol le terme u. Vue sous un autre angle, la fonction sous-jadéxte ¢ x
(1 —x) peut étre considérée comme la plus simple dedtifors non linéaires, a cause de la présence
d'un terme du second degré. La parabole représantdd cette fonction s’insére dans un carréll
les coordonnées liéesigétant positives.

4.1. Diagramme en toile d’araignée deu)

On veut voir comment s’effectue la successigruy,, Uy, ...., ce que I'on appelle la trajectoire de
Uo. Pour cela commencons par tracer la parabole dtéquy = f(x), soity = ¢ x (1 —X), ainsi que la



13

premiére bissectrice depere. On constate I'existence de deux points, c'es-a-dire de nhombres
vérifiant f(x) = x, ici x = 0 etx = 1 — 1¢, correspondant a l'intersection de la courbe efa
bissectrice. Placons le poiog sur 'axe des«, puis montons verticalement jusqu’a la paraboke
point obtenu a pour ordonnée= f(up), et I'on obtient un point; sur 'axe dey. Mais comment avo
u, ? Il faut d’abord rabattre le poiu; sur I'axe dex: pour cela on méne une horizontale u'a la
premiére bissectrice, puis on descend verticalejnegt’'a I'axe dex. Maintenanu;, est sur I'axe des
X, puis en montant jusqu’a la parat, on obtient le point d’'ordonnée. Et 'on recommence comn
avant... Cela étant bie compris, il suffit d tracer une succession de marches d'escalier
visualiser I'évolution de la suiteLe dessin obtenu est appelé diagramenetoile d’araignéeUn
exemple est traité sur fegure 1:.

/]

0 uld 1 0 ubd 1
Figure 13: Visualisation de la suite vérifial u,.+1 = f(u,) avec f(x) = 2 x (1 — X, a partir deug =
0,1 puis deuy= 1,9. On constate dans les deux cas que la populatitrpéinse stabiliser a (.

Pour faire le programme correspondant, ommence par tracer le trait veal initial, joignant le
point d’abscissel, sur I'axe horizontal au point correspondeu,, f(up)) sur la courbePuis on entre
dans une boucle répétitive, avec a chaque foigésid d'un trait horizontal suivi d'un trait veric
Plus précisément, $’agit de passer de facrépétée d'un pointx(, y;) de la courbe a un poirx,, y,)
de la premiére bissectrice, puis de revenir seolabe. Le pointx,, y;) de la courbe est tel qiy; =
f(x1), et I'on va vers la premiere bissectricer un trait horizontal, d’'oux, =y, ety, = y;. Puis on
revient sur la courbe par un trait vertical, d'@3 houvelles valeurs ; ety;: X; = X ety; = f(x,)
(figure 14. Et I'on reeommence a partir de ce point D’ou le programme :

premiére bissectrice

Figure 14: Marche d’escalier pour tracerdiagramme en toile d’araignée.

u0=0.1; ul=f(u0); line(xorigzoom*u0,ycrig,xorig+zoom*u0,yorig-zoom*ul);
x1=u0;yl=ul,;
for(i=0;i<100;i++)
{ x2=y1;y2=y1; line(xorig-zoom*x1,ycrig-zoom*y1,xorig+zoom*x2,yoriggoom*y2).
x1=x2;y1=f(x2); line(xorigzzcom*x2,yorig-zoom*y2,xorig+zoom*x1,yorigoom*y1).

}

float f(float x) /* la fonction f*/
{ floaty; y=c*x*(1.-x} returny;’

Exercice 6: Etude théorique de la suite vérifiaru,.1 = f(u,) avec f(3 =2x (1 —X)

1) On suppose d’abord qug appartient a l'intervalle |1 =]0, 1/2].Montrer quef(l) = I, puis que
u, appartient a | pour tout n.
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L'équationy = 2x (1 —X) de la courbe dé est un trinbme du second degré. La courbe est une
parabole d’axe vertical. Elle passe par les deurtpd0,0) et (1,0). Son axe vertical a donc pour
équatiorx = 1/2, et son sommet est (1/2(1/2)=1/2).

Strictement croissante et continue sur 10, 0,9] fa fonctionf est une bijection dé sur J(0),
f(0,5)]=]0, 0,5]4, d’ouf(l) =I.

Faisons un raisonnement par récurrence pour maqiear, appartient a.

* Upappartient & .

» Supposons que pour un certain rang, appartienne § et montrons qu’il en est de méme pour
Un+1 : Uner= f(uy) avecu, dansl, d’ouf(u,) appartient & aussi puisquél)=I.

2) Montrer que (i) est croissante.

Formons Un+1 —Un = 2Uy (1 -Uy ) - Uy = Uy - 2u.2 = u, (1-2u,)=0caru,>0etquel-2,=20
sachant que, < 0,5. La suite est croissante.

3) En déduire que la suitejuconverge vers une limite que I'on précisera.

Croissante et majorée par 1/2, la suite converge wee limite< 1/2. Cette limiteL est un point
fixe, elle est telle qufL) = L, f n'ayant aucun probléeme de continuité, dlog 0 ouL = 1/2. Mais
L = 0 est impossible puisqug> 0 et (1,) croissante. La suite converge donc vers 1/2.

4) Que se passe-t-il si I'on prend maintenantlans [0,5, 1] ?

Sur cet intervalle, la fonctiohest strictement décroissante et continue. Ellésgéane bijection de
[0,5, 1] sur [0,5, O[ #. Alors u; = f(ug) appartient a. Il suffit alors de reprendre a partir dece que
I'on a fait précédemment a partir desurl. La suite converge encore vers IR {igure 13.

4.2. Stabilité des points fixes

Rappelons que pour une fonctibrun point fixe vérifie f(x) = x. Il s’agit de I'abssse (et de
I'ordonnée) du point d’intersection de la courbef @t de la premiee bissectrice du repére. Si l& suit
vérifiant u,.1 = f(u,) admet une limitd, celle-ci doit vérifier la relation de récurrensejtf(L) =L, et
la limite est un des points fixes. Un point fixe est considéré comme stable si, sous I'effef, die
attire vers lui les points de son voisinage, e el produit si la valeur absolue de la dérivér*esst
inférieure a 1. Si la dérivée est positive, le chagme en toile d’'araignée de la suite est en marche
d’escalier au voisinage du poirtf(figure 13. Si elle est négative, le diagramme est en cgana
Cela se comprend aisément puisque la dérivée pshle de la tangente gh Par contre si'{x*)| >
1, le point est instable,en ce sens qu'il repolesseoints de son voisinage.

Pour I'application logistique, la dérivée (&) estf'(x) = c — 2c¢ x Le point fixe O est instable
puisquef’ (0) =c, et que I'on supposecompris entre 2 et 4. Le deuxiéme point fixextst 1 — 1¢,
avecf' (x*) = 2 —c. Lorsquec est compris entre 2 et 3, le pokitest stable, et la suite va converger
vers lui en colimacon, puisque la dérivée est régfat

Mais que se passe-t-il lorsqudraverse la frontiére 3 ? Le poixit devient instable et repousseur,
mais il apparait deux poinig* et x,* formant un cycle fixe, vers lesquels la suite vaverger en
oscillant de I'un & I'autre.Ces points sont telg f(d*) = x.*, et f(x,*) = x.*, ou encord (x*) = x* et
f%(x*) = %*, f 2 étant la fonctiorf répétée deux fois en succession. Ainsi la fondtibadmet un cycle

| e fait que le point fixe soit stable ne suffitsp@our montrer que la suite converge bien verslans le
cas présent de la suite logistique, on peut démiogtre la suite converge bien vers ce point quelspitu, dans
]0 1[. Cet intervalle est appelé le bassin d’attearcdex*.
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fixe stable de deux pointg* etx,* tout en gardant le point fixe" qui, lui, est devenu instable. On
constate par le calcul que ces deux points restahtes pour ¢ compris entre 3 et 1/6 = 3,45 ¢f.
exercice 7 ci-desssoudiu dela dec = 3,45, ces deux points deviennent instables ratéeu, et ils se
dédoublent pour donner chacun deux nouveaux pidxets stables, d’ou un cycle fixe de 4 points sur
lequel la suite va s’enrouler. Puis ces quatretpae dédoublent a leur tour, et ainsi de suitee |
produit ce que I'on appelle une cascade de bifimest Les valeurs depour lesquelles se produisent
ces dédoublements sant= 3, ¢, = 3,45 comme on I'a vu, pugs, c,4, etc. cette suite ayant une limite
c, =3,57.

Jusque-la, nous sommes restés dans une zoneutelamverge, méme si cela se fait sur un cycle
de points. Mais que se passe-t-il au dela de8,57 ? Les éléments de la suite s’étalent maamtiesur
une zone dense de points, ce qui marque la fipdésomenes périodiques précédents, annoncant la
présence d'un certain chaos. Lorsquaugemente, cette zone grandit pour occuper tosédenent
10 1] lorsquec = 4, ce que I'on appelle le chaos ultime. Touteftzias un certain nombre de fenétres a
I'intérieur de la zone chaotique, on retrouve urtaie ordre, notamment la présence de cycles figes
trois points, ainsi que de nouvelles bifurcatiddis.certain nombre de ces résultats sont indiquégasu
figure 15

Figure 15: Evolution de la suite logistique pour des valaussantes de De gauche a droite et
de haut en bas

¢ = 2,9 avec le diagramme en colimacon vers le gbiatx*,

¢ = 3,35 ou I'on ne montre que la fin de la traj@etoavec un cycle fixe de deux points qui sont
aussi des points fixes pour la fonctioh dont la courbe est tracée eert

c = 3,54 avec le cycle fixe de quatre points, qui swissi les points fixes pour la courbe de

¢ = 3,564 avec un cycle fixe de huit points.

¢ =3,6 dans la zone chaotique, avec la trajectacei@ant une zone dense.

¢ = 3,84 ou apparait un cycle fixe de trois poigts,sont aussi points fixes @& (courbe ervert).

Exercice 7 : Etude du cycle fixe de deux pointsupac > 3
1) Calculer f(x) = f(f(x)).
xO y=cx(1- 00 = f(3=cyl- y= T- XI- cx &)

Finalementf(x) = —c®*x* + 2c3 = 3+ ) ¥ + .
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2) En utilisant le fait que les points de f sonssiudes points fixes de’f déterminer les deux
nouveaux points fixes dé.f

Les points fixes vérifient € x* + 2¢®x* — €+ ¢?) x* + > x =, Soit :
AEx-2c3 ¢+ P+ x—c?+1 =0, aprés avoir divisé parle pointx = 0 étant un point fixe.
3 2 C+1 C2 _1
X =2X +— X———
c c
On sait que le point fixg* def est aussi un point fixe pofif, ce qui permet de factoriser :

_c—l)(xz_c+1x+ c+])=0
c c ¢

Les deux nouveaux points fixes sont les racines de
o Gl o+l . _C+l+yc?-2c-3 ot X;_c+1—\/cz—20—3
2c ’

——X+——=0, soit =
c c? % 2c

discriminantc? — x — 3 est positif pouc > 3.

= 0.

(x

car le

3) Vérifier que les points 0 et x* sont instablesipf * . Utiliser le fait que f(x) = f (f (x))pour
dériver.

La dérivée dd? est f '(f (x))x f'(x), avecf'(x) =c—2¢ x.

En 0, € %(0))’ = ¢ puisquef(0) = 0. Le point O reste instable.

Enx, avecf(X) =x, (f (X)) = (c—2c X)?= (c— 2(c —1))* = (—c +2)* < — 1 pourc > 3. Le point
est devenu instable.

4) Montrer que les deux nouveaux points fixes’d®ifit stables pour ¢ > 3 jusqu’a une valeur de c
que I'on précisera..Constater que la dérivée dedt la méme en ces deux points.

Enx,, la dérivée dé®est f '(f (X)) x f'(X)= f'(%)x f'(X), etl'on a le méme résultat ep x
=¢—2cx)(c—-2cx)
-2 (Xt %) +4C X X
f-2c(c+1)+4€+l)= CC+2x+4
Pourc supérieur a 3, cette fonction deest strictement décroissante. En 3, elle vaet fjuandc
augmente, elle décrofit jusqu’a — 1 pour une valewrtelle que >+ 2 +4=—-1, >+ 2+ 5= 0.
Cette équation admet une seule solution supérée8rél s'agit del++/6 = 3, 45.

Ainsi pourc allant de 3 & 3,45, le point fixg est stable, et il en est de méme pQUrAu-deIa, les
deux points vont devenir instables.

4.3. Diagramme des bifurcations, de 'ordre au cha®

Une autre fagon de voir I'évolution de la suiteistigiue suivant les valeurs du paramé&tmnsiste
a se placer dans le repéere \f,). Paru,, nous entendons les valeurs de la suite pagrand, quand
celle-ci a atteint un certain équilibre. Par exeangh itéranh jusqu’a 1000, on ne dessine que les
points obtenus au-dela de 800. Par exemple, paquehvaleur de inférieure & 3, on obtiendra un
seul point, & cause de la convergence de la sujfe@n verra ensuite apparaitre les bifurcations,
comme signe annonciateur du chos, puis le chaeséuie, jusqu’au chaos ultime paur 4% On
s'apercoit alors qu'a l'intérieur de la zone chqoé surgissent des fenétres de réordonnancement, pa
exemple avec I'apparition d’'un cycle fixe de trpwints enc = 3,84, lui-méme soumis ensuite a des
bifurcations figure 16.

12 Remarquons que dansXercice 5 avec son contexte plus complexe, on avait asaisi@e évolution
analogue.
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5s 4c

Figure 16: A gauche diagramme des bifurcations et zone chaotique aescfenétres dans le
repérec, u, A droite grossissement de la plus grande fenétre et dedsimage, entre = 3,815 et
¢ = 3,87, pour voir le cycle fixe de trois pointsii ge dédoublent ensuite, avec de nouvelles fenétre
dans la fenétre..

Exercice 8 : Chaos ultime et fréequences

Pour ¢ = 4, dans la phase de chaos ultime, avgcHf®& x (1 — Xx) représentée graphiquement par
la parabole dont le sommet est en (1/2, 1), lesitposuccessifs (U u,.;) de la suite logistique
parcourent toute la parabole lorsque I'on prend drggectoire suffisamment longue, en partant ge u
guelconque (tout en évitant certaines valeurs paligeres comme 0,5 ou 0,25 ou le chaos ultime ne se
produit pas). En découpant l'intervalle [0 1] deake des x en 100 petits intervalles, faire le
programme qui compte combien de fois chacun deet#s intervalles est touché par la trajectoire.
Tracer la courbe des fréquences, afin de conndétrdistribution des touchers de la suite sur la
parabole. Par la méme occasion déterminer la valeoyenne des valeurs absolues des dérivées de f
prises en chaque point de la trajectoire.

Le programme s’écrit simplement, ici en mode texte

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
int f{1000]; double cumulderivee;

int main()
{ double x,fprime; int i k;
x=0.31; /*valeur initiale */
for(i=0;i<500000;i++)/* boucle de la trajectoire */
{ X=4.%X-4.*x*X; [* passage d'un terme au suivant de la suite logist */
fprime=4.-8.*x;  /* calcul de la dérivée en chaque point */
k=(int) (100.*x); /* k est le numéro de I'intervalle ou tombe x */
flk]++; /* flk] augmente de 1 chaque fois qu’un point tonda@s l'intervalle k */
cumulderivee+=labs(fprime){* cumul des valeurs absolues des dérivées */

}

for(i=0;i<100;i++) printf("(%d %d) ",i,f[i] );

printf("\n\n dérivée moyenne: %f ",cumuldem&00000. );
getchar();return O;

}

L’histogramme des fréquences est donné sfiglae 17 et I'on trouve une valeur moyenne de la
dérivée en valeur absolue égale a 1,97.
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Figure 17: Fréquences des touchers de la parabole paoilets jple la suite logistique poar 4.

5. Exposant de Liapounov et mesure du chaos

Partons d’un poink,, en fait un nombre, et soumettons-le a I'actigmétée d’'une fonctioh La
trajectoire obtenue esg, X; = f(Xo), X2 =f(u,), etc. Par définition, le nombre de Liapounov:est

)E

A=im (500 [ 00] | 00

n

Il s’agit de la valeur moyenne de la dérivée erwahbsolue, en tous les points de la trajectoire,
encore de la valeur moyenne de la pente de latéagen valeur absolue) en ces points sur la eourb
de f. Quand la trajectoire converge vers un pemthombre est inférieur a 1 car la pente de laetateg
au voisinage des points fixes est inférieure a tadeur absolue, et c’est la que se trouvent quergim
tous les points de la trajectoire. De méme lorsiguérajectoire converge vers un cycle fixe de
points.ol le produit des valeurs absolues des é&sisur un cycle est inférieur & Par contre, quand
ce nombre devient supérieur a 1, cela indique qiyil plus de cycles de points stables et quedsin
entré dans un mouvement chaotique. Par exemple lpofonctionf de la suite logistique et sa
parabole lorsque = 4, correspondant au chaos ultime, tous lestpoia cette courbe sont touchés et
I'on a constaté expérimentalement que la moyensevdieurs absolues des dérivées est proche de 2
(cf. exercice B

En pratique, on préféere prendre ce qui s’appedieplosant de Liapounqvtel quep = logQ.), ce
gui remplace les multiplications par des additiens par O :

138 df
= i i | -
U r!lmo(n k§=0 og dX(Xk )‘)

Pouru négatif, le comportement de la suite est cycligec convergence vers un ou des points, et
pouru positif, le comportement est chaotique, plus oingisuivant la valeur de

Exercice 9 : Exposant de Liapounov pour I'applicati logistique

Reprendre I'application logistique f(x) = ¢ x (1») et faire le programme qui dessine la courbe
donnant I'exposant de Liapoungwen fonction de ¢ pour ¢ variant de 2 a 4.

13.0n I'a vu pour un cycle de deux poingsetx,, avect '%(x,) = f(f(x))'= f "(f(x) (%) = (%) f '(X1). Un
point fixe commex, est stable pourf?® si |f '?(x,) < 1, ce qui implique que le produit des dérivéesun cycle
fixe de points pouf est aussi inférieur a 1. Ce qui est valable poucyate fixe de deux points le reste pour un
cycle fixe den points.
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Dans le programme, on a mis les logarithmes en Base qui revient a diviser les logarithn
népériendog parlog(2), et dans ces conditions le chaos ultime est olppenn: de I'ordre de 1. On
constate notammesur le dessii(figure 18 des variations verticales dans ane de stabilité, pow
négatif. Les points les plus bas sont obtenus lmrdg tangente aux points fixes est horizontake
plus hauts (avee nul) correspondent aux bifurcations. On constassiadans le zone de chaos au
positif, de nombreuses descentes dans la zone iveégabrrespondant aux fenétres
réordonnancement.

line(xorig,yorig, xorig +700,yorig,black)/* axe horizontal du repere */
for (c=2.7;c<4.;c+=0.00005)
{x=0.4; cumulog=0.;
for (i=0;i<400;i++) /* on pratique 400 itérations
{ der=c2*c*x; absder=fabs(de!
if(absder>0.000001) cumulog+=log(absder)/log
X=c*x*(1.-X);

}
mu=cumulog/400.; putpixel(xorig+400.>-2.7),yorig-50.*mu,black);

Figure 18: Exposanf de Liapouncu en fonction de

L'exposant de Liapounov est tres précisément lgergotion de sensibilité aux conditions initail
c’est-adire a la tendance pour deux points trés prochesuldeurs trajctoires se séparer de fag
exponentielle. Quand elle a lieu cette sensibiité conditions initales est un facteur majeul
comportement chaotique.

Prenons deux points initiaws etyo trés proches. Par itérations successives, on ax, = f "(Xo)
ety, =f "(yo). Exprimons gu’il y a divergence exponenti :

Y, = %,|=| % = %|exp@ n) aveca > 0, ce qui signifie que :

Y™ %
|yo - )%|
Mais souvent, comme dans le cas de I'applicatigistmue, le mouvement se fait darne région

limitée, et il ne peut pas y avoir de divergencpoerentielle infinie. ALors, au lieu de pratique t
évolution du petit a l'infini, on la fait de l'infiment petit au fini, en faisant tendy, — X, vers 0,

lIog tend versy.

n

dou:
1 . - 1 df"
a=limE (lim |09M‘))=Iim log (xo){
n-e N y-x-0 Yo~ % n-e N dx
o 1of
_rlllmo(né dx(xk)‘
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car la dérivéen"™ s’obtient en faisant le produit des dérivées s points successifs de la
trajectoire, par généralisation de ce que I'on ia fE&cédemment pour %(x)’. On retrouve ainsi
I'exposant de Liapounov, gt=a.

Exercice 10 : Espace de Liapounov

Compliquons le phénomeéne en faisant agir en alteaaleux fonctions logistiques, 'une avec le
paramétre c, l'autre avec le parametre a partir d'un point x. Puis placons-nous dans le repere
(c, ©). les deux paramétres étant compris entre 0 Bodr chaque point (c,)xon lance la trajectoire
du point x et I'on détermine I'exposant de Liapounoeorrespondant. En associant une couleur qui
est fonction de, chaque point (c, I se trouve ainsi colorié. Plus précisément on sin@iun dégradé
d’une certaine couleur pour la zone chaotigue>(0) et un dégradé d’'une autre couleur dans laezon
d’ordre (u < 0). Faire le programme, en pratiquant des zoamsdes zones de I'écran. On constatera
gue des dessins curieux surgissent. Surtout si ifroduit des variations. Au lieu de répéter
I'alternance 12 de la fonction logistique 1 et dddnction logistique 2, on peut choisir d’auttestifis
répétitifs, au gré de son imagination, comme [faitt Mario Markus et Bennon Hess vers 1990.

On sait déja calculer I'exposant de Liapounov. Lesmlélicat est de passer de la zone calcul,carré
de longueur 4 avec une fenétre ®ua dec; a c, horizontalement, et de&, ac', verticalement, a la
méme fenétre, mais grossie, sur I'écran. Le ret@aégran ayant comme dimensidnstL’, on a
aussitét le zoom horizontabomx= L/(c,— ¢;) etzoomy=L" /(C', —C'1). On en déduit les formules de
passage du point calcu, €') au point écrandg c'e) (figure 19 :

ce = Xxorig + zoomx(C —Cy)
c'e =yorig —zoomy(c' — C'y)
En inversant :
c=(ce- xorig+ zoomx ,¢/ zoomx
c=(—c'e+ yorig+ zoomy ‘¢)/ zoon
On en déduit le programme, des résultats étanepiés sur ligure 2Q

0 XOrig ce

W

ce

0 c . yorig

0 c] @4
zone calcul

Figure 19: Passage de la zone calcul a la zone écran.

v .
Zone ccran

On se donne L et LL, longueur et largeur du rectamtg I'image sur I'écranpar exemple 400 et 650
cl =2.76; c2 =4 /* dimensions de la fenétre image dans la zzaleul */
ccl =2.2; cc2 =4,
zoomx=L/(c2-cl); zoomy=LL/(cc2-ccl);
for(ce=xorig;ce<xorig+L;ce++) for(cce=yorig;cce>ig-LL;cce--) /* parcours de la zone écran */
{ c=((double)ce-xorig+zoomx*c1)/zoomx;
cc=(-(double)cce+yorig+zoomy*ccl)/zoomy;
x=0.2; cumulog=0/¥ conditions initiales */
for (i=0;i<=n;i++) /* trajectoire de x de longueur n, par exemple 8BGO */
{if(i%2==0) C=cc; else C=c/* alternance 12 */
x=C*x*(1.-x); der=C-2*C*x; absder= fafder);
cumulog+=log(absder)/log(2.);
}
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mu=cumulog/(double)i* exposant de Liapounov */
if (mu<0.)
{ icolor=128.+((int)(-mu*500.))%128* gamme de dégradés de couleurs pour mu < 0 */
putpixel(ce,cce,coul[icolor]); /* utilisemuableau de couleurs de 128 a 255 */

else
{ icolor=((int)(200.*mu))%128; /* gamme de dégradés de couleurs pour mu > 0 */
putpixel(ce,cce, coullicolor]);/* utiliser un tableau de couleurs de 0 a 128 */

}

}

1 ;

Figure 20: Espaces de Liapounov pour I’alterncuceet 111111222222 droite

Exercice 11 : Migrations réciproques de population

On considére une population répartie dans deux z@@ographiques limitrophes A et B, avec x
individus du c6té A ety du cété B. Si ces deunmes restaient autonomes, leur loi d’évolution gera
celle de la suite logistique, de la formg;x= ¢ X, (1 — %) pour 'une comme pour l'autre. Mais on
ajoute un effet de diffusion, a travers la fron¢iePlus le groupe des x individus est grand papap
au groupe des y individus, plus il y a passageadshe A a la zone B, et inversement quand y &st pl
grand que x. Autrement dit, on assiste a une tetat'équilibrage évitant une surpopulation dans
une zone par rapport a l'autre. Le systéme corresipot est :

= 1- + -
{X”” CX(d= %)+ d(y %) ou d est un certain coefficient de diffusion.

Yorr =C Y= V) + d( %= )

Dans ce qui suit, on choisit ¢ = 2d + 1. Ainsi,dque d varie entre 0 et 1, ¢ varie entre 1 et 3, ce
qui évite a la suite logistique d’entrer dans laneale chaos, ni méme dans la zone des bifurcations.

1) Remplacer les suiteg &t y, par les suites pet v, telles que x= (d/c) u, et y, = (d/c) v, et
vérifier que les nouvelles suiteset v, obéissent & des relations de récurrence de ladarm

u,=u,+ f(x, . . © s .
{ wa =+ 1060 %) ou f et g sont des fonctions a déterminer.
Vn+1 =Vu + g( )ﬂw yn)
Précisons que ce changement de suites n'a pasrd’dutt que de simplifier les calculs par la
suite. Les suiteset y, étant les mémes que les suitgety, a un facteur pres, soit d/c = d/(2d + 1),

leur comportement sera le méme.
Les relations de récurrence syety, deviennent :

(d/ou,,=dy@-(d/ gy)+ d d ¥ y- 1 etde méme pour l'autre, ou encore :
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Uy =CY,(1=(d/ guy)+ d y- y)
=cu, —dy’+d(y- u)
=(c-d)y,-dy’+ dy
=(d+u, - dy’+dy,
=u, +d(u, — Y’ + )

Finalement :

Upy = U, + d(U, = 47+ W)

{vn+1=vn+d(w+vn-\42)

2) Chercher les points fixes de,,(w,), c'est-a-dire les points tels que.u= U, et .1 = Vv, pour
tout n. On trouvera deux points fixes (0, 0) et2R,et les points correspondants pouy, (k) seront
(0, 0) et (2d / (2d+1), 2d / (2d+1)).

Uns1 = U, €tVay = v, S'écrivent :
u-u’+v =0
{un +v, -v®=0
ce qui impose par soustractiogf = v,%, soit u, =+v_. Si 'on prendu, = —V,, ce qui est impossible
pour des populations non nulles, la premiére égnatonne d’ailleursi, = 0. Et siu, = v, la premiére

équation (ou la deuxiéme) donnei2- u,? = 0,u, (2 — u,) = 0. On trouvas, = v, = 0, ouu, = Vv, = 2.
Finalement si les deux suites commencent a 0 geke? restent constantes.

3) Montrer que pour (U W) le point (0,0) est instable.Pour cela, on se plati voisinage de ce
point, et on linéairse les deux relations en élaminles termes négligeables, ce qui donne une ceatri
dont on cherchera les valeurs propres et les vestpropres, ce qui permettra de conclure.

Lorsqueu, et v, sont proches de 0, les termg$ et v,> sont négligeables. On aboutit au systéme
linéaire :

U = (L d) 4, + d; de matriceM = 1+d d
Vi =dy +(1+d)y d 1+d

Les vecteurs propreg sont les vecteurs non nuls qui sont transformésemteursV’'= M V
paralléles & sous l'effet deM, soitM V = 1V, le nombre) étant le nombre appelé valeur propre
associé &/. Cette équation matricielle devieM (— Al) V = 0, et I'on ne peut trouver de vecteurs
différents de 0 que si le déterminant Me— Al est nul, les deux équations se réduisant alonsea u
seule.

1+d -/ d s 2 . . . ,
q 1+d-1 =0, ou (1+d-A)"-d*“=0. La résolution de cette équation dorine 1 ou
A=1+2.

Pouri = 1, avecV (X, Y), le systémévl V =V conduit a I'équatiotly = —x. Un vecteur propre est
Vi(1,— 1). Pourt = 1 + 3, le systéme devie V = (1 + 2) V et se réduit & I'équatiop = x. Un
vecteur propre edf,(1, 1). Prenons un poilM proche deO. Le vecteur OM est une combinaison de
VietV,: OM =k Vi +K V.. Le transforméV’ de M est tel queOM’ =k V; + K (1 + 2d) V,. La
valeur propre 1 +@> 1 probvoque une expansion au voisinag®de le pointM’ s’éloigne deO par
rapport a, suivant la direction de la premiére bissectriegabintO est instable, en son voisinage.
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4) Montrer que l'autre point fixe A(2, 2) est staldu instable en son voisinage, selon les valeurs
de d & préciser. Il conviendra de prendre les suitg = u, — 2, et vy = v, — 2, proches de 0 au
voisinage de O, et de procéder a une linéarisatiomme au 3°.

Avecu,=U'p+ 2, ety =V',— 2, les relations de récurrence du 1° deviennent :

uln+l = u|n+ d( uln+ 2+ vn+ 2_ (uln+ 2)2 u|n+1 = (1_ 3d)u'n+ d V'n Y . . 7
ou 3 . , apres avoir supprimeé les
Vi =Vt d(U+ 2+ V4 2= (V+ 2F Vi =d U, +(1-3d) v,
termesu’ > et v, négligeables par rapport aux termes du premierédag voisinage de (2, 2). La
matrice associée est :

d 1-3d
valeurs propres réelles, =1 - 2 etl, =1 — 4.

1_3(1 d A sz 3
M = . Par le méme calcul que précédemment, on trouvellgguadmet deux

Lorsqued va de 0 a 0,5,;vade 1 a 0 et de 1 a — 1. En valeur absolue, les deux valeunsres
sont inférieures a 1, ce qui montre que les vestpuspres associés sont soumis a une contraction.
Pour un poini (u,, v,) cela signifie gu’il se rapproche de qui est donc un point fixe stable.Lorsque
d dépasse 0,54}| > 1, et le point fixéA devient instable.

5) Progrmmer, afin d’avoir les trajectoires des ipisi (%, Vi) pour diverses valeurs de d. Vérifier
gue les trajectoires issues de points assez prabhesint fixe (2d /(2d + 1), 2d /(2d + 1)) converd
vers ce point pour d < 0,5. Que se passe-t-il ald-@&t qu’est-ce que tout cela signifie pour lesixde
groupes de personnes ?

for(d=0.483; d<0.64; d+=0.01)
{ c=2.*d+1.; zoom=400.;
u0=0.2; v0=0.4; /* les points (%, ) sont notés ici (4 v,) */
u=u0;v=v0;filldisc(xorig+zoom*u0,yorig-zoona®,2,red);/* conditions initiales */
for(i=0;i<100000;i++) /* trajectoire de la suite */
{ ue=xorig+zoom*u;ve=yorig-zoom*v;
newu=c*u*(1.-u)+d*(v-u);
newv=c*v*(1.-v)+d*(u-v);
newue=xorig+zoom*newu;newve=gerdom*newv;
if (ue>10 && ue<699 && ve>20 &&ex579 )
{ if (i>98000) filldisc(ue,v2,black);else filldisc(ue,ve,1,red);
if (i>99990) line(ue,veymge,newve,blue)* jonctions entre deux points successifs */
}

u=newu;v=newv,

}
SDL_Flip(screen); pause();SDL_FillRecté&zm,0,white);

}

Comme prévu, on constate que la suite convergelegysint (21 /(2d + 1), 2 /(2d + 1)) lorsque
d < 0,5. Juste au-dela de 0,5, une bifurcation edyir et le point fixe est remplacé par un cyckefi
de deux points, qui s’éloignent I'un de l'autresgued augmente. Puis lorsqukdépasse une valeur
proche de 0,6, les points sont remplacés par tectgtr plus complexe, formé de deux formes ovales
qui grossissent quardaugmentefigure 21).

Pour les deux groupes de personnes, cela signiBepgur les faibles valeurs du coefficient de
diffusion d (d < 0,5), les deux groupes finissent par s'équilitaeégalité, avec la disparition des
migraptions réciproques. Puis, pour les valeursakfficientd entre 0,5 et 0,6, les deux groupes se
mettent & osciller & chaque étape de facon périediju-dela de 0,6, les deux groupes subissent des
oscillations de plus en plus fortes et non régesieNersd = 0.65, les oscillations sont telles que par
moment chacun des groupes a un nombre d'individesgoie nul. Au-dela, le phénomene n’est plus
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représentatif d’une population dont le nombre diiitiis doit étre positif, ou bien on peut dire qu
bout d’'un nombre d’étapes finin des groupes va disparaitre.

Figure 21: Evolution de la suit(x,, y») pour des valeurs croissantesdi#ge (,48 a 0,64. On voit la
suite converger d’abord, puis osciller sur dewnmgui s'éloignent de plus en plus, puis pd de
'ordre de 0,6 I'apparition de formes ovales quoigsissent. Les points de la suite sen rouge
I'attracteur finalen noir, et des lignes de jonctions entre quelques psintsessifs sont indiquéen

bleu montrant comment les points de la < passent alternativement d’'un ovale a l'autre derf
irréguliere.

6) Sans se préoccupdu faitque les points (xy,) aillent dans la zone négative, observer la fo
étrange de l'attracteur pour d = 0,6¢

Le programme précédent donne le résule lafigure 22

Figure 22: Attracteur étrange poud = 0,685.

7) Dans le plan, on distingue deux types de pamitisaux (X, Vo), ceux dont la trajectoire s’en va
I'infini, et ceux dont la trajectoire converge véiattracteur. Ces derniers fornnt ce que I'on appell
le bassin d’attraction de I'attracteur. Programmpour visualiser le bassin d’attraction, dans le «
ou I'attracteur est un point, etanscelui ou I'attracteur est un cycle de deux po

Nous donnons alessous le programme bassin d'attraction lorsqu’il existe un point fix@ont
on connait les coordonnées. Dans le cas d’'un dgcleux points, on doit précalculer les coordon
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de ces points, par exemple, palr 0,6, on trouve (0.25, 0,66) et (0,66, 0,25). késultats sont
donnés sur léigure 23

d=0.45;c=2.*d+1.;z00m=300.;
xf=2.*d/(2.*d+1); yf = xf;
for(u0=0.01;u0<1.9;u0+=0.003)for(v0=0.01;v0<1.9;=«@003)/* parcours d’'une zone carrée */
{ u=u0;v=v0;flag=0;
for(i=0;i<1000;i++) /* trajectoire a partite (U0, v0) */
{ newu=c*u*(1.-u)+d*(v-u);
newv=c*v*(1.-v)+d*(u-v);
U=newu;v=newv;
if (u*u+v*v>16.) {flag=1;break;}/* cas ou la trajectoire s’en va a l'infini */
if (fabs(u-xf)<0.01 && fabs(v-yf)<0.0QZii=i; break;} /* cas ou la trajectoire converge vers (xf, yf)*/

}

if (flag==0)
{ue=xorig+zoom*u0;ve=yorig-zoom*v0; f{mixel(ue,ve,coul[ii%20]);
}

}

filldisc(xorig+zoom*xf,yorig-zoom*yf, 3, red){* dessin du point fixe */

Figure 23: Bassins d'attraction por un bomt figegauche et pour un cycle de deux points a
droite. On a utilisé un dégradé cyclique de gris pouigjner la vitesse de convergence.



