Suites a récurrences faisant intervenir

des moyennes
( prolongement du chapitre sur les suites numésigue

Nous nous intéressons au comportement a l'infirsulees dont les récurrences d’ordre deux font
intervenir les moyennes arithmétique, géométriqueharmonique. Voici ces suites et les résultats
obtenus, que nous démontrerons ensuite.

1) Ups2= (Un1+ Uy) / 2, avealp etu; donnés quelconques. Sa limite egt{2u,) / 3.

2) Un=4JU,,, U, , aveap etu; > 0. Sa limite es§/u,u,’

3) U= — ([Un+1t+ Uy)/2 , @aveayp etu; quelconques. Sa limite est 0.

4) 22 = Luney + 11, avecuy etu; > 0. Sa Imite est Gyuy/ (2up+ uy).
5) U= 2/(Un+1 + Up) @vecup etu; > 0. Sa limite est 1.

6) Un+2=(k/2)( 1hun.1 + Liuy), avecy, etu; > 0. Sa limite estk.

1. Suite 1 : Un terme de la suite est la moyennatamétique des deux
termes précédents, Soit., = (Up+1 + Up)/2

Premiére méthode :
1) Montrer que la suite (4) est bornée.

Sur un axe, le terme,,, est le milieu du segment.s, u,. Il s’agit 1a du phénomeéne essentiel qui
caractérise cette suite. Notamment au dépaeist entreu, et u;. Supposons que jusqu’a un certain
rangn, les termes de la suite soient enlyetu;. Commeu,.; etu, sont alors entrg, etuy, il en est de
méme deu,.;. En faisant marcher cette récurrenggereste compris entray et u; quel que soih.
Etant minorée et majorée, la suitg) (est bornée.

2) On définit la suite (¥) par v = u,— U,.1. Montrer qu'’il s'agit d’'une suite géométrique.

Vp= Uy —Un1= (Unt+ Un2) / 2 —Upg = — (Un1— Un2)/2 = Vi1 / 2. La suite \,)) est géométrique de
raison —1/2 et de terme initial = u; —up. Sa forme explicite est,= v, (1/2)”’1.

3) Calculer la somme des n premiers termes de la s(ute En déduire la forme explicite de,u
et la limite de y lorsque n tend vers I'infini.

DV, FV(1H(=1/2) + (<L) + ... + (=1/2)" = (2/3)v; (1~ (-1/2)). Mais on a aussi

k=1

v, = (Up—Up) + (Uz—uy) + ... + U —Un1) = U, —Ug. Finalement:

M-

=~

=1
Un = Up + (2/3) U1 — Up)(1 — (=1/2). Lorsquen tend vers I'infini,u, tend vers :
Up+ (2/3) GJ]_—U()) = (2.]1"‘ U()) /3.

Remarque : Nous avons trouvé que lorsqu’un terrhdeelsarycentre du précédent, ici avec le
coefficient %, et de celui d’avant avec le coeéfiti 1/2, la suite converge vers le barycentreide
avec le coefficient 2 et de avec le coefficient 1. Cela se généralise a teutie vérifiant la relation
de récurrence :
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Une2 = (1 =K) upeg + K W, avec 0 <k < 1, ce qui signifie gu'un terme quelconque edideycentre
du terme précédent avec le coefficientklet de celui d’avant avec le coefficidqgtun tel barycentre
étant situé entra,., etu,. Avec le méme raisonnement on trouve gytend vers le barycentre de
avec le coefficient 1 et dg avec le coefficienk, soit & la limite ¢, + k w) / (1 +K).

Deuxiéme méthode :

1) Montrer que W+ Uy1 /2 ne dépend pas de n

Up+ Upa/2 = (Untt+ Uno)/2 +Un /2 = Un 1+ Un2/2. ENn procédant & une descente en cascade, e arri
au, + Upa/2 =up + Uy2, ce qui donne bien, + u,4/2 =k quel que soih, k étant une constante, a
savoir k =u; + uy/2.

2) Montrer que la suite (W) est arithmético-géométrique et en déduire sa timi

U= —Un1/ 2 +k ce qui correspond bien a une suite aritttmgéométrique. Si la suitg,
admet une limitd, celle-ci doit vérifiel. = —L/2 +k, d’'ouL = 2k/ 3. Considérons la suite auxiliaire
V= U, — L. Que la suite, ait une limite ou pas, de toutes fagons le norhbrérifie L = —L/2 +Kk, et
avecu, = —U,.4/2 +k, cela donne par soustraction des deux égalitgs,L = — (Un.1— L)/2, soit v, =
—Vh1/ 2. Cette suite est géométrique de raison — 1/2or premier terme eg§= U, — L. Lorsquen
tend vers l'infini,v, tend vers 0, at, tend verd., a savoir X/ 3 = (A, + uy) / 3.

Troisieme méthode :

Montrer que la suite () satisfait a une relation de récurrence linéairéatddre 2. En déduire sa
forme explicite et sa limite.

Un= (Un1+ Unp) / 2 Se réécrit@,— u,.1— Uy»= 0, ce qui constitue la forme demandée.

Considérons une suite,f obéissant a la relation de récurrengg-2v,1— Vo= 0. Il existe une
infinité de suites\(,) vérifiant cette relation, car tout dépend desditions initiales choisies, etil y a
une suite pour chaque condition initiale. Cherchams solution particuliére, de la formev,=r", r
étant une constante (non nulle). Cela impa8e £"'—r"?= 0, ce qui se réduit ar2-r — 1 = 0. Cela
s’appelle I'équation caractéristique de la récureerne solution évidente est 1, I'autre est =
—1/2. On vient de trouver deux solutions a la rehatle récurrencev,, = 1 etv,= (-1/2}. A leur tour,
Vo= a etv, = b (-1/2)' vérifient aussi la relation de récurrenaegtb étant des constantes arbitraires.
Puisv, = a + b (-1/2)' vérifie aussi la relation de récurrence, commdeovérifie aisément. Cela est
vrai quelles que soient les constarde=tb. On vient de trouver une infinité de suites solusi de la
relation de récurrence. Parmi elles, voyons si tromive la suites, avec ses conditions initiales et
u;. On doit avoira + b = uy eta — b/2 = u;. On trouvea = (Ug + 2u,)/3 etb = 2(uy—uw,)/3, d’ou la
formule explicite u,= (Up+ 2u;)/3 + 2(Uo — uy)( =1/2)/3. Poum infini, u, a pour limite @+ 2uy) / 3.

Remarque : méme si 'on n’en a pas besoin danért@dstration précédente, on peut prouver que
la relation de récurrence n’a pas d'autres solstiue les suites, = a + b(-1/2)".

Quatrieme méthode :

On suppose ici, sans grande perte de généralitée ggi< u;. On pose y= Uy, €t W, = Uonsr.
L’objectif est de démontrer que les deux suiteg) @t (W) sont adjacentes, ce qui prouvera qu’'elles
ont la méme limite, puis I'on déterminera cette lit®, par exemple comme limite de la suitg v

1) On pose g= un.— U, Montrer que d=—d,1/ 2.

_Up Uy u




2) En déduire que w> .

On constate qu@i, — Vi, = Uzneg — Uan = dope ON @ vu que la suited{) obéissait a la relation de
récurrenced, = — d,1 / 2, elle change de signe a chaque étape. Cotgreu; — Uy a été suppose
positif, cela entraine que les termes d’ordre @aicette suite sont positifs. Finalement-v,, = dy, >
0, etw, > Vv,.

3) En utilisant la suite (d), montrer que la suite (Y est croissante, et que la suite Jjwest
décroissante.

FOrmonsv,.1 — Vi = Uznez — Uon = (Uznes + Uop) / 2 —Uop = (Upne1— Upp) /2 =dan / 2 > 0 comme on I'a vu
au 2°. De la méme fagon on trouve que; —W, = dxne1/ 2 < 0. La suitey,) est croissante et la suite
(wy,) décroissante.

4) Montrer que les deux suites{vet (w,) sont convergentes, de limite | et I'.

Avec v, <w,, et sachant que les suites) €t (v, sont respectivement croissante et décroissante,
on a :Up = Vo< V, <W, < W, = U;. Croissante et majorée par la suite {,) converge, avec pour limite
|. Décroissante et minorée par la suite ) converge verg.

5) Montrer que les deux suite {vet (w,) sont adjacentes, et en déduire que | =1I'.

Rappel : on dit que deux suitesjvet (w) sont adjacentes lorsqu’elles obéissent aux quatre
conditions: \ =w,, V, croissante, wdécroissante, et yw v, tend vers 0 lorsque n tend vers linfini
(Signalons que la premiére condition, ¥ w, est superflue, car elle est entrainée par lesgrautres
conditions).

Avecd,=—d.1/ 2, la suite ,) est géométrique, de raison — 1/2 et de termialinig = u; —uy > 0,
ce qui donne la formule explicith = dy (— 1/2). On en déduit que pourinfini d, tend vers 0. Ainsi
W, — W, tend vers 0. Les deux suites sont adjacentesaibpgssage a la limite dg — v, on a aussi
I' =1 quitend vers 0, d'oli=1I".

6) Calculer cette limite. Pour cela on pourra chérer la limite de la suite y en montrant
d’abord que V.1 — W= (\h — 1)/ 4, puis en utilisant la premiére méthode de régan vue ci-
dessus.

On a vu qu&/1 —V, =z, / 2 et de méme, — V.1 = dyn2/ 2. Comme I'on a auseh, = —dan1/ 2 =
dono/ 4, cela donnevy. — V= (Vh — Ve ) / 4. Posons, = v, — V1. La suite {,) est géométrique, de
raison 1/4 et de terme initil= v, — vy = U —Up = (U — Up) /2. Sa forme explicite egf=t; (1/47"1, et
lorsquen tend vers l'infini,t, tend vers 0. Reprenons la méthode utilisée au 1. :

Zn:tk=t1(1+(1/4)+ /47 + ..+ @4 F (413, @ @/9)

k=1

DL =V = VotV — Vit V- VT -y

k=1

En passant a la limite, on obtidnt vy = (4/3)t;, soit
I =\t (4/3)t1= Up + (4/3) GJ]_—U()) /2 =Up /3 + 2U1/3.

2. Suite 2 : Un terme de la suite est la moyennéamétrique des deux
termes précedents, sQik2=4/U,., U,

1) Déterminer les conditions d’existence de cettédes suivant les conditions initiales

Les problemes d’existence sont dus a la présenredacine carrée.



Si up ouu; sont nuls, on obtient la suite nulle & partir dog 2 au plus. Supposons désorrgist
u, différents de 0, et distinguons trois cas :

1) up etu; sont de signe contrairal; n'existe pas.

2) up etu; sont négatifsyl, existe et est positif, maig n’existe pas, puisque u; < 0.

3) up etu, sont positifs. Montrons que pour toytu, existe et est positif.

Procédons par récurrence : d’abogdexiste et est positif. Supposons maintenant gsguja un
certain rangn, avec 0< k < n, U, existe et est positif, et montrons qu’a son taug existe et reste
positif : Un1=4/U,,; U, . COmmeu, u,..> 0, la racine carrée existe et est positive. Esafd marcher

la récurrencey, existe et est positif pour tont
Finalement la suite est définie si et seulemeng stu; sont positifs ou nuls.
2) Avec > 0 et y> 0, étudier cette suite, ainsi que son comportetrehinfini.

Posonsv, = In u,, ce qui est permis puisqug> 0. La suite \(,) vérifie la relation de récurrence

Vo2 = (Ve + V) 1 2, avecyy = In Uy et vy = In ug. On sait que la suite, tend vers\{ + 2v,)/3 en

oscillant de part et d'autre de cette limite. A goor u, tend vers exp( + 2v;)/3) = u"® u,?% en

alternant tout autour, puisque la fonctlarest croissante. On sait aussi que
Vo= (Vo+ 2v1)/3 + (2/3) o — v1)( —1/2), ce qui donne :
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3. Suite 3: Un terme de la suite est 'opposé de Inoyenne arithmétique
des deux termes précédents,= — (Un.1+ Unp) / 2 avecu, et u;
donnés quelconques

1) Etudier cette suite ainsi que son comportemeririni.

L'équation caractéristique de cette récurrenceaiieéd’ordre 2 est P+ r + 1 = 0. Ses racines

sontz etz complexes conjuguéesdésignant le nombre conjugué zjavecz = (-1 +i \/7) /4. Les

suites de la formek 2'+ k' 2" vérifient la relation de récurrence. Cherchonsmailles la suitey,) en
imposant les conditions aux rangs O et 1 :

k+K = U etk z+Kz=u,. Ontrouvek =i 2 (Uoz—U;) /N7 etk = u,—k

Apreés calcul, on trouveu,= i (1/+/7 )(= 2u, (' = Z) + o (Z"* = Z"Y). Notons queZ' — Z* étant un
imaginaire pur, le résultat obtenu pagrest bien un nombre réel.

Or0< | —Z| < 2 |, avec ici?| = 1A/2 . Lorsquek tend vers linfini, 3 tend vers 0, et|— 2|
aussi. D'ouZ’ — 2" tend vers 0 ainsi qu& — 2", Finalemenu, tend vers 0 quelles que soient les
conditions initiales.

2) Etudier le comportement du signe dg dans le cas oludr u; = 1.

Le calcul étant plus simple dans ce cas particubiertrouve quek'= k aveck :(ﬁ—i 5)/(2ﬁ )s
d’otu u,= kZ'+ k Z' = 2 Rek 7). Lorsquen évolue, le vecteur" tourne a chaque étape d'un angdle
égal & son argument. Cet angle est |égérementisupéx 772 et sa tangente vaut/7 . Il est
incommensurable avecr2Sa partie réelle, projection sur I'axe desn’a donc aucune périodicité
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quant & son sighelLe fait de multiplierz’ par le nombre complexe fixé&k provoque une similitude
globale sur les vecteur ce qui ne change rien a I'évolution non périodigles signes.

4. Suite 4 : Un terme de la suite est la moyennenmaonique des deux
termes qui le précedent: 214.,=1/un1+ 1 /U, avecug et
u;>0

Avec les conditions initiales choisies, la suilig) est définie, puisque, reste toujours positif, par
récurrence évidente, et il s’ensuit que les divisigont toujours possibles. Posaps=1 / u,. La
nouvelle suite\(,) vérifie la relation de récurreneg,,= (Vo1 + V) / 2, relation déja vue. On sait que
v, tend vers\p+ 2v;) / 3. A son toury, tend vers 3ipu;/ (2up + uy).

Un prolongement du probléme consisterait a étuldigrconditions d’existence de la suitg)(
lorsqueuy,> 0 etu; < 0.

5. Suite 5 : Un terme de la suite est I'inverse da moyenne arithmétique
des deux termes qui le précéedent,.»= 2 / (Un+1 + Up) @vecug
eti; positifs (> 0)

Si up etu; sont tous deux égaux a 1, la suiig (este constante. Plagcons-nous désormais dans tous
les autres cas que celui-la. On va faire en sante dpux termes, I'un d’'indice pair et I'autre son
successeur d’indice impailu,, et uxn.; soient encadrés par deux nombres, I'un étant ppedt
'autre étant son inverseld/ avecb,> 1, soit : 1, < u< b, et 1b, < uyne1 < by, avech, qui tend en
décroissant vers 1 lorsqaeend vers l'infini. Alors les termes de la suitg) (seront pris en sandwich
entre les deux nombresblketb, qui tendent vers 1, et elle tendra elle aussi Lefout le probléme
est de trouver cette suibe Pour cela on va procéder a une constructionguamrence.

Au départ prenonks, tel que 1y < uy< by et 1bo < u; <bg. Pourby, il suffit de prendre le maximum
des quatre nombres, u;, 1/, 1/uy, il est bien supérieur a 1.

Supposons que I'on ait réussi a troulweé un certain rang, vérifiant les deux inégalités
1/b,< U< by, et 1b,< Upni< by
et cherchons quel successbys prendre. Nous allons distinguer deux cas :

1) up, etuyneg SONt du méme cété de 1, tous les deux supérieutsus les deux inférieurs a 1.
2) Upy etu,,.g SONt de part et d’autre de 1.

Avant de faire le bon choix d®.;, nous constatons deux choses:

a) Lorsqueu,, etu,,.; sont compris entrl, et 1b,, ce qui constitue notre hypothése de récurrence,
alorsupn., et Uiz le sont aussi. En effet, additionnons les deugatités 1, < up,< b, et 1b, < Upns

! Rappelons le théoréme a ce sujeBait une rotation d’angle ¢ sur un cercle, cet angle étant
incommensurable avec Zr Les images d'un point quelconque du cercle par derotations d’'angles
successifsO, @, 2¢, 3¢, ..., modulo 27 forment un ensemble partout dense sur le cercleRPour la
démonstration, on utilise les faits suivants : @utptrouver un nombre entiértel que I'angle¢’ = k ¢ soit
inférieur ag modulo 27 Puis en faisant les rotations par blocgkden trouvera un nombie tel que I'angleg”=
k' ¢ soit inférieur a¢', et ainsi de suite. C’est cette évolution qui €ctpe toute périodicité dans I'évolution des
signes de la suitel{). Un autre théoreme indique diaerépartition des points sur le cercle est uniforra. Dans
le probléeme qui nous concerne, cela entraine gwilen moyenne autant de termes de la sujjeayec le signe
+ gqu’avec le signe-.

2 Cette méthode m'a été proposée par mon collég@hiBaudel.
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< b,. On trouve que b < (Uxn+ Une1)/2 < by et en inversant b < upn.< b, Puis recommencgons avec
les mémes encadrementsugdg.,et deu,,.;. On trouve aussi quetlh< Unpss< by

b) Le deuxiéme casif, etuy,.; de part et d’autre de 1) se produit une infing€als. Pour prouver
cela, nous constatons d’'abord que trois termesesaifs de la suitauf) ne peuvent jamais rester du
méme cbté de 1. En effet,sietu.; sont du méme coté de 1, la moyenne arithmétique deuy.,
est entre ces deux nombresygp obtenu par inversion, est envoyé de I'autre cétd.dOn en déduit
qu’il y a une infinité de traversées de la frorgia?

Cela ne prouve pas que le deuxieme casef U1 de part et d'autre de 1) arrive une infinité de
fois. Car il pourrait se produire le phénoméne pkoanel suivant : la traversée s’effectuerait
toujours, a partir d’'un certain rang, seulemers du passage d’un rang impair a un rang pair,-&'est
dire que ce serait toujours le premier cas quiem¥iait. Dans ce cas hypothétique (on peut méme
démontrer gqu'il n'arrive jamais), il conviendraié diécaler la suiteuf) d’'un cran, un terme de rang
pair devenant maintenant de rang impair, et viasajece qui ne modifierait pas le comportement
général de la suite, mais du méme coup le deuxoameeviendrait une infinité de fois.

Cela nous conduit a faire le choix suivant playg par rapport &, :

Premier cas, avag, etuy,.; du méme cbté de 1. On choisjt,;= b,. Grace a la constatation ey
on a bien M,.1< Uppeo< byyq €1 lbm.lS Uon+3< bps1 avech.1> 1.

Deuxiéme cas, aven,, et Uy, de part et d'autre de 1. C'est ici que nous alloamprimer
'encadrement. D’abord les trois segmentsb[1], [Uxn,Uxn+q], [1,0)] SONt entrelacés de gauche a
droite. Leurs milieux sont dans l'ordre croissant :

(/bn+ 1)/2< (Upn+ Uzn+1)/2 < (1 +Dby)/2. En inversant,
2/ +by) U2/ (1by+ 1) = 2b,/ (1 +b,) et méme, sachant que 2 < bi< 2b;,:
1/b,<2 /(1 +b) U< 2b,/ (1 +by) <b,.

En utilisant maintenant cet encadrementge, ainsi que celui dey,.1, a savoir 1, < Upn.1 < by,
et en prenant les milieux (la demi-somme) on argivencadrement suivant :

(2/(1 +by) + 1) / 2 (Upmear+ Upnss) 2 (2ba/ (1 +by) +by;) / 2, soit
1/b,< (3o + 1) / (D2 + 2by) < 1/ Upea< (0,2 + 30y) / (20, + 2) <b,, et par inversion
/b, < (20, + 2) / O+ 30,) < Upnea< (20,2 + 20y) / (30, + 1) <by,.

PosonsA = (b2 + 30,) / (2b,+ 2) etB = (20,°+ 2b,) / (30, +1). L’encadrement précédent devient :
1/bn< 1/A< Uon+3 < B< bn

On vérifie aisément qu'avds, > 1, 1A <2/ (1 +b,) et 2b,/ (1 +b,) <B. On trouve alors pour
Uons2 l@ Méme encadrement que celuges:
1/bn< 1/A< Uopi2 < B< bn.

En constatant que Bk 1/A < A <B, on obtient comme encadrement final :
1/b,< 1B < Uzp+2 (OU Uppe) < B < b. On choisit dondh,.; = B, soit :

b= (207 + 2by) / (30,+ 1), et I'on a bien rétréci strictement I'encadesin

3 Sj Uy tUpnsg SONt du méme coté de 1 -disons k., est de 'autre coté, < 1. Ensuite, 30it.; reste de ce
coté, <1, etin.4 redevient > 1, soit c'esby+3 qui st renvoyé de l'autre coté, > 1, et dansasesoitu,,.4 reste
de ce cbté at,,.sredevient < 1, soit c'esb,.4 qui repasse < 1. Il y a bien une infinité de trage de la frontiere
1. Le méme type de raisonnement s’appliquesetu,,.; sont de part et d’autre de 1.



v

Considérons maintenant la suitg) (telle quec,., = f(c) avecf(x) = (2¢+ 2x) / (3 + 1), etco= by
> 1. On montre facilement que cette suite conveege 1 en décroissant.

Gréace au fait que le deuxiéeme cas, €t Uxn.; de part et d’autre de 1) se produit une infinie d
fois, la suite If,) prend une infinité de valeurs successives deiila ;). Cela prouve que la suite
(by) tend aussi vers 1. On a bien la suitg Qui est prise en tenaille entre deux élémentdendent
vers 1. La suitey;) converge vers 1.

6. Suite 6 : Un terme de la suite est I'inverse da moyenne harmonique
des deux précédents, a un faat@ositif k pres :
Une2= (k/2) (1 /up+y + 1 /uy), avecug et u, positifs

Posonsy, = Jk/ U,. on obtient Jk/ Viez = Unso = (K/ 2) Wper+ Vi) / Jk =k (Vs + V) /2, soit
V2= 2 [ (a1t V). La suite ) tend vers 1, et la suite,j tend vers\/E.



