Quelgues problemes corrigés

Probleme | (intégrales et suites)

Pour tout nombre entier k positif ou nul, on considere la suite de nombreg

k
1 X . o .
telle que I, = J‘Ogdx. L'objectif est d’étudier cette suite.
X2 +1
1) Calcul delg

a) On considére la fonctiong(x) = In(x++/ X2 +1). Montrer qu'elle est définie
sur R.

b) Calculer sa dérivéeay'(x).
¢) En déduire la valeur dd .
2)Calculer 4.
3)a) Pour tout entier k supérieur ou égal a deux, écrirdy + I, sous forme
d’une seule intégrale, en simplifiant au mieux.
b) Procéder a une intégration par parties sur dée intégrale pour démontrer

¢) En déduire I'expression déy en fonction del ., etk.
d) Calculerl; etls.

1
4)a) Montrer que |, <——.
)a) que Iy 1

b) En déduire le comportement a l'infini de la gite (I).

5) Montrer que la suite () est décroissante.

6)a) En utilisant le résultat du 5° et du 3-b, moner que :

V2=l s2|ks\/§_Ik .
k+1 k-1

b) En déduire quek\/i I, tend vers 1 lorsquek tend vers l'infini.

1la) L'expressionx++/1+ x? est positive (>0) lorsque est=0, comme somme des

deux termes 20 et y1+x% =1>0. Prenons maintenamk0, et utilisons la quantité
2 2 2
. . X°=1-Xx =X
conjuguée X++/1+x? = = >0
x—\/l+x2 x—\/l+x2

Ce qui est sous le logarithme est toujours >Mpdaiithme existe pour toutréel, et
g est définie suR.




1b)La fonctiong est dérivable comme mélange de fonctions usueéesables sur
leur ensemble de définition, et ki I'est aussi car ce qui est sous le radical n’est

jamais nul.
X )= 1 V1+ X2 +X 1
x+\/1+x \/1+x x+\/1+x \/1+x2 \/1+x2
A 1 o 2
1c) On en déduit que——— admet comme primitivén(x++/x= +1) surR.

\/1+x2
lp = j dx =[In(x+v1+x?] §=In2.

9'(x) =

X2 +1

2) I1= j dx —Il 2 dx, aveci de la formeu—qui admet
X +

1 ox2+1 22 +1 2Ju
comme primitives/u , d’ou Ilz[\/1+x ]:(L):\/_—l

K=2(1 1 o2
3a)ly + 1y 2-] KX d jlx (1+X ) dx —j;xk_z 1+ x%dx

3b) Procédons a une mtegratlon par partles emposa

k-1

_ . X
'=xK2 y=41+x2, d'ou u=1—

u
k- 1+ X2

I + e 2_[—xk 1+ %21 - IJ_
1+ x2

3c) En ordonnant, I'égalité precedente devient :

kN2
k-1 K k-1 K72

I =
=3 (V2= (=Dl )

(\/_‘|k)

3d)1, :%(\/E—IO):—;(\/E—In 2)
I, =1(\/§—2I1):E(\/_2— 2(/ 2- :L)):-1 (}fz

4a) On a toujours/x2 +1 =1, d'ou \/_ <

les inégalités, avec les bornes dans le sens amisg < f xkdx, I, < ﬁ

b) Puisque & [, < —, lorsque tend vers l'infinily est pris en tenaille entre 0 et
une quantité qui tend vers 0 D’dimy_,q I = 0.

K(y—
5 Iyy1— I = f01 x%) dx. Ce qui est sous l'intégrale est négatif ou nul[6ul]

a cause dg-1 . Par intégratior,,,; — I, < 0. La suite [x) est décroissante.

\/__Ik
k-1

6) On a vu quel+l_,= . Comme la suite lf) est déecroissante,

V2- Ik \/—_1k+2

k+1

Ik + Ik—2 = Zlk et Zlk De meme avedk_,_z + Ik , et Ik+2 + Ik <

21, % < 2[;.Ona blen I'encadrement demandé.



Probleme 2 (fonctions)
fln(x+\/x +1)
On consideére la fonction f telle quef (xX) =e X . L'objectif est I'étude

de cette fonction.
1) Déterminer 'ensemble de définition de la fonctin f.
2) Recherche de la limite déen O

12

++/1+

a) Déterminer lim IN@*N) " ot en déduire la limite de VLX)
-0 h x+1+x2 -1

In(x++1+x?)
X

lorsque
x tend vers 0.

b) En s’aidant du résultat précédent, chercher ldimite de

lorsque x tend vers 0.
c) Justifier et préciser la limite def en 0.

3) Déterminer la limite def en +oo.

4) Montrer que la fonction f est paire.

5) Montrer que la fonction f est dérivable sur R* et calculer la dérivéef .

6) En étudiant une fonction auxiliaire sur R*+ pour avoir le signe def ’,
déterminer le sens de variation dé sur R*+.

7) Montrer que I'on peut prolonger par continuité la fonction f de fagcon a avoir
une fonction F définie et continue surR. Montrer que la fonction F est aussi
dérivable en 0.

8) Tracer la courbe représentative dé.

1) Ce qui est sous le radical datis+ x% est toujoursz O (et méme= 1). La racine
carrée existe.

Le logarithme existe si et seulement si-+v1+ x? > 0. Etudions le signe de
x+v1+x% en distinguant deux cas :

« Sixest=0, on a aussi 14?2 1,V1+ X2 > 1, d'ou x++v1+ x% > 0.

¢ Sixest<O,

X+1+ X% = x+ /x2(1+i2)=x—x /1+—12 carx< 0
1
=x(1- /1+—)>0 / —>1 doui/i—<

Le logarithme existe tou10urs.

1/x existe si et seulementysi 0.
L’exponentielle n'a aucun probleme.
Finalement I'ensemble de définition &t R*.

In(1+h) 1

2a) On sait bien (cours !) quhEnO



Posonsh = x++1+x? -1, Lorsquex tend vers 0, on constate gbdend vers 0.

In@+h) _ In(x+~/1+ X))

Appliquons le résultat précédent= tend vers 1 lorsque tend
X+1+x% -1

vers 0 (d’oth aussi).

In(x++1+ x2) _ In(x+\/1+x2) X+ 1+ x% -1

: On sait déa que
X X+V1+x% -1 X

2b)

In(x+~1+x?)

X+1+x° -1

tend vers 1 lorsquetend vers 0. D’autre part :

1-x2-1 X

X+————= x@+ )
+/1+ X% - N 2 N 2
X+N1+X" =1 _ 1ex"+1_ x"+1  (quantité conjugué
X X X
Sy P S qui tend vers 1

V1+ X2 +1
Finalement lim

In(x++/1+ x2) —1
x-0 X .

2¢) f(X) est de la forme” avecu qui tend vers 1 lorsque tend vers 0. D'oU

lim f(x) =e.
x-0

3) X+1+ X% = x+ /x2(1+i2):x+x /1+i2 =x (1+ 1+—12) pourx> (
X X X

Linexevie ) = Linxr 142 y=% 4 Dinas [y pourx>
X X X2 X X 2

X

Lorsquex tend vers do, Inx/ x est de la forme indéterminéec++c0 mais dans ce
cas, on sait que c’estqui I'emporte : Iix/ x tend vers 0+. D’autre part :

1

X

Ainsi lim f(X)=0". La courbe dé admet Ox) comme asymptote, et elle est au-

X — +0o

In(1+ 1+i2) est de la forme O+n 2, et tend vers 0+.
X

dessus.

2 2
1 5 _1I X=X _ 1I 1 1 5
—ZIn(=x+V x“+1 —in —IN—F== ZIn(x++/ x2+1
N(—Xx+v x“+1) X X iyt x N(x++v x*+1)

f(-x)=e X

=1

La fonction est paire, sa courbe est symétriquergport a I'axe deg. On peut
réduire I'intervalle d’étude R*+.

5) Comme mélange de fonctions usuelles dérivahletesr ensemble de définition
(et aussi par ce qui est sous le radical/de x? est >0) ,f est dérivable suD=R*.



1

—)
xv1+ X
(x—\/1+x In(x+\/1+x )

F(x) = f (%) (—X—lzln(x+\/1+ X +

(on a abrégé les calculs)

= f () —— - Tx

6) Le signe dé’ est celui dex—+1+ X2 In(x++1+ x2).
Posonsg(x) = x—v1+x2 In(x++/1+ x2)

1 X
g'(x) =1-V1+ x? (+ )- In(x++ 1+ x% )
x+\/1+x \/1+x \/1+x2

=1-1-— In(x+\/1+x )=- In(x+\/1+x )
V1+x2 V1+x2
Ce qui est soum est >1, d’ouln >0. En prenank>0, on a g'(x) < 0 sur R*+, et
g'(X) < 0 surR+. On en déduit que g est strictement décroissamte+, a partir de g(0)
= 0. D’'oug(x) > 0 surR*+.
On en déduit qué’ < 0 surR*+, la fonctionf est strictement décroissante Rit-.

7) Prenons la fonctioR telle queF(x) = f(x) surR+ etF(0) =0
Cette fonction est définie s& Commelim F(X) =lim f(X) et que cette limite vaut
X-0 X-0
e, avec en en pluB(0) =e, F est continue en O (elle I'est aussi, cominmgurR*). La
fonctionF est le prolongement par continuitéfdsurR.

F est-elle dérivable en 0 ? Formons le taux d’assement au voisinage de O :

Lin(x1ee L1 -1
eXx -1

F(x)—e f(x)— e_eX -e

- A
- C

X X X X

Posonsu = 1In(x+\/1+ x2)—1. Gréace au 2°, on peut affirmer quetend vers 0
X

lorsquex tend vers 0.

F(x) - H-1 -1 Y-
(x) e=ee =e ¢ E On sait que €
X X u X

1
tend vers 1 lorsque tend vers

o u R

0. Il s’agit de montrer que- tend vers 0 lorsque tend vers 0+ (alors, a cause de la
X

symeétrie, la dérivée a gauche sera aussi ®) seta dérivable en 0.

u L - .
Montrons que0<—-—<x surR*+, plus précisément au voisinage de 0+. On sait
X

déja que 0<—— car u < 0 a cause de la décroissancef.di reste a montrer que
X

—u<x°.

Formonsx? +u = x? +£In(x+\/1+ x2)—1=E (x3— X+ In(x++/1+ x2)
X X

Posondi(x) = x3 - x+In(x+v1+x%, hale méme signe qué+1



1

h'(x) = 3x2 - 1+ =2- 1+ (#x2)2= H2- ¥ ].-%x2+o ((2)=—§x2+0 X2

1
V1+x2
>0 au voisinage de 0+.
D’ou h(x) est croissante au voisinage de 04)(6) = 0, d’ouh(x) > 0 au voisinage
de 0+, etu(x) + > aussi. D'oll 0< _4 <X et _4 tend vers O lorsque tend vers 0,

X X
comme annoncé. La fonctidhest aussi dérivable en 0.

8)

Probleme 3 (suites)

On considére les deux suites couplées,) et (y,) avecn entier naturel, vérifiant

les relations de récurrence x,,1 = %(xn +.Jyn) et Y1 = %(yn + /x5 ),

avec au dépant < xy < yo.
1) Montrer que ces deux suites existent et que pourdon ,1 < x,, < y,.
2) Montrer que (y,) est décroissante et qu’elle converge. On appeba limite

M.

3) Montrer que (X,) converge aussi. En déduire quex{) et (y,) ont la méme
limite et que M=1.

4) Montrer que (xy,) finit par décroitre, c’est-a-dire que x,,1 < x,, pour tout
N = nNo.

5) A quelle condition sur les conditions initiales lasuite (x,) ne cesse de
décroitre ? A quelle condition a-t-onx; >xo ? A quelle condition aura-t-onx; >Xo
PUIS Xo>X1 ?

1) Montrons cette propriété en faisant un raisonnempantécurrence.

*  Xpetypexistent, etl < x5 < y,.

* Supposons la propriété vraie a un certain r@ngt montrons qu’elle reste vraie
au rang suivant : aveg ety, qui existent et sont positif§/,x_n et\/ﬁ existent, don+1
et yn+1 existent aussi. D’autre part, aveg,; = %(xn +\/ﬁ), sachant que>1 et
MZl (puisquey>1) par hypothese de récurrence, on constatesgye 1. De méme,
Yn+1> 1. Enfin, formons :

Yn+1 — Xn+1 :%(yn_xn-}'\/x_n_\/z) :%(\/ﬁ_\/x_n)(\/z-}'\/x_n-l'l)-
Avec y=>X,, on a aussVy_ > \/x_n le premier facteur est supérieur ou égal a Oufdéa
part \/x_nz 1 et,/y,> 1, le deuxieme facteur est supérieur a 1. On a g ; —
Xn412 0.



2)

Formons  ypi1 — ¥ = %(yn + \/x_n) ~—In = %(\/x_n —Yn). Avec \/x_n <

X, < yn puisquex, < 1 etx, <1y,, on en déduit que,,; — y,< 0. La suite ¥,) est
décroissante. Décroissante et minorée par 1, @fieerge vers une limité1 > 1.

3)

Puisque/x, = 2yn4+1 — yn , €n passant a la limitg/x, tend vers &1 —M =

M, etx, converge verd/®. En reprenant 'une des deux relations de récoereat en
passant a la limite, on trouve qM& = %(M2 +VM), dou M? =vM, ouM* =M.

CommeM ne peut étre égal a 0, puisque les termes dessigi®s sont supérieurs ou
égaux a 1, il restsl®= 1, d’'ouM=1. Les deux suites convergent vers 1.

4)

Si la suite X,) ne cessait de croitre, avecsupérieur a 1, elle ne pourrait pas

converger vers T. Il est donc sdr qu’a un moment, on aura pourédanpere foiSo+1 <
Xno- Une fois que cela se produit, montrons que leeswe cesse de décroitre. Faisons un
raisonnement par récurrence pour prouvengues< x, des querno.
C’est vrai au rang. Supposons que cela soit vrai a un rapgny et montrons que
cela reste vrai au rang suivant. Alors :

Xn+2 ~— Xn+1 = %(xn+1 + VYVn+1 — Xn — \/E)

= %(xn+1 — X + \/[Ynt1 — /¥n) < 0 puisquexn.i< x, par hypothése

de récurrence, gh+1<VYn. D'OU X452 < Xp41-

5)

. 1 . .
Exprimons quex; < Xp: Xg — X = E(,/y0 — X,). Ainsi, lorsque ,/y,<x, ou
encorey, < x¢%, la suite ne cesse de décroitre.
Prenons maintenags > x>, alors x;>%, . Mais que se passe-t-il ensuite ?
2
YV1i—X1

Formons x, — x; = %(\/ﬁ —x;) = %m qui est du signe de, — xZ. Le

calcul de cette expression donne, a un facteur:prgs 2xq./vo + 2+/xo — x2.

Ce trinbme du second degré,g,(yx0 a pour racines, + /Z(xg — \/x_o . Sachant

que I'on doit déja avoif/yy>x,, cela impose, pour que le trindme soit positif,

que /vy > xo + /Z(xg —/xo. Lorsque cette inégalité est vérifiée pour les

conditions initiales, on aura non seulemepix, mais aussk,>x; .

! Le cas exceptionnel est celui ofresterait constamment égal & 1, ce qui SUPPOSEGué, et & son
tour il faudrait que yreste aussi égal a 1, d'ogy 1.



