11. Division euclidienne
pgcd et algorithme d’Euclide,

L'arithmétique consiste a travailler exclusivemamec des nombres entiers. Quand on additionne
deux nombres entiers, on obtient un nombre erdtedle méme en soustraction. Quand on multiplie
deux nombres entiers, on trouve encore un nombtiiereMais quand on divise ? En général, la
division ne tombe pas juste, et le résultat n'esd pn nombre entier. On sait que diviser, c’'est
multiplier par I'inverse. Mais l'inverse d’'un nongentier n’est pas un entier, en général. Prenpns 3
son inverse est 1/3 qui n’est pas un entier. Qgkife qu’on ne peut pas trouver un entiértdl que
3x3'= 1. En fait les seuls nombres entiers ayant uarsesentier sont 1 et —1, qui ont pour inverses
eux-mémes. On est dans un contexte trés différentalui des nombres réels ou des nombres
rationnels, qui eux, a part 0, ont toujours un ieee comme 3 qui a pour inverse 1/3. Toute
I'arithmétique tourne autour de cet écueil propo aombres entiers, a savoir le probleme de la
division.

1. Division euclidienne

Il s'agit de la division la plus simple, celle otinterviennent que des nombres entiers (pas de
nombres a virgule). Donnons-nous deux nombresrsntiesitifsa etb. La division dea parb donne
un quotientq et un reste. On appellea le dividende eb le diviseur. Mais qui sonf etr ? Par
définition q est le plus grand nombre de fois que I'on peutnmbtdansa, et le résidu est le reste
Par exemple quand on divise 14 par 3, on peut enattrmaximum 4 fois le 3 dans 14, dog 4 et
r=2.

a=14 b=3
a|b 14|i::::::—=::::::::
r|q 214 3 3 3 3
3 quatre fois r=2
q=4

Ainsi définis, le quotieng est unique ainsi que le resteet ce dernier est forcément inférieur a
0<r<b.

On peut écrir@a=bg+r avecO<r <b. Aveca etb donnés, cette équation ayant pour inconnues
(des entiers positifs ou nulg)etr, avec en plus la contrainte paud’étre inférieur &, admet une
solution unique.

Autrement dit, une division euclidienne est fausisdéon prend un quotient trop grand, avsgqui
dépassa (le reste serait alors négatif) ou s'il est tr@pitpauquel cas c’est le reste qui est trop grand
r>b.

Programmation

Avec a et b déclarés comme entiermt], le fait d’écrirea/b donneq, et le resta s’obtient en
faisanta modulob, soita%b en langag€. Par exemple :

inta,b,q,r;

a=14; b=3;

g=a/b; r=a%b;

printf(“la division de %d par %d donne q=%d, r=%d’b,q,r);



On peut aussi programmer soi-méme I'opération disidh :

a=14; b=3;

nbdefois=0 ;

while (nbdefois*b <= a) nbdefois++ ;
g=nbdefois-1 ; r=a-b*q ;

Remarque : La notion de division euclidienne p&teadre a des hombres entiers négatifs. Diviser
par exemple —14 par -3 revient a diviser 14 pddidiser 14 par —3 revient a diviser —14 par 3. Le
seul cas nouveau est en famégatif eto positif. On s’arrange alors pour trouveetq tels quea = bq
+r avecO<r <b : le reste est toujours positif ou nul. Ainsi gdam divise —14 par 3, on trouge=
-5etr =1 (alors que —18= — 4, 66).

Application : Comment tracer une droite sur un écran d’ordinateur ?

Prenons le cas d’'un segme®4] avecA de coordonnées entieres positidesetdy dans le repere
orthonormé d’origind®, et supposons que sa pente est inférieure ou &dalsoitdy < dx. Pour tracer
cette droite sur la grille de I'écran de 'ordinateou tous les pixels ont des coordonnées entiéres
doit allumer des pixels qui en général ne sontggastement sur la droite puisque celle-ci n'a qaie p
de points a coordonnées entieéres sur elle. On Yaiteronstruire ce que I'on appelle un chemin nasa
par en-dessous. Voici un exemple asige 7 etdy = 3.

Quand on prend les valeurs entieres successivesdie0 a

A dx=7, les points correspondants sur la droite onr podonnée
,w 0/7, 3/7, 6/7, 97, 12/7, 15/7, 18/7, 21/7=3, teute la formek

i dy/ dx, avec les numérateurs augmentantlyle 3 a chaque fois.

Il s’agit d’approcher ces points par des points rdoonées
entiéres situés au plus pres d’eux et au-dessausa@emplacer
les ordonnées exactes sous forme de frackody) / dx par le
quotient euclidien di dypardx: par exemple I'ordonnée 9/7 est remplacée paddionée 1. A cause
de la pente inférieure ou égale a 1, chaque fagsxqaugmente de 1, 'ordonnée entiere (le quotient
euclidien)y reste soit fixe, soit augmente de 1.

0% o

Fractions : 0/7 3/7 6/7 A2/7 15/7 18/7 21/7
Quotient euclidiey: 0 0 0 1 1 2 23
Augmentationdg: O O O 1 O 1 01
Reste euclidien : 0O 3 6 X5 1 4 0

Pour tracer la «droite», on va utiliser la suite destes euclidiens. Quand le numérakedy de la
fraction augmente ddy=3, le reste augmente de 3 aussi, le quotientneBk&, mais il peut devenir
trop grand en dépassain = 7, dans ce cas on doit rectifier I'erreur de ildsibn en augmentant le
guotient de 1 et en diminuant le restedde= 7. A chaque fois que I'on fait cette rectificatjoy
augmente de 1. Ainsi la droite parfaite est remg@ggar un cheminement a base de pas horizontaux

— ou diagonau:.” .
D’ou le programme :

On se donnex etdy entiers positifs avegdy< dx
x=0 ; y=0 ; reste=0 gessiner ce point X,y
for(i=1 ;i <=dx; i++)
{x++ ; reste+=dy ; if (reste > =dx) {reste - = ¢y ++ ;} dessiner le point x}y



Extension : La division avec virgule

On a deux nombres entiers posit@fgtb et I'on veut diviselm parb. Au lieu de se contenter de la
division euclidienne, on continue au-dela de lgwie, comme on apprend a le faire a I'école. Apres
avoir fait la division euclidienne classique, orowg un O au reste et on refait une division
euclidienne, ce qui donne le premier chiffre deeri@ virgule, puis on rajoute un 0 au reste etadin
la division pour avoir un deuxiéme chiffre derriémevirgule... Et I'on continue autant qu’on le désir
On obtient de la sorte I'écriture du nombre ratelna’b sous forme d’'un nombre a virgule avec une
infinité de chiffres derriere la virgule. Mais nloiions pas que tous les restes successifs sonieunfs
ab, donc en nombre limité. On est s(r, au bout d'amiore fini de divisions, de retrouver un reste
gue l'on avait déja trouvé. Cela signifie que leénms chiffres vont revenir par blocs dans les
quotients successifs. Autrement dit, le développgndécimal du nombre rationnel (de la fraction
d’entiers) finit toujours par devenir périodiquégr@ellement.

Exemple :

759 28
199 S
3200 27,10 714285 Le bloc 714285 va se répéter indéfiniment

=40
120
80
240
160
20

Programmation

Les restes et quotients successifs sont placésdimmbleaux]] etq(]
On se donnacetb entiers positifs, par exempde759 et b=28.
r[0]=a%b; q[O]=a/b;
printf("quotient: %ld , ", q[0]); /*c'est la partie entiere du quotient, 27 dans I'epé/
i=0; flag=0;
for(;;)  /*boucle infinie qui sera arrétée par tmeak */

{ i++; r[i]=(10*[i-1])%b; q[i]=(10*r[i-1])/b; /* quotient et restelerriére la virgule*/

for(j=0; j<i; j++) if (r[j]==r[i]) /* on teste si on déja trouvé ce reste
{ flag=1,;
for(k=1; k<=j; k++) printf("%Id",q[R} printf(" ");
for(k= j+1; k<=i; k}+printf("%Id",q[k]); break;

}
if (flag==1) break;

T=i-j ; printf("\nLa longueur de la période est %ld@);
2. Diviseurs d’'un nombre

On dit qu’'un nombral est un diviseur (positif) d’'un nombee(positif), ou encore que divise a,
lorsque la division de pard tombe juste, ou encore si I'on peut trouver un lnek entier tel que
a=k d Par exemple 3 est un diviseur de 15 puisqueviaidn de 15 par 3 donne un reste nul, avec 15
=5 x3. Un nombrea (autre que 0) admet un nombre fini de diviseuns sqnt tous inférieurs ou égal
a lui. Parmi les diviseurs, le plus petit est leefplus grand le nhombre Iui-méme. Et I'on a une
propriété évidente de transitivité : si un nombrdivise a et qu'a son tour divise b, a son tourd
diviseb.

Comment obtenir tous les diviseurs d’'un nombre ?

Partons d’'un exemple, en cherchant les diviseursodibrea = 30. On écrit, en partantde 1 :



30=1x30 1 et 30 sont deux diviseurs
30=2x15 2 et 15 sont des diviseurs
30=3x10 3 et 10 sont des diviseurs
30 =5x6 5 et 6 sont des diviseurs.

Il 'y a pas d'autres diviseurs, car au-dela dusdiur 5 écrit en premier, on retrouve les autres
diviseurs. On vient d’obtenir tous les diviseurs3@e qui sont au nombre de 8.

Autre exemple, avea=250n a: 25 =425, et 25 = %5, d'ou 25 admet 3 diviseurs.

D’ou la méthode : On essaye les nhombres inférieurgégal 2a, a partir de 1, par ordre croissant.
On prend ceux qui diviset A chaque fois, on obtient deux diviseurs (sasf @aceptionnel ou les
deux diviseurs sont les mémes, comme pour 2% 5)50n continue tant que le premier diviseur est
inférieur ou égal au second.

Programme :

On se donne le nombregal)
d1=1; d2= a ; compteur= Afficherdl et d2 ;
for (d1=2 ; d1*d1l<=a ; d1++) if (a % d1==0)
{ afficher d% compteur++;
d2=a/d1 ; if (d2 '=d1) éfficherd2 ; compteur ++ ;}
}

affichercompteur  /tt’est le nombre de diviseuts

3. Nombres premiers

On dit qu’un nombre (positif) est premier s’il adnexactement deux diviseurs, a savoir 1 et lui-
méme. Notamment 1 n’est pas premier, puisqu'ilquain diviseur. Les premiers nombres premiers
sont 2, 3,5,7,11, 13,17, 19, 23, 29, 31, etc.

3.1. Théoréme d’Euclide
Il existe une infinité de nombres premiers

Pour le prouver, faisons un raisonnement par l'atesuSupposons qu'il n’existe qu’un nombre fini
de nombres premiers. Prenons le plus grand d’'entxe P. Puis formons le nomb®@ =P !+ 1 =
2x3x4x5...xP + 1. Ce nombr&) n’est pas divisible par 2 puisque la division @liehne donne
comme reste 1. Il n’est pas divisible par 3 norspéucause du reste 1. Et il en est de méme juBqu’a
Le nombreQ n’est divisible par aucun des nombres premiersqut tous inférieurs ou égaPaMais
on sait’ qu'un nombre non premier admet toujours un diviggemier (c’est le plus petit diviseur
autre que 1). Le nombi@ est donc premier, et supérieuPaqui était supposé étre le plus grand.
Contradiction. Notre supposition était fausse. Aisee un nombre infini de nombres premiers.
Précisons que cette démonstration, attribuée adeydate de 2500 ans.

3.2. Théoréme fondamental de I'arithmétique

Tout nombre entier (supérieur & 1) se décompose gmoduit de nombres premiers, et cette
décomposition est unique.

Les nombres premiers sont en quelque sorte leseatoonstitutifs de tout nombre (a condition de
les mettre en multiplication). Par exemple :

5=5 on obtient un atome

1 Voir cette propriété plus bas.



15 = 3x5
45 = x5

Pour obtenir la décomposition d’'un nombre en prodi@ nombres premiers, on procede par
divisions successives de hombres premiers de plydus grands a partir de 2. Cela s’écrit ainsi, pa
exemple pour le nombre 6468 :

6468| 2
3234] 2
1617] 3
539 | 7
7717 . )
11 D'oll 6488 = 3x3x 7°x 11

1

3.3 Applications

« Nombre de diviseurs d’'un nombrea

Ecrivonsa comme produit de nombres premiers, grace au timéoféndamental de I'arithmétique:
a= pla1 pgz gfk . Tout diviseurd de a est formé d’urmorceaude cette décomposition, puiscaie

=kd, dou d= Ff‘ ng [f‘ avec @ b<a;,kb<ay, ..., ®b<a . Le nombre de diviseurs de
aestdoncd; +1) @+ 1)... @+ 1).

* Plus petit diviseur d’'un nombre
Le plus petit diviseur (autre que 1) d’'un nombrea est un nombre premier.

En effet, si ce plus petit divisedrn’était pas premier, il admettrait un diviseurraugue 1 et lui
méme, soitl’, avec 1 <d’'< d. A son tourd’, déja diviseur del, diviserait le nombre, etd ne serait
plus le plus petit. Contradiction. Finalement cenboed est forcément premier.

On sait déja qu'un nombre premier a comme plug gatiseur autre que 1 lui-méme, a savoir un
nombre premier. Mais si un nombre (> 1) n'est pasner, il admet toujours au moins trois diviseurs,
notamment un diviseur (autre que 1 et lui-méme)esptipremier et c'est ce diviseur qui est le plus
petit diviseur apres 1.

4. Diviseurs communs a deux nombres et pgcd.
Multiples communs a deux nombres et ppmc

Considérons deux nombres (positiésgtb. Les diviseurs da, comme ceux db, sont en nombre
fini. Prenons leurs diviseurs communs, eux aussh@mbre fini. Le plus grand de ces diviseurs
communs est appelé le pgcdaletb.

On a la propriété suivante: les diviseurs du pgedacet deb sont exactement les diviseurs
communs de etb. ?

2 Drabord, tout diviseud du pgcd divise etb : en effet,d divise le pgcd, et celui-ci diviseetb, d’oud
divisea etb.

Inversement, tout divisewt’ commun aa etb divise leur pgcd : en effet, di’ divise a etb, il divise une
combinaison linéaire da etb, notamment la plus petite positive, qui n’est aume le pgcd., comme on le verra
ci-dessous avec l'algorithme d’Euclide étendu.



Le pgcd intervient implicitement lorsque l'on sirfi@ une fraction. Prenons par exemple la

fraction 2_;(2) Pour la simplifier, on divise en haut et en basslp méme nombre. Et cela tant que c’est

possible. Dans le cas présent, on divise en haart bas par 2, puis par 3, puis par 7 :

210 105_35 5

En résumé, on a divisé par le plus grand diviseormun & 210 et 588, qui n’est autre que3& 7
=42.

Inversement, si un nombaeest un diviseur d’'un nombrg, on dit quan est un multiple da. Les
multiples dea sont tous de la formen = k a, aveck entier relatif. Les multiples d’'un nombre (autre
gue 0) sont en nombre infini.

Par exemple les multiples de 7 sont : ... -28,-24,-7,0,7, 14, 21, 28, ...

Prenons maintenant les multiples positifs commudsux nombres, et notamment le ppmc, le plus
petit multiple commun positif. Les multiples comnsuaa et b sont exactement les mémes que les
multiples du ppmc® Notamment les multiples communs sont en nombigiinf

Programme pour avoir le ppmc

On se donne les deux nombeestb. Puis on prend les multiples successifa,dsoit a, 2a, 3a,...
jusqu’a ce que I'on tombe sur un multiplelléOn a alors le ppmc. D’ou le programme :

multiple= a ;
while (multiple%b !'=0) multiple+= a;
affichermultiple /*c’est le pgcd/

Lien entre le pgcd et le ppmc de deux nombres a bt
On a la formule pgcd xppmc=ab

Autrement dit, il suffit d’avoir le pgcd pour coritra le ppmc, ou inversement.

5. Algorithme d’Euclide pour avoir le pgcd de deuxnombres

Prenons deux nombreset b (Que nous supposons positifs). La divisionadpar b donne un
quotientqg et un reste : a=b g+r avecO<r <b. Nous allons vérifier que le pgcd deetb est
aussi celui deb etr. En effet tout diviseur da etb diviseb et aussia - bg = r qui est une
combinaison linéaire da etb. Inversement tout diviseur deetr divise aussb eta = bqg+ r comme
combinaison linéaire de etr. Les diviseurs communs deetb sont exactement les mémes que les
diviseurs communs deetr. Et en particulier le plus grand d’entre eux.

Pour harmoniser les notations, posgyrs a, etr; = b. La division de parr; donne un quotiergy
et un rester,: ro = Qofy + rp, et pgedfo, r;) = pged(,, r,) comme nous venons de le voir.
Recommencons en divisantparr,: ri = qif, + rz et 'on a comme précédemment : pged(r,) =
pgcdf,, r3). Et I'on continue ainsi en faisant des divisigngscessives.

Prenons un exemplea=15 ,b=9

% Les multiples du ppmc sont des multiples commuaseéb. Et inversement les multiples communs sont
des multiples du ppmc.



15=1x9+6 pgcd(15, 9) = pgcd(9, 6)
9=1x6 +3 pgcd(9, 6) = pgcd(6, 3)
6=2x3+0 pgcd(6, 3) = pgcd(3, 0)

Or le pged de 3 et 0 est 3. A cause des égalitiés ks pged, on trouve que le pged de 15 et 9 est
3. Autrement dit, on s’arréte lorsque I'on tombe gn reste nul, et le pgcd n’est autre que le éerni
reste non nul.

Généralisons : Faisons ces divisions successiymstiaderp=aetr;=b

lo=0qolr1+r2
=0qgir2+rs
l2=Qr3+1ry

M1=0nalnt+ 0

On obtient cette suite d’égalités sur les pgcd :
pgcd(o, r1) = pged(y, ra) = ... = pged(y.y, rn) = pged n, 0) =

Le pgcd est le dernier reste non nul.

Un seul probléme reste en suspens : la successodivsions et des pgcd doit s’arréter, car s ell
se poursuivait éternellement, on ne trouverait jarfeapgcd. Mais un nombre fini de divisions sulffit
pour tomber a coup sdr sur un reste nul. En dfiez,de chaque division, par exempile = Qc.1 ' +

ey, ON a0 < r,q <rp . La suite des restes est strictement décroissagter; >r,>r;>... |l
s'agit de nombres entiers, tous supérieurs ou &@alqui diminuent de un au moins a chaque fois,
avec un butoir que est le nombre 0. Il est dontaequ’en un nombre fini d'étapes, on va tomber su
un reste nul.

C’est cela I'algorithme d’Euclide :

Lorsque I'on effectue des divisions successivgmréir de celle da parb, et ensuite sur les restes
successifs, le dernier reste non nul esigeddea etb.

Programmation

On se donne a et(es deux entiers positifs dont on veut le pgcd
rO=a ; rl=b;

do {r2=r0 % r1; rO=r1; rl=r2; }

while (r2!=0) ;  /*au lieu der2!=0, onpourrait aussi bien mettrel!=0 */
afficher rO /* c’est le pgcd*/

6. Algorithme d’Euclide étendu

Définition préalable

On appelle combinaison linéaire de deux nombregrsr et b, tout nombre de la formlefois a
plusk’ fois b, soitk a+ k' b, aveck etk’ entiers positifs, nuls ou négatifs. On peut adés que c’est
la somme de multiples deet de multiples db.

Par exemple, certaines des combinaisons linéagr&sat de 15 sont :

1x9+1x15=24, -k9+1x15=6, %9 —1x15 = 3, etc. Il en existe une infinité.



Propriété

Chaque restery, obtenu dans l'algorithme d’Euclide est une combinigon linéaire dea et deb,
soit ry =X, a +yx b. En particulier le pgcd dea etb est une combinaison linéaire da et deb, et
parmi toutes les combinaisons, c’est la plus petifgositive.

Démontrons cette propriété en faisant un raisonnep@ récurrence.
~La propriété est vraie au départ :

ror=a =1xa+ 0xb, dou x=1,y,=0,

etry=b=0xa+ 1xb, d'ou x%=0,y,= 1.

» Supposons la propriété vraie jusqu’'a un certailg karet montrons qu’elle reste vraie au rang
k+1 :

On sait quéy.1 =1 — Qe . d’apres I'algorithme d’Euclide. Par hypotheseaéeurrence
Ni=Xc1a@ +ywrbetrg=x.a +ygb, dou

N1 = ez @ +Y i b) =0 @ + Yib) = Ker— Ok X ) @+ (Yier— Ok Yi ) b. On a bien trouvé que
rw1 €st une combinaison linéaire aet deb. Elle est de la formg.; = X1 @ +VYke1 b, avec:

Xit1= X1 — Ok-1 Xk €1 Vir1= Yier — Ot Yk -

Il ne reste plus qu’a faire marcher la récurre@mnme la formule est vraie au rang 0 et au rang 1,
c’est-a-dire jusqu’au rang 1, elle est vraie agranEtant vraie jusqu’au rang 2, elle est vraieamg
3, etc. Il en est ainsi jusqu’au dernier reste malna savoir le pgcd.

Comme le pgcd divisa etb, il divise toute combinaison linéaikea + k' b, et notamment la plus
petite combinaison linéaire positive. Comme il Rtméme positif et qu'il est une combinaison
linéaire, il ne peut qu’étre égal a la plus petitenbinaison linéaire positive.

Cet algorithme permet non seulement d’avoir le pgodis aussi de I'écrire sous forme de
combinaison linéaire. On I'appelle algorithme d’'Ede étendu.

Exemple 1: Reprenons = 15 etb = 9., en utilisant les quotients précédemmentviéspet les
formules de récurrence précédentes :

=% 15+y,9, avecxo=X%—goX1=1-1x0=1ety,=yo—Qoy1= 0 — 1x1 = —-1. On retrouve
bienr,= 1x15 - 1x9 = 6.

r3=%315+y39 avecxs=Xx; — 1 X%=0—1x1=-1ety3=y; — (o Y.=—1 -1 (-1) = 2. On retrouve
bienr; = -1x 15 + 2x9 = 3 qui est le pgcd comme combinaison de 15 et 9.

Exemple2 a=97,b=18

97 =518+ 7 7 =497 — 5x 18
18=2x7+4 =—xX97 +11x 18
7=1x4+3 3 =X07 - 16<18
4=1x3+1 1 =-87+27%18
3=3x1+0

Le pgcd de 97 et 18 est 1 et I'on a la combinalsaaire 1 = —% 97 + 27 18.
Programme de l'algorithme d’Euclide étendu

Il suffit d’ajouter le calcul des coefficientg etyi a I'algorithme d’Euclide précédent.



Onsedonneacetbh
rO=a; rl=b ; x0=1; x1=0;y0=0 ; yl=1;
while (rl !=0)
{g=r0/rl ; r2=r0 — g*rl ; x2=x0 - g*x1 ; y2=y0G*y1 ;
rO=rl; rl=r2 ; x0=x1 ; yO=yl, x1=x2 ; y1 =y2
}

7. Nombres premiers entre eux et théoreme deBezout

Définition

On dit que deux nombres sont premiers entre eggjler leur pged vaut Trés concrétement, cela
signifie que les ces nombres n'ont auaiame(nombre premier) en commun (en multiplication en

leur sein).

Inversement, deux nombres qui ne sont pas premigre eux ont un pgcd supérieur a 1, on peut
aussi dire qu’ils sont composites.

Théoréme de Bezout

Si deux nombresa et b sont premiers entre eux, alors il existe deux només entiers relatifsx
ety tels que I'on ait I'égalité a x+ b y= 1. Inversement, s'il existe deux nombres ety tels que
I'on ait a x+ b y= 1, alorsa etb sont premiers entre eux?

Quelgues autres propriétés

* Siaetb ont pour pgcd, ka etkb ont pour pgcdkg.

» Sigestle pgcd da et deb, a/getb/gsont premiers entre eux (leur pged vaut 1).
» Siadivise le produib ¢, et quea est premier avels, alors il divisec.

8. Equation de Diophante du premier degré
Il s’agit d’une équation du premier degré (linépite la forme :
axtby=c

a deux inconnuesety, et avec des coefficiengs b, ¢ entiers naturels (dam$), en supposara et
b tous les deux non nuls. L'objectif est de trouesrsolutions entiéres (dadyde cette équation.

Comment procede-t-on ?
On commence par chercher le pgedea et deb. On distingue deux cas :

1) Sig ne divise pas, alors quey divise toute combinaison linéaieex+ b y, I'égalité n’est jamais
possible. L’équation n’admet aucune solution.

2) Sig divisec, on peut poseat = a/g, b’ = b/g et ¢’ = c/g, I'équation devient :

* En effet, prenons deux nombre®tb premiers entre eux . Leur pged vaut 1. Le pgcdiestcombinaison
linéaire dea etb, il existex ety tels quea x + b y= 1.

Inversement, si I'on a deux nombresety tels quea x + b y= 1, cela signifie que I'on a trouvé une
combinaison linéaire deetb , soit a x + by, qui vaut 1. Cette combinaison est forcément s pletite positive,
c’est donc le pgcd deetb, qui vaut bien 1. Les nombrastb sont premiers entre eux.
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a x+b'y = ¢ avec maintenard’ etb’ premiers entre eux.

Commencons par traiter I'équation annexex + b’ y = 1 (et non pag’). On sait, grace au
théoreme de Bezout, qu'il exiskg ety, vérifiant cette équation. On vient de trouver gohution de
cette équation, et l'algorithme d’Euclide étendws\@ermet de la trouver. A son tour, en posant
Xo=CX,Yo=CVYo, Xo, Vo) €st une solution de I'équatio@’ x + b’y = ¢. Mais y en a-t-il
d'autres ?

Ecrivons :
ax+by=c

aleQ+b1le - Cl
a'(x-X o) +b'(y-y o) = 0 par soustraction.

Précisons que cette équation a exactement les méohgsons que I'équation initiale (elle est
équivalente). Elle s’écrit aussi :

b'(y—yo =—a(x—xXo) : b divise a(x—x) etb’ est premier avea’, donch’ divise x —X g, ce
qui donnex —X'o = k b’ aveck entier relatif quelconque. Par substitution daégquation, on trouve
alors b(y—y o) =—ak b, ou encorey—y,=-k a.

L’équation admet donc une infinité de solutions :

{X = Xo+ ka aveck entier quelconque da#s ou encore{x = Xo -ka’ .
y =Yo-kb' y =yp +kb'
Exemples

1) Résoudre 63 + 105y = 177.

Le pgcd de 63 et 105 est 21=3B. Mais 7 (et aussi 21) ne divise pas 177. L’équati'admet
aucune solution.

2) Résoudre 63 + 105y = 357.

Le pgcd 21 de 63 et 105 divise 357. Divisons t@ut3i. L’équation devient :
3x+5y=17 avec 3 et 5 premiers entre eux.

Commencons par chercher une solution particuliergxd+ 5y = 1. On trouve facilement= 2,y
= —1. Une solution particuliére dex3 5y =17 est :

Xo=2x17 =34 yo=—17.

La solution générale est

{X:34+ kx5 Une autre solution particuliére, pdur —6 estx, = 4,y = 1. C'est la plus petite

y=-17-kx 3
solution positive Xy ety, > 0). La solution générale s’écrit :

X=4+kx5 o
On constate que (4, 1) est la seule solutiortigesi

y=1-kx3
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Cas particulier ou a et b (entiers positifs) sont premiers entre eux
1) Equation ax + by = ¢caveca etb premiers entre eux (et positifs) et positif

On cherche une solution particuliene, (yo), grace a l'algorithme d’Euclide étendu, et I'on e
déduit la solution générale:

{X: X+ kb avedk dansZ
y=Y-ka

Vision géométrique

Prenons I'exemple 8 + 5y = 1, qui s’écrit aussy = (=3/5)x + 1/5. |l s’agit de I'équation d'une
droite de pente —3/5 qui est une fraction irrédietiLe probléme revient a chercher les points a
coordonnées entiéres de cette droite. Une foiw¢rom point, ici (2 , —1), on sait qu’en avancaatd
et en descendant de 3 -ce qui correspond a la-pemdrouve un autre point. Et ainsi de suite en
avancant horizontalement de 5 en 5 ou en recufantaiht. On trouve ainsi une infinité de points
régulierement espacés sur la droite. Et il n’y gasa d’autres. Remarquons que toutes les solutions
sont telles que ety sont de signe contraire. Les deux solutions las pitéressantes sont d’'une part
celle avecx positif le plus petit possible et d'autre partleedvecy positif le plus petit possible. Il
s’agit des deux points successifs les plus pré'®dgine, dans le cas présent (2 , —1) et (-3, 2).

L N
T
\.\\ ™~ ‘\\

TN 3x+5y=23

ol/
/|

.
g X+5=1

Sur le dessin, on a aussi pris I'exemple de85y = 23, ou les points sont de la méme facon
régulierement espacés par translation du vecteur3pb Mais dans le cas présent, on constate qu'il
existe deux solutions positivesdty > 0).

L'équation généralea x + b y = cadmet une infinité de solutions régulierement eépa sur la
droite correspondante, se déduisant de l'une a uigamste située a sa droite en avancant
horizontalement db et en descendant verticalementadgecteurb, —a). A cause de la pente négative
de la droite, I'équation générale admet toujoursiambre fini de solutions positives.

Reprenons I'équation particuliéeex + b y =1. Lorsquea etb sont tous deux différents de 1 (tout
en étant positifs et premiers entre eux), la dr@ite + b y =1 coupe I' axe deg enx = 1l/a et 'axe
desy eny = 1/b et ces deux nombres sont strictement compris 8retel. Aucune solution ne peut se
trouver sur la partie de la droite (ave@ty positifs) située entre eux. Les deux solutionspies
proches d®© ont leurx et leury de signe contraire, mais tels due K| <bet0 < | <a.

Si I'on prend maintenant un autre cas particuligca X + by =
ab, on obtient exactement deux solutions positivesnolles : I'une
étant b, 0) et l'autre (0a), le vecteur qui les sépare étant exactement
(b, —a).

Lorsque c est supérieur ab, il y aura toujours au moins une
solution positive, et lorsqueest inférieur ab, il y en a au plus une.
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2) Equation a x — b y = ¢aveca, b, ¢ positifs eta premier avecb

On cherche une solution particulierg,Yo), grace a I'algorithme d’Euclide étendu, et I'anagduit
la solution générale :

X=X+ kb avedk dansZ
y=Yy+ka

A noter quekb etka sont maintenant tous deux précédés du méme signe.

Géométriqguement, les solutions sont situées sdrdiée d’équatiory = (b/a)x — c¢/a. Elles y sont
régulierement espaceées, on passe de I'une a lanseigituée a sa droite en avangant horizontalement
deb et en montant da. Comme la pente de la droite est positive, il texime infinité de solutions
positives.

A Equation X -5y =1

W=

pad
A |
o L]

Dans le cas particulier de I'équatiarx — b y= 1, toujours avea etb premiers entre eux et autres
que 1 (et 0), la droite coupe I'axe des x emdui n'est pas entier. On est alors sir que la p&ige
solution positive de I'équation est telle que & < b, et 0 <y <a. On en déduit ce que I'on peut
appeler le théoreme de Bezout étendu :

Avec a et b premiers entre eux (positifs et autres que 1), éxiste un couple unique X , y)
d’entiers naturels tels que 0 «x<bet0 <y<avérifiant ax—by=1.

Prenons enfin I'équatioa x — b y= —1. Pour les mémes raisons que précédemmernitjdgetite
solution positiveX, y) esttelleque 0 < <bet0<y <a.®

9. Exercices

9.1.Avec 100 euros, que I'on entend dépenser en ttalit veut acheter exactement 40 objets
coltant soit 1 euro, soit 4 euros, soit 12 eurosmBien va-t-on acheter d’objets de chacune de ces
trois catégories, et combien y a-t-il de possiégi®?

Appelonsx , y , z les nombres respectifs d'objets achetés a un @ueyros et 12 euros. Le
probléeme se rameéne au systeme d’équations :

X+y+z=40
{x+4y+122= 10C
qui équivaut a :
{x+ y+ z=40

apres avoir remplacé une équation par la sotistnades deux équations.
3y+11z= 60

®> Prenons I'équatioax — by= 1, et sa plus petite solution positig avec 0 <x<b et 0 <y<a. On a aussi :
a(x—b) —b(y—a) =1, ou encora(b —x) —b(a—y) =—1. On vient de trouver une solutigix b—x,y'= a—yde
I'équationax — by=—1. On a aussi’ ety tels que 0 <K < b et 0 <y’ < a. Il s’agit bien de la plus petite solution
positive. Entre les deux solutions positives lasgetitesX, y) et &', y') deax — by=1 etax — by=—1, on a le
lien x+x'=bety+y=a.
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Commencgons par traiter I'équati@y +11z= 6C. Les nombres 3 et 11 sont premiers entre eux, il
y a une infinité de solutiong z dans Z. Une solution particuliére @y +11z= 1 est manifestement
= 4,z = —1. Une solution particuliéere d8y+11z= 6C est doncy = 240,z = — 60. La solution
générale de I'équation (avgetz dansZ) est :

y =240-k11
z=-60+k3

Mais on ne peut prendre que les solutions positivesulles. On voit que polir= 20, on a la plus
petite valeur= 0 pourz, soitz = 0 ety = 20, qui convient, puis on prehkd= 21,z = 3,y = 9, qui
convient aussi, puis polir= 22, on tombe suwy < 0. En reportant ces deux résultats dans la premié
équation, on trouve les deux solutions :

x=20,y=20,z=0, etx=28,y=9,z=3.

9.2. Probleme de divisions

1) Montrer que 2'—1 est divisible par 7.

20 -1= (PP -1=8- 1= (8 1)(@E*'+ &2+ .+ 1grace a lidentité remarquable bien connue.

2°" -1 est de la forme @, et donc divisible par 7.

2) En prenant toutes les puissances de 2, et émaé¢reur exposant sous I'une des trois formes
2°" ou 2™ ou 2™? montrer qu'il y a trois restes possibles lorsou’les divise par 7. Pour cela

utiliser 231 -2 et 252 4. En particulier, quel est le reste de la divisibe 2°®° par 7 ?

On a déja vu que® -1= 7q , d'ou 2°"=7q+1, ce qui signifie que le reste de la division de

2%"par 7 est 1.
Asontour: 2™ -2=2(2"- 1= 2.7 , dou F'= 7@+ ,lereste est 2.

Enfin 222 -4= 42 - 1= 47 , dou 2= 7@+ ,leresteest4.

Prenons I'exemple de'®’. Lorsque I'on divise 1000 par 3, le reste estdQQLest de la forme
3n+1, donc le reste de la division d8%2par 7 est 2.

3) On considére les nombres A2° + 2%° + 2% dépendant du nombre entier positif p.
a) Donner I'écriture de Aen binaire.
PuisqueAs = 22+ 2 + 2 il s’écrit 1001001000 en binaire.

b) En prenant p sous l'une des trois formes 3n+13au 3n +2, montrer qu’il y a trois restes
possibles lorsque I'on divise, par 7.

Lorsquep = 3n, avecAs, = 22"+ 2"+ 22" 2" donne comme reste 1 quand on le divise par % et d
méme pour 2 et Z". Le reste de la division d&" par 7 est donc 3.

Pour p = 3n+1, avedgn, = 2™+ "2+ 22" 2™ donne comme reste 2 quand on le divise par
7, 2™2donne comme reste 4, €f*3 donne comme reste 1. On peut échisg, = 7q+ 2 + 1 + 4 +
7q9°+1, qui est finalement un multiple de 7. La diiis deAgs,.; par 7 donne un reste nul.
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Pour p=3n+ 2, avetAg.,= 2M2+ 2™+ ™8 232 donne comme reste 4 quand on le divise
par 7, 2™ = 2"*1donne comme reste 2, €S donne comme reste 1, soit un total égal & 7. D’'oul
un reste égal a 0 aussi.

c¢) Quel est le reste de la division du nombre é@aribinaire 1000100010000 par le nombre 111 en
binaire ?

Ce nombre n’est autre gig, avec 4 = 3 + 1. Le diviseur 111 n’étant autre gue reste est nul.
9.3. Pgcd et équations diophantiennes

1) Déterminer le pgcd de 903 et 731

Appliguons 'algorithme d’Euclide :

903 =1x731 + 172

731 =4x172 + 43

172 =4x43 + 0. Le pgced vaut 43.

2) Rendre la fraction 903 / 731 irréductible.

Il suffit de diviser en haut et en bas par le pg8dOn obtient 903/ 731 = 21/ 17.

3) Résoudre I'équation 903 x + 731 y = 2100, avet x entiers relatifs.

On constate que le pgcd 43 de 903 et 731 ne dieis€100. L'équation n'a aucune solution.

4) Résoudre I'équation 903 x + 731y = 2107.

Comme le pgcd 43 divise 2107, on divise tout pared4Bon obtient I'équation équivalente :
21x+ 17y =49. Maintenant 21 et 17 sont premiers entre eux.

Commencons par chercher une solution particulierd’éjuation 21x + 17y = 1. Sans avoir
besoin d'utiliser I'algorithme d’Euclide élargi, @onstate (en prenant les premiers multiples det21
ceux de 17) qu'une solution egt=—4 ,yo = 5.

Une solution particuliere de I'équation 2K 17y = 49 estXy = —4x49 = =196, y, = 5x49 =
245.

La solution générale de I'équation est :

X=-196+ 1%k
y=245- 2k

Faisons ressortir une solution qui est la plus Ipeode O possible : on trouxe= 8 ,y,= —7 en
faisantk = 12.° Finalement on peut écrire la solution générale $agorme :

X=8+17K
y=-7-2%k

® On s’est arrangé pour gualevienne positif, en ajoutant & — 196 un cemaimbre de fois 17. Mais dans
ce casy est négatif. On aurait pu aussi bien rendpositif le plus petit possible, en enlevant a 2#5certain
nombre de fois 21 : on aurait obtenu la deuxiénhgtiso la plus proche de 0 possible, soit -9 ,y = 14.
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5) On consideére I'équation 21 x + 17 y = N avecritier > 0. Quelle est la plus petite valeur de N
pour laquelle cette équation admet une solutioritpes. x > 0 ety > 0.

Les plus petites valeurs possiblesxdety sont 1 et 1. On trouve alok$ = 38. Remarquons que
lorsqueN > 38, on n’est pas pour autant assuré d’avoir ohdisn positive, le cas oN = 49 étant un
exemple olx ety sont toujours de signe contraire. Mais pbuk suffisamment » grand, on est sOr
d’avoir des solutions positives (penser aux pogakitions qui sont régulierement espacés sur une
droite de pente négative, avec une ordonnée gibharisuffisamment grande).

6) En s’aidant de la méthode de résolution du 4aire un programme qui donne toutes les
solutions de I'équation a x + b y = ¢, avec a, e glositifs.

a=903; b=731; c=2107; U exemple poua, b, ¢ */
printf("Résolution de %dx+%dy=%d",a,b,c);
rO=a;rl=b; while (r1!=0) { r2=r0%r1; rO=r1; r1=r2;}* calcul du pgcd g par I'algorithme d’Euclid
g=r0; printf("\n\nLe pgcd de %d et %d est %d",a)b,g
if (c%g !=0) printf("\n\nPas de solutions");
else [*cas ou il y a une infinité de solutiorfs

{aa=al/g; bb=b/g; cc=c/g; Bn divisea, b, cpar g */

[* cherchons une solution @& . x + bb . y = 1 par l'algorithneéEuclide élargi */
rO=aa;rl=bb;x0=1;x1=0;y0=0;y1=1;
while (r1!=0) {gq=r0/r1; r2=r0%r1;x2=x0-x1*q;y248ry1*q;
rO=rl; r1=r2;x0=x1;x1=x2;y0=y12; }

x0=cc*x0; yO=cc*y0; /*une solution particuliere dea .x +bb .y = cc *

while (x0<0) {x0+=bb; y0-=aa;} Bn s’arrange pour avoir une solutioh

while (x0>=bb) {x0-=bb; yO+=aa;} dvec 0sx<bb *

printf("\n\nUne infinité de sions: \nx=%d + k*%d \ny=%d - k*%d", x0,bb,y0,aa);
}

7) Résoudre 17 x — 21 y = 1000.

Commencons par chercher une solution particulidrégaiation 17x — 21y = 1. En s’aidant de la
guestion 4°, on trouve, = 5, Yy, = 4 (remarquons gue si une solutionade+ by = cestxy, Yo, une
solution deax—by =c est Xy, —Vo ). Une solution particuliére de X7 21y = 1000 estx, = 5000,y,

= 4000. D’ou la solution générale :

x =5000 + 2k, y=4000 + 1% . Mais on préfére faire ressortir une solutiortipatiere positive
la plus petite possible, comme indiqué sur le dessivant :

C’esty gu'il faut choisir positif le plus petit possibl€ela s’obtient
ici en enlevant a 4000 un certain nombre de fojgd&#acon qug reste

> 0 mais inférieur a 17.

On trouve finalement comme solution générale :

X =65+ 21k
y=5+17k

8) Faire le programme qui permet de résoudre uneagqgn de la forme :
ax — by = c avec a, b et c positifs.

Il suffit d’apporter de petites modifications awgramme du 6°.
a=17; b=21; ¢=1000;

rO=a;rl=b; while (r1!=0) {q=r0/r1; r2=r0%r1; rO=ri1=r2;}
g=r0; printf("\n\nLe pgcd de %d et %d est %d",a)b,g
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if (c%g !=0) printf("\n\nPas de solutions");

else
{aa=a/g; bb=b/g; cc=c/qg;
rO=aa;rl=bb;x0=1;x1=0;y0=0;y1=1;
while (r1!=0) {q=r0/r1; r2=r0%r1;x2=x0-x1*q;y248ry1*q;

rO=rl; r1=r2;x0=x1;x1=x2;y0=y12; }

x0=cc*x0; yO= - cc*y0; /Ppremiére modification suy0 */
printf("\n(%d %d)",x0,y0);
while (y0<0) {y0+=aa;x0+=bb;} /tleuxieme modificatiotf
while (y0O>=aa) {x0-=bb; y0-=aa;}
printf("\n\nUne infinité de solutions: \nx=%dk#%d \ny=%d + k*%d",x0,bb,y0,aa);
}

9.4. Equation du second degré

a) Déterminer les nombres x et y entiers naturétifiant X —y= 1.

L’équation s’écrit X — y)(x + y) = 1. Puisqu’il s’agit d’entiers, et que+ y est positif ( le cas
(= 1) (- 1) =1 estexclu), celaimpose gquey =1 et aussk—y = 1, d’ou la solution unique= 1,y =
0.

b) Déterminer les nombres x et y entiers naturétffiant X —y'=p, p étant un nombre premier.

L’équation s’écrit X —y)(x +y) = p. La seule possibilité de factorisation esi2poup 1 =p, le
cas (— 1)( ) étant exclu. Et comme+ y est supérieur & — y; la seule possibilité est :

Xx+y=p etx—y=1,douX=p+ 1.

Sip=2, il n'y a aucune solution, la division de 3 game tombant pas juste.
Sipest > 2, il est toujours impair, d'ox = (p+ 1)/2,y = (p — 1)/2.

9.5. Suites de nombres entiers

On considére les deux suites) (Bt (y,) définies, pour tout n entier naturel, par lesatgbns de
récurrence et les conditions initiales :

X1 =2%—1 ety=3

Vi =2V +3 ety=1

A- Etude de (3

1) Calculer % et %. Quel est le pged de &t % ?

Remarquons que tous les termes de la skijesént des nhombres entiers naturels, par récurrence
évidente. De la définition dej, on déduitx; = 5, %= 9, X3 = 17,%, = 33. Puisquei est seulement
divisible par 1 et par 17 et qugne contient pas 17 comme nombre premier danscsarg®sition, le
pgcd dex; etx, est 1. Les nombreg etx, sont premiers entre eux.

2) x, et %1 sont-ils premiers entre eux pour tout n ?

La relation de récurrence s’écrit,2- x.+1= 1. Grace a la propriété de Bezout, avec 1 eebjars
entre eux, il en découle gugetx,.; sont premiers entre eux, quel que soit

3) En prenant la fonction f telle que f(x) = 2x ~c& qui permet d’écrireqy = f(u,), déterminer le
point fixe unique L de f, c’est-a-dire la solutibrde I'équation f(x) = x.

L’équationf(x) = x s’écritx=2x— 1, d’ou la solution unique= 1. Il existe un point fixe unique
=1telqueL=2L-1.
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4) En introduisant la suite gy telle que ¥= X, — L, montrer que (Y est une suite géométrique,
dont on déterminera les caractéristiques. Puis @ora forme explicite de,\et en déduire celle dg.x

Retranchons membre & membre les deux égalites 2x,— 1 etL = 2L — 1. On obtienk,.; —L =
2x, — L, soitvp.1= 2 v, La suite {,)) est une suite géométrique de raison 2 et de taitid vo=2. On
en déduit sa forme explicitg= 2 x2", v, = 2'+ 1, puis celle de, : u= 2" + 1.

B- Etude de (y
1) Montrer que 2x— ¥, = 5.
Faisons un raisonnement par récurrence pour mdatfermule X, —y, = 5.

e (C'estvrai au départ : on a bieg2y, =6 — 1 =5.

» Supposons la formule vraie a un certain nangt montrons que cela reste vrai au rang suivant :
2Xn+]__yn+]_= Z(Z(n_ 1)_(3/n+ 3) :4(n_2y1_5 = 2(2(n_yn)_5 = 2(5_5 = 5.

En faisant marcher la récurrence, la formule esievpour tout.

2) Exprimer y en fonction de n.

Puisquey,= 2x,— 5 grace a ce qui précéde, et gue 2™ +1, il vient 1y, = 22 -3 .
C-Pgcd gde x ety

1) En utilisant la formule du B-1, montrer queest soit 1 soit 5.

Puisqueg, est un diviseur dg, et dey,, il divise aussi £, —V,, et par suita, divise 5. Il ne peut
donc étre que 1 ou 5.

2) Donner la suite des restesde la division de 2par 5 suivant les valeurs de n.

La division de la suite des puissances de 2 érphtﬁ’z 1 donne comme restes successifs 1, 2, 4,
3,1, 2,4, 3, ... ce qui donne une suite périodidpm la période est 1, 2, 4, 3. Pour montrer gastc’
vrai pour toutn, il suffit de prouver que"™? donne le méme reste quil@rsqu’on fait leur division
par 5. Comme2*= 2" x 16, et que 16 donne un reste égal & 1, cela mquerdes restes dé et 2
sont les mémes. Plus précisémeant= 1, ra1 = 2,M 2= 4, Fae3= 3, pour touk.

3) En déduire pour quelles valeurs de n les nomkyeky, sont premiers entre eux.

Puisquex,= 21+ 1, avec 2= 5g + rns1, ON A%, =59 + g + 1, d’ol la suite périodique des restes
successifs: 3,0, 4, 2,3,0,4, 2, .... lorsqudonsex, par 5.

De mémey, = 22 _3 = 9 +rn.o— 3, d'ou la suite des restes successifs 1,49, B,0, 3, 4, ... On
constate que les nombngsety, sont tous deux multiples de 5 si et seulementesit de la forme =
1 + 4. C’est le seul cas ou leur pgcd vaut 5. Dans lesigutres cas, il ne peut étre que 1. Lorsque la
division den par 4 donne un reste autre que 1, les deux norabregpremiers entre eux.

9.6. Résolution d’équations de Diophante

Programmer la résolution d’équations de laformea by =c et ax— by=c,aveca, b, c
positifs. Donner les résultats obtenus pour :

e 147 x + 258 y =369

e 101 x+37y=23819

* 999 x-49y =369

* 999 x - 49y =5000
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Grace aux programmes créés précédemment, on trouve
e pour 147x + 258y = 369, x = 85 + 86k, y = — 47 — 4%

e pour 101x + 37y = 3819,x = 14 + 37k, y = 65 — 10k

o pour 999x — 49y = 369, x =22 + 4%,y =441 + 99%

e pour 999x — 49y = 5000, x = 13 + 4%, y = 163 + 99%

9.7. Caisses de lingots d’or

Des lingots d'or sont seulement disponibles pas&as de 5 lingots ou par caisses de 11. Une
société a besoin d’exactement N lingots, avec Mrepositif. Pour cela elle doit acheter un certain
nombre x £ 0) de caisses de 5 et un certain nombre y deeside 11, de fagon a obtenir un compte
rond. On veut connaitre les solutions (x , y) et lsombre selon les valeurs prises par N.

1) Trouver une valeur de N pour laquelle le problér@eaucune solution.

Le nombre de lingots ebt= 5x + 11y. On voit aussitét que la valeur minimaleMest 5, poux
=1 ety = 0. On ne peut pas avoir moins.

Traitons d'ailleurs le cas ol = 1. Une solution particuliere de I'équationx5 11y =1, ou 5 et
11 sont premiers entre eux, BstE —2, Yo = 1. La solution générale est :
=-2 + 11k ,y =1 — 5k, aveck dansZ. Il n’existe aucune solution positive, comme omait
s'y attendre.

2) Traiter le cas ou N = 511 = 55. Pourquoi est-on assuré d’avoir au moing golution dés que
N =55 ? Traiter cette question géométriguement.

L'équation 5x + 11y = 55 admet exactement deux solutions= 11,y =0, etx=0,y=5. En
effet, sur la droiteD d’équation 5x + 11y = 55, ce sont les deux seuls points solutionagsisur
chacun des axédx et Oy (on sait que deux solutions successives, corregpra deux points sur la
droite, sont séparés par le vecteur (11, -5). Desl'qn prend 5 + 11y = N avecN > 55, la droite
correspondante est située au-dessus de la @rpgecomme deux points solutions sont séparésepar |
vecteur (11, -5), on est sir qu’il y a au moingomt solution dans la zone positive (le quart e p
xOy).

3) Traiter le cas ou N = 101.

On a vu qu’une solution particuliere de I'équattor+ 11y = 1 estxy = -2 ,¥, = 1. Une solution
particuliere de I'équation & + 11y = 101 estx, = —202,y, = 101. La solution générale de cette
équation estx=-202 + 1k ,y =101 — &.

Parmi cette infinité de solutions, celles qui Soositives doivent étre telles qlue 202 / 11, soik
> 19, et pour la deuxiéme équatibe 101 / 5, soik < 20. Deux valeurs conviennerkt = 19 ou 20,
d’ou deux solutionsx=7,y=6,oux=18 \y=1.

4) Faire le programme qui pour chaque valeur de N, paemple entre 1 et 200, donne les
solutions éventuelles et leur nombre. Dégager Imbre de valeurs de N pour lesquelles il n'y a
aucune solution, et donner la plus grande d’entiesé

a=5; b=11;
cumul=0; /* cumutontiendra a la fin le nombre de cas sans solutidns
for(N=1; N<200; N++)

{ afficher N

" On pourra vérifier que la plus grande valeulNdee donnant aucune solution éé¢tnax=ab —a — b et que
le nombre de cas sans solution ddtméx+ 1)/2. Pour la démonstration, consulter [AUD2014]
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rO=a;rl=h;x0=1;y0=0;x1=0;y1=1; &lgorithme d’Euclide élargi pour ax + by =%
while(r1!=0)
{ g=r0/r1;r2=r0-g*rl;x2=x0-q*x1;y2=y0-q*y,1
rO=r1;r1=r2; x0=x1;x1=x2; yO=y1;yl=y2;
}

x0=N*x0; yO=N*y0; /*une solution particuliére dax + by = N */
nbsol=partieentiere(x0,b)+partieentiere(y0lay* calcul théorique du nombre de solutiots
compteur=0; /* comptesera le nombre de solutions obtenu expérimentalemen

if (x0<0)

do {x0+=b; y0-=a; if (x0>=0 && y0>=0) {compte ++; printf(" (%d %d)",x0,y0);} }
while(y0>=0);

else if (y0<0)

do {x0-=b; yO+=a; if (x0>=0 && y0>=0) {comptr ++; printf(" (%d %d)",x0,y0);} }
while(x0>=0);

if (compteur==0) cumul++;

printf(" nombre de solutions= %d ",compteuif)(compteur!=nbsol) printf("ERREUR");

printf("\n\nNombre de cas ou il n’y a pas de sans= %d ",cumul);

}

Le programme donne 20 valeurs@our lesquelles il N’y a pas de solutions, la gtende étant
39.

5) On admettra que le nombre de solutions positivesudigs (x>0 et y=0) de I'équation a x +
by =N, avec a et b premiers entre eux, est B + [yo/ a + 1, ou (%, Yo) est une solution
particuliere (n'importe laquelle, et pas forcémeusitive) de I'équation, et ou [X] désigne la parti
entiére de X. Vérifier par programme que cette fdemest cohérente avec les résultats obtenus au 4°.

Remarque sur la partie entiere [X] de Xl s’agit du nombre entier le plus proche de Xget lui
est inférieur ou égal. Par exemple [3]=3, [3,2] =,3-3]= -3, [-3,3]= —4. Dans le cas présent on
doit trouver la partie entiére [rh d] d’une fraction d’entiers. Si n et d ont le mégigne, il suffit de
prendre le quotient euclidien dans la division dean d. Mais si le quotient n/d est négatif, il @mnt
de distinguer deux cas : soit la division tombegust on prend le quotient euclidien de n par o (pa
exemple [-6/3]= -2, soit elle ne tombe pas just&pa prend le quotient entier tel qu’il est donpér
I'ordinateur, par exemple le quotient de — 7 par($oit — 2,33) est -2 , et on lui enléve 1, powia
la partie entiere —3 dans I'exemple choisi. D’otféaction ramenant la partie entiére d&in

int partieentiere (int n, int d)

{ if (n*d>=0) return n/d;
else if (n%d==0) return n/d;
else return n/d -1,

}

Le calcul théorique du nombre des solutions a rétégié dans le programme précédent, et I'on
peut comparer le résultat théorique a celui expgmial donné par le programme.

9.8. Somme de carrés successifs égale a 7440

1) Trouver deux nombres entiers naturels conséctdifs que leur somme multipliée par leur
produit donne comme résultat le nombre 7440. Pela& oe pas procéder par essais successifs, sauf
en désespoir de cause, mais agir ainsi :

Appeler x et x+1 ces deux nombres, et aprés a¥éaomposé 7440 en produit de nombres
premiers, commencer par montrer que X ne peut prasp@ir (s'il 'était montrer de quelle forme il
serait et constater que c’est impossible), puisiey la seule solution possible.

La somme des deux nombres étart+21, et leur produix (x + 1), on obtient I'équation :
X (X + 1) (X + 1) = 7440. La décomposition de 7440 en prodeiihdmbre premiers est :
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7440 = 2x3x5x31.
Distinguons deux cas :

. x pair. Alorsx + 1 et X + 1 sont impairs, et doit contenir 2= 16 au moins. Si= 16,x+ 1 = 17,
mais 17 n’est pas présent dans 7440. Au dela diaX8us petite valeur de est 16x3 = 48, mais
dans ce cas le produit(x + 1) (X + 1) dépasse largement 7440. Inutile d’essayeutidia valeurs de
encore plus grandes. Il n'y a pas de solution pqair.

. X impair. Alorsx + 1 est pair et®2+ 1 impair. C’esk + 1 qui doit contenir 2au moins. Sk + 1 =
16,x =15 et 2 + 1 = 31. On vient de trouver une solutionxSt 1 contient plus que 16, alors le
produitx (x + 1) (X + 1) dépasse largement 7440.

Il existe une seule solutiorx= 15.

2) Combien faut-il prendre de nombres entiers sudiseagpartir de 1 pour que la somme de leurs
carrés (soit : £+ 2%+ 3%+...+ n? soit égale a 1240 ? Pour cela il faudra se soivee la formule
sur la somme des carrés et utiliser la question 1°.

On sait que 4+ 2+ F+...+n*=n(n + 1) ( + 1) / 6. On veut obtenir 1240, soit :
n(n+ 1) (h+ 1) = 7440, d’'otn = 15, et I'on a 1+ 22+ F+...+ 15 = 1240.

Pour aller plus loin :

[AUD2014] P. Audibert, Algorithmes et théorie deswbres, Ellipses 2014.



