Combinatoire
Cours, exercices corrigés, programmation

La combinatoire est la science des mélanges, va'slagir de compter et d’énumérer.

L'essentiel de la combinatoire tient en trois foles ce qui est fort peu. Encore faut-il ensuite
arriver a les appliquer correctement, ce qui eseéssite un certain entrainement. Dans ce contexte,
que I'on appelle les combinaisons joue un role omajen appelleC,” le nombre de fagons de choisir
un paquet d@ objets dans un ensemble m@bjets. Signalons que ce nombre, que nous n@ghs

s’écrit aussi, dans la littérature mathématiquemés, et ameéricaine a I’origin%,”j. !
p

1. Nombre d’applications

Commencgons par un exemple qui nous concerne dinecte celui de nombres écrits en binaire :
Combien existe-t-il de nombres écrits en binaireca chiffres qui sont soit des 0 soit des 1 ?

La réponse est’2 64. En effet, le premier des six chiffres quenl&xrit est soit 0 soit 1, d’otl deux
cas. A chaque fois que I'on a choisi ce premieffrehiil y a deux facons de prendre le deuxieme
chiffre, soit 0 soit 1. A chaque fois qu’on a chdéspremier et le second chiffre, il y a deux fagae
choisir le troisiéme chiffre. Et ainsi de suiten&liement, cela fait 2.2.2.2.2.2 £@s.

Un nombre écrit en binaire, par exemple 01101lnesdans un tableau sous la forme
1 2 3 4 5 6
[0f1]1]0f1]1]

Cela peut aussi étre visualisé ainsi :

Ce dessin correspond a ce que I'on appelle unecafiph de
'ensemble {1, 2, 3, 4, 5, 6} dans I'ensemble {§, 1

Par définition une application d’'un ensemble @éments dans un
ensemble an éléments fait correspondre a chaque élément de
'ensemble de départ un élément unique dans I'ebleeliarrivée.
Autrement dit, une fleche part de chaque élémendépart pour
tomber dans I'ensemble d’arrivée.
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Dans I'exemple des nombres binaires, il y a exaetgrautant de
tels nombres a six chiffres que d’applications danmsemble a six éléments dans un ensemble a deux
éléments.

D’ou la propriété qui généralise le cas des nosibrebinaire :

Propriété 1 : Le nombre d’applications d’'un ensembd ap éléments dans un ensemble
an éléments esh®.

! Choisissez la notation que vous préférez.

2 On avait déja rencontré le concept d’'applicatiootamment dans lezhapitres 6 et 71l s'agissait alors
d’applications (ou fonctions) dont les ensemblesddpart et d’'arrivée étaient I'ensemble des ré&lsu des
parties deR. En combinatoire, la définition est la méme, ma&ntenant les ensembles de départ et d'arrivée
ont un nombre fini d’éléments.



La démonstration de cette propriété se fait comme&uemment. A partir du premier élément au
départ, on peut lancerfléeches vers I'ensemble d’arrivée, une vers chadg@ment de cet ensemble. A
chaque fois qu'on a lancé une fleche a partir dpreenier élément, on peut aussi lancdteches a
partir du deuxiéme élément. Et ainsi de suite, dioin . n .... = n° applications.

Cette propriété a une conséquence immédiate :
Le nombre de parties d’'un ensemble a éléments est2

En effet chaque partie peut étre codée par un roetbbinaire. Prenons par exemple la padie {
ab cd ej

0100 1

I'informaticien reconnaitra la un tableau, aveaud signifie : « on prend » et 1 « on ne prend»>pas
d’'ou la lecture : on prend, on ne prend pas, on prendc et aussid, et 'on ne prend pas Il y a
autant de parties d’'un ensembl@ &léments que de nombres en binaire de longaesoit 2.Cela
peut aussi étre vu sous forme d’applications. dl gutant de parties d’'un ensemble @éments que
d’applications d’'un ensemblerééléments dans un ensemble a deux éléments. Raplexe

d} de I'ensemble & b c d & Cette partie peut étre codée par0100 1,rma)|ee[
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Cette application correspond a la paraec{d

Voici les huit parties d’'un ensemble,{, c} a trois éléments :
{} qui est la partie vide, les parties a un élénsefd},{ b},{ c}, les parties a deux élémenta,{
b}{a, ¢,{b, c}, la partie a trois éléments ou partie pleieH, c}

2. Nombre d’arrangements

2.a. Un exemple typique : Nombre de tiercés dansldre

Posons-nous ce probleme : Combien y a-t-il dedgepossibles dans I'ordre dans une course de
cing chevaux ?

Appelons les chevaux, b, ¢, d, e Commencgons par I'énumération de ces tieras; abd, abe,
ach, acd, ace, adb, adc, ade, aeb, aec, aed, laak,dae, bca, bed, bce, bda, bdc, bde, bea, beg, be
cab, .....Remarquons que nous avons écrit ces tiercés sifsceéans I'ordre alphabétique, de fagon a
n’en oublier aucun. Et maintenant, comptons-lesn@e premier arrivé, il y a cingq cas possibles
(chacun des cing chevaux). A chaque fois que Imierea été choisi, il reste quatre chevaux comme
deuxiéme a l'arrivée. A chaque fois que I'on a sht@ premier et le deuxieme, il reste trois chavau
arrivant troisieme. Finalement, le nombre des éemans 'ordre est 5.4.3 = 60.

2.b. Arrangements dep objets pris parmin

Appelons arrangement g¢eobjets pris parmin objets une certaine facon de prendre gebjets
dans un certain ordre. Dans I'exemple précédenttideses dans l'ordre, les objets sont les cing
chevaux n =5 etp = 3. Le résultat obtenu pour les tiercés se gésérale qui conduit a la propriété
suivante :

Propriété 2 : Le nombre d’arrangements dep objets pris parmi n est

AP=n(n-1)n-2)..(n-p+1)



Remarquons que le nombre de facteurs dans la fermudcédente egi. Pour démontrer la
propriété, on fait comme précédemment. Comme preatiget, on a le choix parmi lesobjets. A
chaqgue fois qu’on a choisi ce premier objet, illy-al objets a choisir pour étre le deuxiéme objet. A
chaque fois qu’'on a choisi les deux premiers opjetssten - 2 objets a choisir pour étre le troisieme.
Et ainsi de suite jusqu’'aai™ objet a choisir.

Cas particulier : la notion de permutation

Considérons\ objets numérotés de ONa— 1. Une permutation de ces objets est une facoede |
mettre dans un certain ordre. Le nombre de perinotate cedN objets est le nombre de fagons de
les mettre dans tous les ordres possibles. Parpegehas permutations des 3 objets 0, 1, 2 sont 012
021, 102, 120, 201, 210, au nombre de 6, sOIEB leffet le nombre de permutationsMebjets n’est
autre que le nombre d’arrangements\debjets pris parmi lebl, ce qui donne bieN! d’'apres la
formule précédente.

3. Nombre de combinaisons

3.a. Un exemple typique : Nombre de tiercés dans dsordre

Prenons maintenant les tiercés dans le désordmbi€n y en a-t-il dans une course de cinq
chevaux ?

Commencons par les énuméreafic, abd, abe, acd, ace, ade, bcd, bce, bde, ©devient de
trouver dix tiercés dans le désordre. Prenons yample le casbc Ce tiercé est dans le désordre,
mais remarquons que parmi toutes les facons derééoous avons choisi celle qui est la plus petit
dans l'ordre alphabétique. Plus précisément, il gixafagons d’écrireabc dans tous les ordres
possibles :abc, acb, bac, bca, cab, cbat nous choisissons celle ou les lettres sortépka dans
I'ordre alphabétique croissant. Pour chaque tidangs le désordre, on trouve six tiercés dans kordr
On avait trouvé 60 tiercés dans l'ordre, il y & 0= 10 tiercés dans le désordre.

3.b. Combinaisons de objets pris parmin

Appelons combinaison de objets parmin une certaine facon de prendre un paquep dbjets
parmi lesn. Cela sous-entend que I'ordre dans lequel on pcesgd objets ne joue pas. Par analogie
avec ce qui précéde, on arrive a la propriété stéva

Propriété 3 : Le nombre de combinaisons dp objets pris parmi n objets, ou encore le
nombre de facons de prendrg objets parmin sans tenir compte de I'ordre est

CP=n(n=-1)(n-2)... —p+1)/p!

Remarquons encore qu'au numérateur, sont présetfitgeteurs exactement. Une autre facgon
d'écrire cette formule e€€," =n!/ (p! (n-p) !) mais cela introduit des redondances, et dettaule
ne s’'appligue que dans certains cas théoriqguesy geu nécessitent la présence exclusive de
permutations (notamment pour appliquer la formweSdirling qui donne une valeur approchée de
n!). Pour démontrer cette formule, il suffit de stater qu’'une fagon de prendpeobjets dans le
désordre correspond@ facons de prendrp objets dans l'ordrep! étant justement le nombre de
permutations de cgsobjets.

Quelle est la signification concrete du nomBre?

* Puisque c’est le nombre de fagons de prepdrgjets (en paquet) parmiobjets, il s’agit aussi
du nombre de partiespgéléments d’'un ensemblen&léments.



* Imaginons maintenant que nous ayons un casier cises vides devant nous. Le nombre de
facons de placep objets considérés comme identiques dansnaesses, a raison d’'un objet au plus
par case, est aussi le nombre de fagons de chaiages a remplir parmi lessoitC,’.

3.c.Propriétés desC,P

Il existe deux formules essentielles sur les coaibons.

1) G =GP

En effet, le nombre de facons de prerabjets parmi est aussi le nombre de facons d’en laisser
(ou d’en éliminer)n — p parmi lesn. Cette formule permet de simplifier les calcultutét que de
calculerCs ° on feraCg “ = 8 . 7/ 2 = 28. Dés queest supérieur &/ 2, on remplace parn —p.

2)CP =CnsPt + CpP

Pour démontrer cette formule, imaginons que pagst bbjets nous en privilégions un, n{éar
exemple. Les combinaisons geobjets parmi les se divisent en deux catégories: celles qui
contiennent cet objéeX, et celles qui ne le contiennent pas. Pour aesicbmbinaisons de la premiere
catégorie, contenatX, il reste & prendrp-1 objets parmn — 1, d’ot C,,"* facons. Pour avoir celles
ne contenant pa%, cela revient a prendpeobjets parmi n—1, d'otC,," fagons.

3.d. Triangle de Pascal et formule du binbme

Placons les combinaisoi®’ dans un repéra, p, ce qui donne un tableau quadrillé ot I'on met
dans la lignen et dans la colonnp le nombreC,’ .Le remplissage de ce tableau donne ce que I'on
appelle en France le triangle de Pascal, le raam éempli par des 0. En effet des que I'on doit
prendre plus d'objets qu'il y en a, le nombre dmbmaisons est nul.

-I p

11 +
121 p-1 P
1331 Cn—1 cn—1
14641 :cﬁ
1 510105 1

Comment construit-on ce triangle ? Cela se fgitdiapres ligne. Un élément d’'une ligne s’obtient
en ajoutant celui qui est dans la ligne au-dessusidlans la méme colonne, avec celui qui est ans
colonne précédente. Encore convient-il de connédgetléments de la colonne 0 : on considere que
C = 1, autrement dit : ne rien prendre c’est un@riagCe choix est plus qu’une convention, il est
légitimé par la formule précédente, par exemple=Ql, et I'on a bien ¢ = G+ G' = 1 + 0.

On en déduit I'algorithme permettant de calc@gt pourn etp donnés.

Programmation

0 r Pour avoirCy” avecN et P donnés, on va calculer tous les nombres situés
00000 dans le rectangle ci contre, dont le point le flas & droite est justeme®y”.

On doit se donner la ligne 0 ainsi que la colonnpdir pouvoir appliquer la
formule permettant d’aller d’'une ligne a la suivant

1
1
1
1
1

N1 o




On va utiliser un tableau a double entrée que dioi déclarer ainsiint C[N+1][P+1]. Quand le
programme tournera, chaque c&$d[j] aveci entre 0 eN etj entre 0 eP, contiendra la combinaison
G’

for(i=1; i<=P ; i++) C[O][i]=0 ; for(i=0; i<=N; i+) C[i][0]=1; /* conditions initiales®/

/* passage d’une ligne a la suivante, a partir deigmé 1*/

for(ligne=1; ligne<=N; ligne++) for(col=1; col<=Rpl++)

Clligne][col]=C][ligne-1][col-1]+C]ligne —1][col] ;

afficher C[N][P] ou bien tous les nombres dans le rectarfgferetrouve le triangle
de Pascal si I'on n'affiche pas Bs

Premiere amélioration : On va seulement utilimrx tableaux linéaires dont les cases vont de 0 a
N, soit le tableauint aC[N+1] et le tableaunC[N+1]. Quand lancien tableauaC|] est rempli,
correspondant & une ligne dans le rectangle, orrgpoemplir lenouveautableaunC[] correspondant
a la ligne suivante. Cela étant fait, on mettradaveau dans I'ancien, et on recommence en catculan

nC]] a partir dea]].

aC[0]=1; for(i=1; i<=P ;i++) aCJi]=0 ; ftigne 0 */
for(ligne = 1; ligne < =N; ligne++)
{ nCJcol]= 1; for (col=1 ; col<=P ; col++) rf€ol]=aC[col-1]+ aCjcol];
for(col=0; col<=P; col++) aC[col)=nC[col]* bn met le nouveau dans I'ancien

}

Deuxiéme amélioration : On utilise un seul tablaeggclarént C[P + 1]. Chaque ligne, a partir de
la ligne 0, va étre placée a tour de réle dansbkeau. Au départ, il est rempli avec la ligne @eU
ligne k du triangle, intermédiaire entre les lignes @,ed pour longueur occupé&el, tout ce qui suit
étant mis & 0. La connaissance d’'une ligne permebdnaitre la ligne suivante, a condition d’ajoute
I'élément 1 en position initiale. La nouvelle valale C[i] s’obtient en ajoutant ce qu’il y avait dans
C[i] avecC[i — 1]. Mais attention : si I'on fait un parcours deughe a droite, et que I'on est en
positioncol, ce qui est dan€[i — 1] est la nouvelle valeur dg[i —1] et non pas I'ancienne, or on a
besoin de cette derniere. Pour éviter cet ennuignlvient de faire un parcours de droite & gauche.
D’ou le programme :

C[0]=1; for(i=1;i<=P;i++) C[i]=0;
for(ligne=1, ligne <=N ; ligne*++) for(i= P; i >=1:) Cli] + = C[i-1}

Formule du binbme

Le triangle de Pascal permet notamment de déveldpgmlyndme &+b)". Par exempleaitb)* =
a’ + 4a’ +6a’b’ + 4ab® + b*, ol I'on retrouve comme coefficients les élémetsla ligne 4 du
triangle de Pascal. Cela s'appelle la formule ddivie du Newton, qui s’écrit sous sa forme générale

n
(@+h)"= > ckap™*

k=0

Pour démontrer cette formule, il suffit de voir @'provient le coefficient du terme efb™. Dans
le produit @ + b)(a + b)...(a + b), un terme em*b™ provient des termes pris dansk parenthésesh(
étant pris dans les— k autres parenthéses). Il y a autant de temhb5* que de facons de choigir
parenthéses parmi lessoitC,* facons, ce qui donne le coefficient du termeaéh™

Pour cette raison, les/Gsont aussi appelés coefficients binomiaux.



4. Exercices

4.1. Applications immédiates du cours

a) Combien existe-t-il de mots de longueur N a basedilettres a, b, ¢ ?

Avec le méme raisonnement que pour les nombre#airdy le nombre de ces mots €5t 3
b) Combien existe-t-il de mots de longueur N, contekagttres a et N-k lettres b ?

Traitons de probleme de facon trés concréte. Inomgirun casier dd cases, vides au départ. On
commence par jeter ldslettresa dans ces cases (mais jamais plus d’'une par case)oinbre de
facons de placer ldslettresa dans ledN cases est aussi le nombre de facons de clkaisises parmi
lesN, soit fagons. Chaque fois que I'on a placéklésttresa, les lettres prennent les cases restantes.
Le nombre de mots esty*. Remarquons que I'on aurait pu aussi bien commgrareplacer les —k
lettreshb.

¢) Combien existe-t-il de mots de longueur 9, conteddettres a, 3 lettres b et 2 lettres ¢ ?

Comme auparavant, nous allons remplir un casi€ cieses. Commencons par placer les 4 lettres
a. Le nombre de facons de les placer est aussindrede facons de choisir 4 cases parmi les 9, soit
C,". Chaque fois que les lettrasont placés, il convient de choisir 3 cases péemb cases restantes
pour placer les lettrds, soitCs® facons. Et chaque fois que ket lesb sont placés, les deux lettres
prennent les places restantes.

Remarquons que dans ce contexte, les combinasomgmbre d€.%, sont aussi les distributions
dek objets dans cases.

4.2. Démonstration de formules, sans trop faire dealculs

n
a) Montrer que Y’ Cf=2", ou encoreCJ + Cy+ Ci +...+ C = 2"
k=0

On reconnait dans'2e nombre de parties d’un ensembla édéments. Maintenant, classons ces
parties selon leur nombre d’éléments. Il y a untéigoa’ayant aucun élément, c’est la partie vitg.
aC,' = n parties ayant un élément. Plus généralement deep ak éléments sont au nombre @g.

En faisant variek de 0 an, et en additionnant le nombre de parties ainsisélas selon leur nombre
d’éléments, on obtient la formule demandée. Renwargjgue I'on obtiendrait aussi cette formule en
développant (1 + 1)selon la formule du binéme.

b) Montrerque : G —G'+C/ -G+ ...+ (-1)'C,"=0

Il suffit de développer (1 %)" suivant la formule du bindme, puis de faire -1.

q
c) Montrer quez C/ Cg'k =C.,
k=0

Considérons un ensemblena p éléments, formé par exemple méoules rouges et deboules
vertes. Le nombre de facons de premglobjets parmi ces + p boules es€,.,". Ces parties formées
de g boules peuvent étre classées suivant le nokildiee leurs boules rouges, aveentre 0 ey, du
moins lorsque le nombre totalde boules rouges est au moins égal Bour avoir les parties ayakt
boules rouges & — k boules vertes, on commence par chdidioules rouges parmi les soit C,
facons, puis a chaque fois il reste a premprek boules vertes parmi lgs soith‘"k facons. D'ou la
formule demandée. Cette formule reste vraie lorégu@mbre totah de boules rouges est inférieur a
g, car les termes additionn@:sk de la formule avek > n sont tous nuls.



n
d) Calcul deS= Z dj cos(kx) (n et k étant des entiers naturels)
k=0

n
d.1) Montrer quey Ckz* = (1+ 2"

k=0
C’est la formule du binbme.

d.2) Avec x nombre réel, donner la forme trigonométridael + €.

1+e* = &/2(&/2 + &/2)=2cos(x/ 2) &'?grace & la formule d’Euler sur les cosinus.
= [2 cosk/2), X/2] en module et argument.

n .
d.3) Calculer Y Cké** et en déduire S.
k=0

n ) ) .
> CRe = (1+ &)" = 2" cod (x / 2) é™?grace aux questions précédentes.
k=0

n
Sest la partie réelle, so§=)_ G cos(k)= 2' co§ (x /2) cosx /.
k=0

e) Calcul dei (coskrm /n)y"
k=0

n-1
e.1)Pour n entier positif (> 0), calculed Z“ =1+ z+ Z +..+ 2™

k=0
On reconnait la somme des termes d’une suite géigoede raisoz. On distingue deux cas :

n-1
*Siz=1,> 72=n

k=0
n-1 _ 5N
*Siz#1, Y 2 :11—Z
k=0 —Z

n-1
e.2) Soit j un entier tel que & j < 2n. On poseA, = Y d™mahn

k=0
préceédente et en précisant qui joue ici le rélezdealculer Asuivant les valeurs de j. On devra
trouver que Aest nul sauf pour trois valeurs de j que I'on pséca.

. En utilisant la question

n-1 . o
On constate quéy, = Y (dU™?7")¢ Posonsz= U™,
k=0
Quand a-t-orz = 1 ? C'est le cas si et seulement si I'argumert elst nul modulo 2, soit | —n)2
z/n=2qm, ce quiimpose qué £ n)/n=qentier. Les valeurs possiblesjdéeans ses limites fixées
par I'’énoncé, sonf = 0,j = n etj = 2n. Dans chacun de ces trois cdg = A, = A =n.

1—dti-m2n ) 2x

Sinon, on aA, = =0 car le numérateur est nul' &™  étant toujours égal a 1.

1_ei(j—n)2n/n
A : : N A
e.3) En déduire une expression simple de E@gu—;.
j=0

Grace au 2), on trolB = (CoX Ag + Cor' An + Con?" Agn ) 1 = (n+ G N+ 1) [ 4
F(2+Gn) /4



e.4) Reprendre B avec;Ael qu'il a été défini dans le 2). On obtient ainse formule avec une
double sommation. On admettra que I'on peut inteinves deux sommations, ce qui donne :
n1 2n . .
==>0, Cl UMY ysarifier quee! I M7= gi2ik o jis simplifier
k=0 j=0

2n

i Ad(j—n)2kr/n " R A
Z‘,Czlnel(J ) grace a la formule du binébme.
j=0

ei(j—n)2k/7/n i2jkmin gikm — é2j kh —i2kn

=e e' care vaut toujours 1.

Dans ces conditions,

2 mzann 2 dzikn 2 4, Lot
-n mn _ mn _ min

2. Cone” =Y, Ge =3 G,(e*")

j=0 i=0 i=0

— (1+ ei 2k rr/n)Zn

e.5) On rappelle la formule (1+e* )N =2N cod' (X /2)dN*2(démontrée dans I'exercice

2n
. o i d(j-n)2km o nl
précédent d-3).L utiliser pour reecnrez Czjné“ n2ein . En déduire quB = Z(COS kT /n)f".
j:O k=0

iczjné'(j—nﬁkn/n — (1+ é’Zkrr/n)Zn — 22n CO§n (kZT / n) é'ZanT/n

j=0

=2?"cos" ki In)= 4 cod" kit h)

Gréace a la formule donnaBtau4), on obtient :

n-1
B=> (coskr /ny"

k=0

e.6) En combinant les résultats obtenus pour B au 5awet3), démontrer la formule finale
n

> (coskr In)f" =4—r:] (2+ C )+ 1.

k=0

i(coskn /n)¥" = B+ (cost §" = B+ 1=4—r:1 (&G ¥
k=0

4.3. Des tours sur un échiquier

On place p tours sur un échiquier de n cases stases, de fagcon qu’aucune tour ne puisse étre en
position de prise par une autre. Cela signifie o'y a jamais deux tours sur une méme ligne ni sur
une méme colonne. Cette contrainte impose que pé&ieur ou égal a n. Combien y a-t-il de fagcons

de placer ces p tours ?

Supposons d’abord que lpsours sont placées sur lepremiéres colonnes de I'échiquier (a raison
d’'une par colonne). Sur la premiére colonne, il aryfagons de placer une tour. Une fois celle-ci
placée, il y an — 1 facons de placer une tour sur la deuxiéme coloBh&insi de suite jusqu'a la
colonne numér@. Cela donne déja un total dgh—1)(n—-2) ...(n—p + 1) =A,” facons. Ce que nous
venons de faire en prenant [gpremiéres colonnes peut étre refait avec n'impgutelle autre fagon
de choisip colonnes parmi les, ce qui donn€€,” cas. Finalement, il y @, A, facons de placer les



p tours sur I'échiquier. Remargquons que@ sin, on retrouve le nombre de permutations. Le placéme
de n tours en position de non-attaque sur un échiguian est la visualisation d’'une permutation
parmi lesn! permutations possibles.

4.4. Jetons sur un échiquier

On place quatre jetons sur un échiquier dex4l= 16 cases.

a) Combien y a-t-il de placements possibles ?

Ci6' = 1820.

b) Combien y a-t-il de fagons, lorsqu’ aucune colonaeeste vide ?

Cela exige de mettre un jeton par colonne, Soit 256 cas.

c) Combien y a-t-il de fagons, avec une et une saltmne qui reste vide ?

On commence par choisir la colonne qui reste \8dd,4 cas. Une fois celle-ci choisie, il reste a
placer les quatre jetons sur les trois colonnemméss sans qu’aucune colonne ne reste vide, ce qui
impose de placer deux jetons sur une colonne, ggtan sur chacune des deux colonnes restantes. |l
a trois facons de choisir une colonne parmi trmadle ol I'on va mettre deux jetons, et a chaqis fo
il yaC,= 6 facons d’y mettre les deux jetons. A chaqus fpie cela est fait, il y a quatre fagons de
placer un jeton sur une colonne restante, et qdag@ns encore pour en mettre un sur la derniére
colonne. D’ou un total de 4.3.6.4.4 = 1152 cas.

¢ bis)Pour la question qui précéde, une personne profeos®lution suivante : On commence
par choisir la colonne qui va rester vide, ce ait fjuatre cas. A chaque fois, il reste a placer 4e
jetons sur les trois colonnes restantes, sans quia@ ne reste vide. Pour cela on commence par
placer trois jetons, chacun dans une colonne,4oigs. Puis on place le dernier jeton dans une des 9
cases restantes. On obtient au tota@4 2304 cas. Mais ce calcul est faux. Corrigez-le.

L’erreur provient de I'ordre qui est pris pour mad’abord trois jetons (notés x) puis le quatrieme
(noté.). En faisant cela, on compte deux fois le mémeautent. Par exemple, ces deux dispositions
ne comptent que pour une :

X X
X *| X

* X

D’ou le résultat exact, obtenu en divisant le nédyrécédent par 2, soit 2302= 1152 cas.
d) Combien y a-t-il de fagons de placer les quatrerjstavec deux colonnes vides exactement ?

On commence par choisir les deux colonnes quinesides, soit ¢ = 6 cas. A chaque fois, il
reste a placer les quatre jetons dans les deuxmadorestantes. On distingue alors deux cas. 8oit o
met trois jetons dans une colonne et un jeton Hamise : il y a 2 facons de choisir la colonnel@in
met les trois jetons, puis,G= 4 fagons d’y mettre les trois jetons, et celaifaeste 4 fagons de placer
un jeton dans la colonne restante, d'ou un toté? dd . 4 = 32 cas. Soit on met deux jetons daes u
colonne et deux jetons dans l'autre : il y €6 facons de mettre deux jetons dans une col@ine,
autant d’en mettre deux dans l'autre, d’ou au t6tab = 36 cas. Finalement, on trouve 6 ( 32 +=36)
408 cas.

e)Combien y a-t-il de fagons, lorsque trois colonrestent vides ?

Il'y a 4 facons de choisir la colonne ou mettregieatre jetons, d’'ou 4 cas.
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On peut alors vérifier que I'on retrouve toutesfiegons de placer quatre jetons sur I'échiquier, en
ajoutant tous les cas suivant le nombre de colovides : 256 + 1152 + 408 + 4 = 1820.

4.5. Diagonales d’'un polygone

Considérons un polygone a N cotés et N sommetsippbsons que jamais trois diagonales ne se
coupent en un méme point.

a) Quel est le nombre de diagonales ?

A partir de chaque sommet, oNeB diagonales. Avec tous les sommets, celaNgl — 3), mais
ces diagonales sont comptées deux fois. Le nonbmiadionales est dom¢ (N — 3) / 2. Indiquons
une autre méthode : on prend toutes les pairemensts, soitC\? cas, mais en faisant cela, on
compte non seulement les diagonales maisNletés. Le nombre de diagonales €gf — N =
N(N- 3)/2.

b) Quel est le nombre de points d’intersection degdaiales, considérées ici comme des segments
intérieurs au polygone ?

Chaque paire de cotés non successifs du polygomeift un quadrilatére. Ce quadrilatere a quatre
cbtés et deux diagonales, soit six segments. 8htave les deux cbtés du polygone d’origine,stae
quatre segments : deux sont des diagonales oudties @u polygone qui ne se coupent pas (en tant
que segment), deux sont deux diagonales du polyganese coupent en un point intérieur. Pour
chaque paire de cdtés du polygone, on a deux didemigui se coupent en un point intérieur. Cette
association est bijective. Le nombre de pointstefsection des diagonales €xf.

c) Combien de segments obtient-on sur les diagonalmsrfe segments) du polygone, délimités
par les points d’intersection et les sommets ?

Iy a Cy*~ N diagonales. Chaque point d’intersection de deagatiales donne un segment de
plus sur chacune des deux diagonales concernéms,2dde plus. Le hombre de segments sur les
diagonales esCy* — N+ 2C\*=N(N—-3) \*— N + 8) / 12.

4.6. On considére tous les nombres, du nombre 0 au reor@®9...999 formé de n chiffres 9.
Lorsque I'on écrit tous ces nombres, combien deléochiffre 5 est-il présent ? Traiter notammient
casoun=5.

Pourn=1, de 0 a 9, le chiffre 5 est écrit une fois.

Pourn =2, de 0 a 99, le nombre 5 est écrit 10 fois comh#fre des dizaines, de 50 a 59, et 10
fois comme chiffre des unités, pour chacun dedltigs de dizaines, soit 20 fois au total.

Pourn = 3, de 0 a 999, le chiffre 5 est écrit 100 foisnawe chiffre des centaines, et 20 fois pour
chaque bloc de centaines, soit 20 . 10 = 200 faisnee chiffre des dizaines ou des unités, d’ou 300
fois au total.

Pourn = 4, de 0 a 9999, le chiffre 5 est écrit 1000 foasnme chiffre des milliers, et ailleurs
300 . 10 = 3000 fois, soit 4000 fois au total.

Pourn=5, de 0 a 99 999, le chiffre 4 est écrit 10 06i8 Eomme chiffre des dizaines de milliers,
et ailleurs 4000 . 10 = 40 000 fois, soit au t8tal000 fois.
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Par généralisation immédiate, pauquelconque, de 0 & 101, le chiffre 5 est écrit . 10" fois.
Cela se démontre par récurrence. C'est vrai potirl. Et lorsque c’est vrai pour une certaine valeu
den, cela reste vrai pour+ 1, car le chiffre 5 est écrit 18 n.10"'= (n + 1) 10.

Autre méthode: La méthode précédente illustre parfaitementélaction d’un mathématicien,
disposant d’armes classiques, face au probléme ptzsgé par la méme occasion elle masque certains
aspects de la situation, et empéche de voir lalened solution du probléme. Pour cela, prenons tous
les mots de longueu, au nombre de 0 Commencons par considérer le chiffre des unigéseas
nombres. Ce chiffre est autant de fois 0 que B, 2,., 9. Le nombre de fois ou le 5 est présent est
donc 1¢'/ 10 = 10"%. Prenons ensduite le chiffre des dizaines. Le ehBfy est aussi présent que les
autres chiffres, d’ou 20" chiffres 5 comme chiffre des dizaines. Et I'on time ainsi pour le chiffre
des centaines, des milliers, etc. Le nombre det SlawN 10'". L'intérét de cette méthode est de
faire ressortir que le 5 est autant de fois présemtme chiffre des unités, des dizaines, etc. ueecla
méthode précédente ne voyait pas.

4.7. Mots de longueum, & base de 0 et de 1, sans aucun bloc de 1 répétés

a) Déterminer le nombre u(N) de mots de longueur Nase d'un alphabet de deux lettres 0 et 1,
et ne présentant aucun bloc 11.

Par exemple les mots de longueur 4 sont 0000, 00@I), 0100, 0101, 1000, 1001, 1010, au
nombre dau(4) = 8. De tels mots peuvent étre partagés en datégories :

» Ceux qui se terminent par 0. Les mots de longtelirqui précédent ce 0 n'ont aucun bloc 11,
et ils sont au nombre dgN — 1).

» Ceux qui se terminent par 1, et donc aussi pat@4 mots de longuelN — 2 qui précedent ce
bloc 01 ne présentent aucun bloc 11, et sont albreodeu(N — 2).

Finalementu(N) obéit & la relation de récurreng@) = u(N — 1)+u(N — 2) aveai(1) = 2, pour les
mots 0 et 1, eti(2) = 3, pour les mots 00, 01, 10. On aurait au@j = 1. Comme on I'a déja vu a
plusieurs reprises, une suite classique appelée dei Fibonacci, et notd&N), obéit & la méme
relation de récurrendgN) = F(N — 1)+ (N — 2) avec au dépar(0) = 0 etF(1) = 1. On en déduit que
F(2) = 1,F(3) = 2, ... La suitau(N) n’est autre que la suite de Fibonacci, avec waldée, plus
précisément(N) = F(N + 2).

b) On appelle u(N,K) le nombre de tels mots de longwavec la présence de K lettres 1.
Déterminer u(N,K).

Les lettres 1 isolées doivent s’insérer entreNlesK lettres 0 ou aux extrémités des mots. Il s’agit
de place lettres dandN — K + 1 positions possibles, ce qui vaut méme pgéur N, soit u(N,K) =
Cuxs1t. Notamment(N,K) = 0 lorsqueN —K + 1 <K, soitN < 2K — 1.

Voici une autre méthode : On sépare ces mots ex cégories, ceux se terminant par 0 et ceux
se terminant par 1. Dans le cas ou le mot se terpém O, tous les 1 sont suivis d'un 0, et 'ontpeu
regrouper les blocs 10 en les notAnOn est alors avec des mots de longiewrK a base de 0 et de
A, ou la lettreA est présentK fois, soitCy.«X mots. Dans le cas oll le mot se termine par ésterun
mot de longueulN — 1, avec la lettre 1 présemte- 1 fois et toujours suivie d’'un 0. Si dans ce mot
remplace le bloc 10 pak, cela fait un mot de longuett — 1 — K — 1) =N — K, avec la lettréA
présent — 1 fois, soitCy«<? cas. Finalement le nombre de ces mots est :

CN-KK + CN.KK_l = CN.K+1K mots.
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4.8. Classement d’applications d’'un ensemble @ éléments dans lui-méme suivant la forme
de leur graphe. Programmation.

Notons O, 1, 2, 3, ..N — 1 les éléments de I'ensemble de départ, comme de I'ensemble
d’arrivée. Le nombre des applications de I'enserateéléments dans lui-méme &}, puisque pour
chaque élément du départ, on a le choix entrd Eléments de I'ensemble d’arrivée.

a) Faire le programme qui énumeére toutes ces appboati

Prenons un tableaa[N] de longueurN ou les indices de 0 Bl — 1 désignent les éléments de
'ensemble du départ. Les cases contiennent leseélts de I'ensemble d’arrivée correspondant aux
indices du départ. Chaque remplissage du tableanedone des applications cherchées. Comme
chaque case contient un nombre compris entreND-etl, le tableau peut étre considéré comme un
nombre de longuew écrit en bas@l. En écrivant tous ces nombres I'un apres I'autnesde tableau
a[N], on obtient toutes les applications. Le progranuossiste a prendre tous les nombres (en base
10) de 0 aN" — 1, et & les convertir en balkeavec une longueuX. On énumére ainsi toutes les
applications.

Mais comment passer d’un nombre & son écritureaseNb? On a déja vu comment faire pdue
2, avec I'écriture d’'un nombre en binaire. Cettehnde se généralise a une base quelcohpju#
'on veut avoir I'écriture d’'un nombre en babesur une longueuN, il suffit de faireN divisions
successives pd, en notant les restes obtenus. D’ou le programme :

NN=(long int) pow((double)N, (double)N); /il s’agit deN™ */
for(nombre=0; nombre<NN; nombre++)
{ g=nombre; /* gcontient les quotients successifs, avembreau départ*/
for(i=0;i<N;i++) { r=q%N; q= g/N ; a[N-1-i]=r ; } /* les restes sont mis dang[N] */
afficher le tableaw{N] donnant le nombre en basédes poids forts aux poids faibles

}

b) Chaque fois qu’une application est trouvée, et @adans le tableau a[N], on construit un
nouveau tableau b[N] ou I'on met dans la case numée nombre de fois ou le nombre i est touché a
I'arrivée par les fleches venant du départ. Parrapée I'application qui s’écrit 011 dans a[] pour
N=3 devient 120 dans b[]. Puis on réaménage ledablb[] de fagon qu'il soit trié selon les valeurs
décroissantes de son contenu. Programmer.

Il suffit de rajouter ces quelques lignes a l'iikér de la boucldor faite dans la question
précédente.

for(i=0;i<N;i++) b[i]=0; /* mise a zéro du tablea] */

for(i=0;i<N;i++) b[a[i]]++; /* on augmente d&le nombre de fois ogi] est présent*/
for(i=0;i<N-1;i++) for(j=i+1;j<N;j++) /[*tri par sélection-échang¥

if (b[i]<blj]) { aux=bl[i];b[i]=b[j];b[j]=aux;}

afficher b[N]

¢) Pour chaque application, le tableau b[N] contiesitpn lui 6te ses 0 a la fin, ce que I'on appelle
une partition du nombre N, c’est-a-dire une sucicesge nombres, mis dans I'ordre décroissant,
dont la somme vaut N. Les applications peuvent ter@@mt étre regroupées selon la partition du
nombre N qu’elles forment. Cela constitue une fag@rlasser les applications selon la forme de
leur graphe. On veut avoir le programme qui donoetds les partitions du nombre N, avec a
chaque fois le nombre d’'applications correspondante

Rappelons que pour chaque application le tabblli contient une partition du nombid avec
des 0 supplémentaires a la fin, éventuellementsdwoune nouvelle application est trouvée dans la
bouclefor() du programme, on fait un test pour savoir giddition correspondante a déja été obtenue
pour les applications précédentes. Si oui, on antgrune unité le compteagf] qui donnera a la fin
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le nombre d'applications ayant cette méme partit®inon, on enregistre la nouvelle partition dans |
tableaupartition[i][j] oui numérote chaque partition, et I'on met son comptgjia 1.

Voici le programme complet, y compris les déclardipréliminaires :

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#define N 6
long int NN, nombre, q,c[100]; int a[N], b[N]bpartitions, partition[100][N];
int pareil(int k);
main()
{inti,j,aux,rk,flag; long int cumul;float gf,gdf
NN=(long int)pow((double)N,(double)N); nbpantitis=0;
for(nombre=0; nombre<NN; nombre++)
{ g=nombre; for(i=0;i<N;i++) {r=q%N;q=0q/N;[&l-1-i]=r;}
for(i=0;i<N;i++) b[i]=0; f or(i=0;i<N;i+) bla[i]]++;
for(i=0;i<N-1;i++) for(j=i+1;j<N;j++) if (b[il<b[j]) {aux=Dbli];b[i]=b[j];b[j]=aux;}
flag=0; for(j=0;j<nbpartitions;j++) ip@reil(j)==1) {c[j]++; flag=1; break;}
if (lag==0)
{for(i=0;i<N;i++) partition[nbpartition§i]=bl[i]; c[nbpartitions]=1; nbpartitions++;}
printf("\nNombre de partitions %d\n",nbpartitions
for(i=0; i<nbpartitions; i++)
{ for(j=0;j<N;j++) printf("%d ",partition[i][j]);  printf(" %ld \n", c[i]); }

int pareil(int k) /*cette fonction teste si la partition dabg est la méme que la partition

{intq; numéro k déja trouvéd/
for (q=0;q<N;qg++) if (b[q]'=partition[k][q]¥eturn O;
return 1;

}

5. Problemes

5.1. Probléme 1 : Codes a quatre chiffres

On considere les codes formés de quatre chifflfesjue chiffre étant pris entre 0 et 9, comme par
exemple 4000 ou 3544 ou 7983.

1) Combien existe-t-il de codes possibles ?

Il s’agit de remplir un casier de quatre cases alex: chiffres. Dans la premiére case, on a 10
possibilités. A chaque fois, on a aussi 10 pos&bilpour remplir la deuxiéme case. Et ainsi de
suite. Finalement on trouve 8 10 000 codes possibles. Remarquons qu'il siagisi du nombre
d’applications d'un ensemble a 4 éléments (lesrquedses a remplir) dans un ensemble a 10
éléments (les chiffres de 0 a 9).

2) Combien de codes ayant leurs quatre chiffres ideas ?

Il s’agit de 0000, 1111, ..., 9999, soit 10 codes.

3) Combien de codes ayant trois de leurs chiffrestidaes, le quatrieme étant différent ?

Il'y a 10 facons de choisir trois chiffres idengguA chaque fois, le nombre de facons de plaser le
trois chiffres identiques est aussi le nombre geria de choisir trois cases parmi quatre, sgit=CG

cas. A chaque fois, on place dans la case restantiiffre différent de ceux déja placés, soit 9.ca
Soit au total 10. 4 . 9 = 360 codes.
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4 a) Combien de codes ont deux fois exactement leechiffes deux autres chiffres étant différents
de 0 mais tous deux égaux ?

On choisit les deux cases ol placer les 0, sit® cas. A chaque fois, on a 9 possibilités pour
remplir les deux autres cases, soit 6 . 9 = 54 cas.

b) Combien de codes ont deux fois le méme chitfleseleux autres fois le méme chiffre aussi,
comme par exemple 2772, mais pas quatre fois leer?ém

Ce que I'on a fait avec les deux 0, on peut leefaiec n'importe quel chiffres, d’'ou 10 . 54 = 540
cas, mais en faisant cela on compte deux fois faeas codes, par exemple 0440 compté parmi les 54
cas ou I'on a placé d'abord les deux 0, et 0440ptérmparmi les 54 cas ou I'on a d’abord placé les
deux 4. Finalement on a 540 / 2 = 270 cas.

5) a) Combien de codes ont deux fois exactement leeclliffles deux autres chiffres étant non
seulement différents de 0 mais différents entre?eux

Il y a G = 6 fagons de placer les deux 0. A chaque foisy @rfacons de remplir la premiére case
restante, puis 8 fagcons de remplir la deuxiéme stante, soit au total 6 . 9 . 8 = 432 cas.

b) Combien de codes ont deux fois exactement le mi@iffre, les deux autres étant différents de
ceux identiques deux fois, et aussi différentseesiix, comme par exemple 1371 ?

Ce que l'on a fait avec les deux 0, on peut leefaivec n'importe quel chiffre. D’'ou au total
432 .10 = 4320 codes.

6) Combien y a-t-il de codes ou tous les chiffres ddférents les uns des autres ?

Dans la premiere case, on a 10 possibilités. Awh#gjs, il y a 9 cas pour la deuxiéme case, et
ainsi de suite, soit 10 . 9 . 8 .7 = 5040 codesa&tgquons qu'’il s’agit du nombre d’arrangements de 4
objets pris parmi 10.

6) Faire une vérification des résultats précédents.

Les résultats obtenus du 2) au 6) correspondentsalés cas possibles. On a bien :
10 + 360 + 270 + 4320 + 5040 = 10 000.

5.2. Probléme 2 : Surjections
Soit E un ensemble a p éléments et F un ensembiEé&ments. On rappelle qu’une application f
de E dans F associe a chaque élément x de E ureilamique f(x) dans F. On appelle f(x) I'image

de x par f.

A- Rappels
1) Quel est le nombre d’'application de E dans F ?

On sait que c'est’.

2) Quel est le nombre de parties de I'ensemble E ?

C'est 2.

B- On appelle surjection de E sur F une applicatienEl dans F telle que I'ensemble des images

f(x) est égale a I'ensemble F, autrement dit leages décrivent F. Ou encore, chaque élément de F
admet au moins un antécédent dans E. On appelleaBigp nombre de surjections de E dans F.
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1) Prendre p =5 et n = 3. Dessiner une surjectionispdessiner une application qui n'est pas une
surjection.

Surjection Application non surjeeti
2) Déterminer S(p, n) lorsque p < n.

Lorsquep fleches partent dg, elles atteignent au plgséléments dé&. Avecp <n, il y a au moins
n —p éléments qui ne sont pas atteints (ils ne sontdpasmages). Aucune surjection n'est possible.

Sn, p) =0.
3) Calculer S(p, 1).

Toutes les fleches issues Beombent sur I'unique élément &e Cette application une surjection,
et elle est uniqueg(p, 1) = 1.

4) Montrer que S(p, p)=p!
Les p fleches issues dE doivent atteindre lep éléments dé-. Si deux fleches tombent sur un
méme élément dE, on aura moins dgimages, et I'on ne pourra jamais avoir une sugactChaque

élément dd- doit admettre un antécédent unique dankes surjections sont aussi des bijections. Et
dans ce contexte, une bijection est une permutaiat S(p, p) =p !

permutation 12345
< 54531 (3537

Lh = D =
[ SNSRI

5) Calculer S(3, 2). Pour cela noter E = {1, 2, 3}fet= {1', 2}, et introduire I'ensemble Ades
antécédents de I'élément 1’ de F, lorsque I'on a sarjection. Enumérer tous les cas possibles pour
A, et en déduire S(3, 2).En généralisant, montrer §(p, 2) = 2— 2 lorsque p est supérieur ou égal
az2.

A; possede soit un élément, soit deux, car s'il atawis, on n'aurait plus une surjection. Si
'élément 1' admet un antécédent unique, ce qupessible de trois facons, les deux autres fleches
issues deE vont sur 2’, d'ou 3 cas. Si I'élément 1’ admet dentécédents, le nombre de fagons
d’avoir ces deux éléments @epris parmi 3 est £ = 3, et & chaque fois le troisiéme élémenEde
atteint 2’, d'ou 3 cas. Soit au tot#(3, 2) = 6.

Généralisons pou(p, 2). L'ensemble Ades antécédents de I'élément 1’ posséde soitamedit,
soit 2, soit 3, ..., soip — 1. Et & chaque fois, les éléments restanis a# pour image 2'. Il y a autant
de surjections qu'il y a de parties de E, sans ¢emg partie vide ni la partie pleine, sdit-22?

% Le premier élément de ap images possibles. A chaque fois, le deuxiéme élédeap — 1 images
possibles. A chaque fois, etc. jusqu'au dernignété qui n'a qu’'une image possible. D’pui cas.

* On peut aussi dire qu'il exist® applications d& dansF. Parmi elles toutes sont des surjections, saufdes
applications ou toutes les fleches convergentsswifl’ soit sur 2'.
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6) Montrer la formule de récurrence S(p + 1, n) =3(j§, n) + S(p, h — 1)), en suivant cette marche
a suivre :

a) En posant E = {1, 2, ..., p, p +1} lorsqu’il comppe+ 1 éléments, combien de fagons y-a-il
d’envoyer I'élément numéroté p + 1 de E sur F ?

On peut envoyer I'élémept+ 1 vers n'importe quel élément Besoitn cas.

b) Supposer que I'élément p + 1 de E est envoyé éa F. Combien existe-t-il alors de surjections
envoyant les autres éléments, de 1 a p, de E ver®kdevra distinguer deux cas.

Les fleches issues dpgléments d& autres que I'élémemt + 1 atteignent soit las— 1 éléments
deF autres que 1', soit las éléments dé&. Il n'y a pas d’autres possibilités. Dans le prengas, le
nombre de facons eSfp, n — 1), et dans le deuxiéme cas, le nombre de fagst®p, n). Soit au total

Sp, n) +Sp,n-1).
c¢) Conclure.

Ce que I'on a fait alb) est aussi valable lorsque I'on envoie I'élémenrt 1 vers s'importe quel
élément dd-. On obtient bien la formule demandée.

7) A 'image du triangle de Pascal, faire un tableaec en ligne les valeurs de p de 1 & 5, et en
colonne les valeurs de n, et le remplir de proah@mche.

Un élément de la ligng + 1 et colonne n s’obtient en ajoutant les deérénts juste au-dessus de
lui, ceux en colonnes etn — 1, exactement comme pour le triangle de Papuadad,en multipliant le
résultat pan. Cela donne le résultat suivant.

N1 2 3 4 5
11 0 0 o o
211 2 0 0 o0
3l1 6 6 0 0
4011 14 36 24 0
511 30 150240 120

8) Montrer que G S(p, 1) + G S(p, 2) + G2 S(p, 3) + ... + @ S(p, n) = rf. Pour cela classer les
applications de E dans F selon le nombre des im#ggs

Pour une application quelconque, ledleches issues dE atteignentk éléments dd= aveck
compris entre 1 gb (k est le nombre des images). Prenons les applisatissociées a un nomlke
donné. Iy a G facons de choisir cdsimages dank. A chaque fois, le nombre d'applications e
vers lesk éléments d& est aussi le nombre de surjecti®g, k). Soit au total ¢ (p, k) applications.
En faisant variek de 1 ap, on trouve le nombre total d’applications, soit C'est la formule
demandée.

5.3. Probléme 3 : Algébre combinatoire
x désigne ici un réel appartenant a 10, 1[.
1) Pour tout entier naturel n, on poseXx) =1 + x + X + ... + X. Réécrire § o(x) sous forme

d’un quotient et donner sa limite (x étant fix&)agd n tend vers .

On reconnait la somme des termes d’'une suite géigont



17

_yntl
11 puisquex est différent de 1. Lorsquetend vers l'infini, avec 0 x < 1,X™* tend
- X
1

vers O et limg(n,0)= —.
1-x

s(n, 0) =

2) Pour tout entier naturel n on posg; gX) =1 +2x+3 X+ ...+ (n+1) X"

a) Déterminer la limite de la suite (M)xlorsque n tend vers & (on aura intérét a passer en
exponentielle).

On tombe sur une forme indéterminée- .

Maisn X'=ne""™=(1/I) nlnx €™ PournInx €™ on tombe sur la forme indéterminée"
avecu = n Inx qui tend vers <o ete” qui tend vers 0+. On sait que dans ce cas cegpdnentielle qui
I'emporte. Finalementx' tend vers 0.

b) Exprimer (1-x) s, (X) a l'aide des, o(x) et en déduire la limite dg gx) quand n tend vers
+ oo,

@-X)§2(Y =1+ 2x+ 3% + .+ n®" + ( DX
-x=2¢—..—-(n-)X - X - (n+ 1) ®**
=1+ x+ X +..+ X+ X - (ne )X
=s(n0)- (n+1) X"

Lorsquen tend vers l'infini, on a vu quén+1)x"** tend vers 0, d'ou
1
- X)2

(2 —=Xx) lim s(n,1) = lims(n,0) . Ainsi  lims(n,1) =

c) Retrouver le résultat précédent en dérivapat §(x) considérée comme fonction de x.

On constate aisément que la dérivée par rappodes,.; o(X) n'est autre qus 1(X), soit

_ L 1-x"2 . (n+ )X - (n+ 2)X" 1+ 1
$h11(X = (S10( 3)"=( 1-x )= (1—X)2

. Les deux premiers termes du

numérateur, de la fornrex’, tendent vers 0. On a bigny(X) quitend versﬁ pourn infini.
-X

3) Plus généralement, pour tout couple (n, r) de n@slentiers naturels, on pose :
0 _ . N (r+k
S r(X) = Z CHk.xk ou si vous préférezs, (X = z X
k=0 k=o\ '
(ou C/,y estle nombre de fagons de prendre r objets pi#misans tenir compte de I'ordre).

Vous aurez intérét a épancher cette formule.
a) Vérifier que I'on retrouve bien,$(x) et $ 1(x) comme cas particuliers.

n n
Pourr = 0, on constate quE Cka = Z X = $0(3 -
k=0 k=0

n n
Pourr =1, ' Cp X =Y (k+1)X = §,( 3
k=0 k=0
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b) On suppose que n et r sont des entiers positda (ruls). On rappelle que pour tout entier
naturel non nul k, grace a la formule utilisée déagriangle de Pascal, on a:

" = Clir = Cii, . Déduire de ce résultat que

(L=X) S r(X) =Sn 12 (x) — Clpy X2

-5, (A=A (G + Ty ¥ € k.4 G, K
=Cl +Cyx+ Co Xt + ¢, %
—Cix = GuX-G,X-n- G %= €, K
=Gl +G 7+ G+ G X+ Gl %= 5, X
=CA+C I+ G+ G+ Gl k- B, WY
=§,ra(X = G X7

c) Déterminer la limite de la suite de terme général X' pour n infini. Puis prendre la suite de
terme généralCl,, X' et déterminer sa limite lorsque n tend vers {pour cela on pourra

commencer par écrire la formule donna@Y,,,et montrer que son numérateur est inférieur a

(n +1)"). En déduire par récurrence que, lorsque n tens veo, s, ,(x) tend versﬁ
1-x

Inx
nin x)" € R o .
nNx"=n"x :L . La encore on tombe sur une forme indéterminé®, de la forme

(Inx)"
", et I'exponentielle 'emporte, d’oin " X" tend vers 0 pour infini.
_(n+r(n+r-1)..n+12)

Prenons maintenar@;,, = | avecr facteurs au numérateur, tous inférieurs
r!

ou égaux d +r. Donc

(n+n)'x"
<~ 7~
d r!
n+r
< (n+r)x
rix"
NxN
rix’
ou I'on a posé +r =N. Lorsquen tend vers I'infini,N aussi, eN xN tend vers 0. Pris en tenaille
entre 0 et une quantité qui tend ver<H,, X" tend vers 0.

0<C’

n+r

<

Par passage a la limite pauinfini, la relation de récurrence du 3b), dILHx”*ltend vers 0,
donne alors:

ims, (% =2lim §, o X

On en déduit que, pour n qui tend vers l'infilm s, (X = car cette formule, vraie au

(1_ X)r+l !
rangr = 0, se propage ensuite a un ramgielconque grace a la relation de récurrence gefté.
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5.4. Probleme 4 : Partitions et suites
Les deux partieé et Bsont complétement indépendantes. La p&ftiait le lien entre elles.

A- On considere la suite 1J, indexée par n qui décri, avec p nombre entier naturel fixé, telle

n kP 0P 1P 2P nP 5 .
queU, }%E‘E+F+E+“'+F' Pour chaque valeur de p, on a une suitg (LJOn va

montrer que cette suite admet une limite, quelke gpit la valeur de p que I'on prend.

1) Etude de | o On pose W= S, soit § = l+—1+—1+...+—1.
o 1 2! n!

s it"
a) On considere l'intégrald,, :J'O—Ie dt. Montrer queO< I, <
n!

(n+1)!"
La fonction sous l'intégrale étantO sur [0 1], et les bornes étant dans le senssant, I'intégrale
est aussk 0.
t" t"
D’autre part, sur [0 1], comme® < 1, on a— et s—l. Comme lintégration préserve les
n! n
inégalités, on en déduit que
1it" 1"
—edts [ — dt
on! onl

- tn+1 _ 1
T (n+1)! , (n+1)!
b) Calculer k.

I =j;e‘tdt=[—e‘t]z =——i+1

1
c) Montrer quel ., =1, —————.
) AU e =0 = r):
tn+1
Prenonsl, 4 =.[0( 1) e 'dt, et faisons une intégration par parties en pasant t"Y/(n+1)! et
n+1)!
v=zel douu=t"/nletv=—-g"
1 St 1
Inﬂ:—[—t””e t] +| — e'dt=- + 1
(n+1)! onl g n+1)!

c¢) En appliquant la formule précédente de facon répét partir de J, montrer que e =St e |,.

1

l,=1g-
0 e
Par addition membre & membre, il se produit deplffioations en cascade, et il reste :
1,1 1 S, -1 1 §-1 S
I, =lg—=(= -4 —=1---1 -=1--T
en (n-1)! e e e €

1_

® Rappelons que I'on prend 0! = 1.
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Onabierel,=e-S,oue=+el,
d) En déduire que la suitg Bonverge, et préciser sa limite notée L

Lorsquen tend vers l'infini, on voit, grace au a), gueest prise en sandwich entre 0 et une quantité
qui tend vers 0, dong tend vers O, €j,tend vere: L, =e.

2 Etudede Y, = 2+ 1+ 2. 3, 0
o 1 2! 3 n!
Pour n > 0, quelle relation simple lie U, et U,; o. En déduire que la suite {U) converge et
préciser sa limite L

Onan,1=0etpoum>0,Un,1=1+1+—1+—1+...+ cark/kl=1/k-1)!
1 2t 3 (n—)I
:1+_1+_1+_1+__ _Sﬂl
o 1 21 3! (n- 1)I

Lorsquen tend vers I'infini,U, ; a la méme limite qu&,,, doulL; =Lo=e.

3) Etude deU, , = OI+F+E+§+"'+_I'
ro2r 3l n!

Remarquer que2k= k (k= 1) + k. Pour n > 1, donner une relatiaart U, », U,1 o€t U5 0. En
déduire que la suite \J, converge et donner sa limitg.L

Pourk>1,ond?/kl=1/k-2)!+1/k- 1).. On en déduit que, poar> 1 :

2?2 2?2 F n?
Uppa="t+—+—+..+—

1! 21 3 7 nl
1 1.1 1 1 1 1
(— —) (— —) + )_— —+ T+ —+ .+ +
1 0! 1 ( -2)! (n- 1)l RRETRETARY (n-2)! (n-1)!
1 1 1.1 1 1
Gt o ) o e

=Up20*tUn-10
Lorsquen tend vers l'infini,U, > tend vers &
4) Passons au cas général.

a) Développer (1+K)grace a la formule du bindme.

p
(L+k)P =) cIk
q=0

p
b)MontrerqueZCq Ung= 2(k+1) =U g, pra-

q=0
Pour ce faire, on admettra la formule d’intervensides sommations, soit

Z(Zu(k Q)= ZZ uk 9 Z(Z Wk § en lappliquant aZCq U,q- On sera aussi

g=0 k=0 k=0c=0 k=0 &0
amené a appliquer la formule du binéme.
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Pq Panq ankq nqu npqu
D C U= CEY = > Cl =Y Y =Y S Ch K
q=0 g=0 k=0 FOk=0 k0G0 kO0g 0
0,1 & 01
= E(ZC?, kq)=zﬁ(k+1)p
g=0 k=0 "™

p
ol I'on a utilisé la formule du bindme, so}t C3k = (1+ k)P.
a=0
D’autre part,
n+l kp+1 1p+l 2p+1 3p+1 (n+ 1)p+1
= + + o

U = =
mlpl é ki 1 21 3 (n+1)!
p p p p n p
r,27, 3, ,0+) =y k+ 1)
o 1 2 no & K

La formule est démontrée.

¢) Montrer que pour p entier naturel donné, la suitk, ;) converge lorsque n tend vers l'infini.
Faire pour cela un raisonnement par récurrence gudn appelle | cette limite. En déduire que

n
Ly = ZC'; Ly
k=0

Il s’agit de montrer que la suité&{ ;) admet toujours une limitke,, pour toutes les valeurs ge
Faisons un raisonnement par récurrencesur

* On sait déja quel, ¢ admet une limité,=e.

* Supposons que jusqu’a une certain rgntgs suites J,, o admettent une limite, , q étant
compris entre O gf, et montrons que cela reste vrai poyr, .1

P
On sait, grace ah), que ch Upnq =Y, p1- LOrsquen tend vers linfini, on sait par hypothese
q=0

P n
de récurrence quicg Un’qtend versZCg Ly doncU,.,, p+1 @admet aussi cette limite, au méme
g=0 g=0
titre queU,, p.+1. FinalementU, ,.; admet une limite notélg,., et grace a I'égalité préecédente, on a la

n
relation L,, = > C¥ L,
k=0

B- On se donne un ensemble E non vide. Par définitina,partition de E est constituée par des
parties de E non vides, disjointes deux a deudaost I'union donne E. L’ordre dans lequel ces pesti
sont prises n'a pas d’'importance. On accepte aogsime partition particuliére la partition de E en
une seule partie, & savoirJn ensemble E ayant n éléments admet un certaibreode partitions.
Par exemple, 'ensemble E = {1, 2, 3, 4} admet notent une partition en deux parties qui est {1, 2}
{3, 4}, ou une autre qui est {1, 3} {2, 4}, ou eneoune partition en une partie qui est {1, 2, B, 4e
nombre de partitions possibles d'un ensemble E ééments est noté,B Notre objectif est de
connaitre B.

® En termes concrets, une partition d’un ensemhim(oe celle d’un pays) consiste a couper I'ensemible
plusieurs morceaux. Mais, contrairement au sensyan, on compte aussi comme partition de I'enseicile
qui consiste a ne rien couper. Si on fait celastgxarce que les formules sur les partitions imtlgette partition
trés spéciale.

" On appelle le8, nombres de Bell.



22

Par convention, on prendyB- 1. On constate aussi que pour un ensemble dameit, soit E =
{1}, il existe une seule partition possible, sdit,{et B = 1. Pour un ensemble a deux éléments, soit E
={1, 2}, il existe deux partitions, & savoir lagigion {1}, {2} et la partition {1, 2},d’ou B = 2.

1) Montrer que B=5, puis calculer Ben énumérant toutes les partitions de I'ensembie{E 2,
3, 4}

Prenons = 3 etE = {1, 2, 3}. Les partitions sont, classées suivaniombre de parties :
{1}, {2], {3}

{1, 2}, {3}

{1, 3}, {2}

{2, 3} {1}

{1, 2, 3}, d'ouB; = 5.

Prenonsn = 4 etE={1, 2, 3, 4}. Les partitions sont :
{1}, {2}, {3}, {4}

{1, 2, 3}, {4}

{1, 2, 4}, {3}

{1, 3, 4}, {2}

{2, 3, 4}, {1}

{1, 2}, {3, 4}

{1, 3}, {2, 4}

{1, 4}, {2, 3}

{1}, {2}, {3, 4}

{1}, {3}, {2, 4}

{1}, {4}, {2, 3}

{2}, {3}, {1, 4}

{2}, {4}, {1, 4}

{3} {4}, {1, 2}

{1, 2, 3, 4}, d'ouB, = 15.

2) On veut établir une relation de récurrence liapt Baux B qui le précedent, avec i entre 0 et n.
Pour cela, on prend un ensemble & n + 1 élémentsEs= {1, 2, 3, ..., n, n + 1}. En privilégiant
'élément n + 1, classons les partitions suivannhtambre d’éléments k + 1 de la partie qui contient
'élément n + 1.

a) Quelles sont les valeurs possibles de k ?
Le nombrek varie de 0 avec la partie & un élément qui est {}, an avec la partie pleine.

b) Quand on se donne une valeur de k acceptablejest@n prend toutes les partitions de E avec
la partie ou se trouve I'élément n + 1 ayant k €l&éments, combien existe-t-il de telles partitiBns
Pour cela, commencer par compter le hombre de g k + 1 éléments avec parmi eux I'élément
n + 1, puis une fois cette partie choisie, indiqleenombre de partitions de E possédant cette @arti

Avec k donné, le nombre de partieg & 1 éléments avec parmi enx 1 est le nombre de facons
de choisirk éléments parm (tous sauf I'élémem + 1), soit G*. Chaque fois qu’une telle partie est
choisie, il reste a prendre toutes les partitiogs éléments restants, au nombrendek, soitB,. Le
nombre de partitions ou I'on a une partie possékant éléments est B

n
c) En déduire queB,,; = > C{ B,.
k=0
Pour une valeur dedonnée, on a trouvé. B, Lorsquek va de @ an, on a bien :

8 On comprend icia posteriorj le fait d’avoir fait le bon choix en prenady = 1.
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n
Bn+l = Z Crii 3( .
k=0
d) Calculer B.

B;=CiB+ C;B+ G B+ GB+ G B
=1+ 4x 1+ 6x 2+ 6¢ 5+ k 15 52

C- Lien entre les nombres de Be}| & les limites }.des suites (k).

o 1P
1) Montrer que , = e B, ou si I'on prefereB,, -1 %
ek:O -

n
On a vu que les limitels, obeissaient a la relation de recurrehcg, = ZC'; L, . Les nombres de
k=0

p
Bell obéissent a la méme relation de récurreBgg = ZC"‘) B, . Mais les conditions initiales sont
k=0
différentes, ave8, = 1 etL, = e. Par récurrence évidente, on en déduitlgue e B,.

2) Calculer L, Ly, Ls.

L;=5e L,=15¢ L5 = 52e.

5.5. Probléme 5 : Limite de
1 . 1 1 L 1

+ +...
Ix2x . xp 22X .x p+1) F & x pt 2) o K+ 1.K+ p
somme des inverses des produits geentiers successifs, avar> 2

1) Dessiner les premieres lignes et colonnes du tieadg Pascal. Rappelons que celui-Ci
contient le terme & sur sa A"°ligne et sa §"°colonne.

110 0123456 Rappelons la régle de constructi@®” = C,.,** + Cp.1"
1

1|11

211 21

311331

411 46 4 1

511 510105 1

6|1 6 1520156 1

2) Somme des inverses des termes de la colonne p
2.1)On prend la colonne p = 0. Quelle est la limiteldsomme des inverses de ses termes ?

lls’agitde 1 + 1+ 1+ 1 +.... La limite esb+

2.2)Faire de méme avec la colonne p = 1.
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Il s’agit de1+% +%+—i+—;+ .... On retrouve la série harmonique, dont on saitlglienite est

00,

2.3)Faire de méme avec la colonne p = 2. Pour cela@emrrald’abord constater que les
dénominateurs de chaque terme peuvent s’écrire eosamme d’entiers successifs, grace a
la régle de constrction du triangle de Pascal,’eblrappelleque 1 +2+3 +...+n=n(n +

1 1 1

1) / 2. Puis on utilisera le fait que———=—-—.
n(ntl) n n+l

. 1 1 1 1 1 1 1 1
Il sagitdel+=+=+—+—+...=1+ + + + + .
3 6 10 15 2 33 6 4 18 5
1 1 1 1
+ + + +...
1+2 1+2+3 22 3F 4 + 2 3 4 5
2 2 2 2 2
= + + + + +..
1x2 2x3 X4 &5 % 6

:2(1+1+1+1+1+)=2i1
k=1

1x2 2x3 X4 &5 % 6 k K+ 1
On a alors
1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1
+ + + +...+ S e R N
1x2 2x3 X4 &5 na+1) 1 2 2 3 3 4 n n+

:1—i
n+1
Cette somme tend vers 1 pauinfini.
Finalemen11+l N +—1+...=2
3 6 10 15

2.4)Cas général avec p 2.

_ _ . 1 1 1
2.4.1)Montrer que(p-1) C»' C'= p G G *puis quec—r? = pel(cn"_‘ll - qf”l) (avec n>p)
D’une part

B S J(n=1)..(n= p+1) n...(n= p+ 2)
(P-DCL &G =(p-1) (p-1) (p=1)!
_n(n- p+1) (n-2)..(n— p+ 2)f
(p-2)!(p-1)!

D’autre part
pCP CP= IOn...(n— p+1) (n-1)...(n— p+ 2)

p! (p-2)!
_n(n- p+1) ((n-2)..— n- p+ 2)f
(p-D!(p-2)!

Il'y a bien égalité.

p Cnp—_l2 — p Cnp_l B Cnp—_l1 p-1 — p-1 p-2
p_l Cp_—ll Cp—l - p_l Q’p_—ll qp—l car Cn - Cn—l + Cn—l .

On en déduit queCl—pz
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Finalement, apres simplificatio ni P ( 1_1— 11).
Cnp p_l Cnp—l Cnp_
. - 1 1 1 L1
2.4.2)En déduire la forme explicite de— + + => (avec o> 0) et
c, ch, cCb, Cp =R o

déterminer sa limite lorsque g tend vers linfini.

1 1 1 1 _p,1 1 1 1 1 1 1 1
—t ottt = ( s C‘”_ Tt 1 7.t - 1)
Cp Cp+l Cp+2 Cp+ « b1 Cp—l Cp P Cgl ql Q:Z Cg g1 q q
1 1 1
P( )= (1-—0)

= = 1 - 1
p 1CL G p-1 Cora

Lorsqueq tend vers I'infini,Cp.* tend vers T'infini, et —p
p+k p
Remarquons que popr= 2, on retrouve bien le résultat obtenu au 2.3).

2.4.3)En s’aidant du résultat précédent calculer la lienite :

1, 1 1 —Z , avec p> 2.
1x2x .xp 2 3. X(D+1) X & x p+ 2) K+ 1)K+

_(p+R)(p+ k=)o (kk D)

Il suffit d’appliquer la formuleC},, =

p!
1 _ 1
(k+1)(k+ 2)...(p+ k) p!G,,
Z": 1& 1 1 p _ 1

S (k+1).. (k+p) =G, fopl (pD)(pD

Par exemple poys = 2 on retrouve 1, poyr= 3 on obtient 1/4 et poywr= 4 on a 1/18.

Pour aller plus loin, surtout en matiére de progration, on pourra consulter les documents
suivants :

Dans mon cours digorithmique (rubrique enseignementssur le site audibertpierre.fj, on
trouvera :

* Dans lechapitreVIl, énumérations dans I'ordre alphabétique
énumération des nombres en binaire

énumération des permutations

énumération des combinaisons

* Dans lechapitreVIll, quelques notions de combinatoire
des compléments sur les permutations

* Dans lechapitrelX, quelques exercices d’examen



distribution de prospectus dans des boites aurdett
divers mélanges de cartes

* Dans le chapitréXb, examen d’algorithmique 2008
énumération des anagrammes
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