Suites numerigues

Cours, exercices corrigés, programmation

Quand on parle d’'une suite, il s’agit d’'une sucitesge nombres. Une suite représente en général
I'évolution d’'une quantité, par exemple une pogalat ou bien un capital, au fil du temps, année
aprés année, ou seconde par seconde, ... On renij@lackition continue par une succession de
photosprises a intervalles réguliers.

1. COURS

1.1. Définition

Une suite, notéeuf) avecn [ON, est une succession infinie de nombtgsindexes
(numérotés) par un nombmnegui est un entier naturel, Soi, U, Uy, Us, ...

En général le terme initial eg$, mais la suite peut parfois commencer garou paru,, selon les
circonstances.

1.2. Comment se donne-t-on une suite ?

Le plus souvent,

Une suite est définie

. par une relation de récurrence de la fouge = fonction deu, , c’est-a-dire un
terme est connu a partir de celui qui le précéde)
. et par le terme initial.

Par exemple prenons la suitg)(donnée par la relation de récurremgg = 2u,, et paru,=1/2. On
peut alors calculer les termes successifs de prenhgroche a partir de,=1/2 : u;=1, u,=2, uz=4,
us=8, ... Notons gu’une suite ainsi définie par sati@tade récurrence et son terme initial est unique.
Par contre, si I'on se donne seulement la reladierrécurrence sans préciser le terme initial, il va
exister une infinité de suites, selon le point dpait que I'on prend.

Remarque la relation de récurrence peut étre plus comglem terme pouvant dépendre non
seulement de celui qui le précéde mais de plusteurses qui le précedent.

Par exemple, prenons la suite dite de Fibonacfinidéar la relation de récurrence :

Un+2 = Uns1 + Uy, @vec comme conditions initiales= 0, etu; = 1. A partir de ces deux premiers
termes, on peut calculer de proche en proche tegetesuivants, soitl, =u;+U=1+0=1 uz=
wL+u=1+1=2, ..., et I'on obtient la succession 0112, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, etc.
Notons gu'il est obligatoire dans le cas préserdeddonner deux termes au départ, un seul ne pbuvan
suffire pour avoir une suite unique.

1.3. Probléeme d’existence

Une suite indexée par un entier naturel est fordiéa nombre infini de termes. Mais il peut
arriver gu’en calculant les termes successifs @rpde u,, on tombe sur un terme qui n’existe plus.
Dans ce cas, on dira que la suite n'est pas défielie n'existe pas, puisqu’elle n'a pas l'inféitle
termes requise.



Exemple soit la suite définie par = 1 etu,.1= u, - J/u,. Cette suite est-elle définie ? Pour cela,
calculons u;=1 -1 =0, d'ol, N'existe pas a cause de la division 1/0. La suist pas définie.

1.4. Forme explicite d'une suite

Une suite peut aussi étre connue awecomme fonction de. Par exemple, = n?, ce qui donne
u=1, u;=1, u,=4, u=8, u=16, etc. Dans ce cas, chaque terme est obtenctatitent, sans avoir
besoin de faire des calculs successifs en utilianelation de récurrence. Ce genre de formule
donnantu, par rapport & est appelé la forme explicite de la suite. Dansia®breux problémes, il
s’agira de passer de la définition d’'une suitegzarelation de récurrence et ses conditions iegjsh
sa forme explicite.

1.5. Evolution d’'une suite

Dans certains cas, la suite présente une évolptdiculierement simple. Cela arrive dans les cas
suivants :

* Une suite est constantelugi= Uy quel que soih. Cela s’exprime aussi bien de la fagon suivante :
Un+1= U, quel que soih entier naturel.

« Une suite est croissante lorsqueaugmente lorsque augmente. Cela s’exprime aingi,;1- U,
> 0 quel que soi. De méme une suite est décroissante lorsauye - U, < 0 quel que soit.

1.6. Comportement d’'une suite a I'infini, ou natured’une suite

On dit gu’une suite converge lorsqu’elle tend wars limiteL (finie) lorsquen tend vers l'infini.

On dit gu’une suite diverge lorsqu’elle ne convepgs. Ainsi une suite divergelsidevient infini,
ou encore si elle ne cesse d'osciller, en finispanttourner sur un cycle de points, ou encordlesi e
subit des variations désordonnées ... Les cas degdmee sont beaucoup plus diversifiés que la
convergence.

1.7. Une condition suffisante de convergence

Une suite croissante et majorée converge, sa limist alors inférieure ou égale au majorant.
De méme une suite décroissante et minorée converga limite étant supérieure ou égale au
minorant.

Nous ne démontrerons pas cette propriété, maieslléacile a comprendre : Imaginons un train
gui avance sur une voie ferrée (fonction crois9ameec un butoir au bout (le majorant). Il ne peut
arriver qu'une seule chose : le train va s’'arr@itetite), avant le butoir, au pire sur le butoir.

Une autre conséquence est la suivante : Si la ssiiteroissante et qu’elle n'admet aucun majorant,
ou aucune limite, elle s’en va a l'infini. Finalemeune suite croissante n'a que deux destins
possibles : soit elle converge, soit elle s’en Vanfni.

1.8. Comment avoir la limite d’'une suite, quand ce¢ limite
existe

Si la suite admet une limitel, alors la limite vérifie la relation de récurrence sous réserve
gue la fonction sous-jacente a la relation de récience soit continue erL.

En effet, prenons le cas le plus simple ou un tete& suite est fonction de celui qui le précede,
c'est-a-dire que I'on a une relation de récurretheda formeu,.1 = f(u,), et queu, tend vers une limite
L lorsquen tend vers l'infini, alorau,.; tend verd, etf(u,) tend verd(L) sif est bien continue eln



(car si la fonction est continue &nnon seulement sa limite existe et en plus eliégale a la valeur
de la fonction en ce point). L'égalité devielnt= f(L).

1.9. Quelques suites classiques
1) Suite arithmétique

Une suite arithmétique de raisprérifie une relation de récurrence de la forme U1 = U, +r. I
s’agit d’'une sorte de marche a pied, ou a partiugl®n avance pas a pas, chaque pas ayant pour
longueurr. Au bout den pas, on a avancé de. D’ou la formule expliciteu,= up+ nr.
Calculons la somm&, desn+1 premiers termes d’'une suite arithmétique deoraiset de terme
initial uy donnés :
S = Uptugtuot...+U,
ZUg+ Ugtr +Ugt2r + ... +ugtnr=(n+ L ug+r(l + 2+ 3 +...+)
=h+LDu+tnn+1)r/2.

2) Suite géométrique

Une suite géométrique de raisgpmbéit & une relation de récurrence de la fonma=q u,. Elle
est définie par sa raisapet par son terme initiak,.

Forme explicite

Un= CI Uh1
Un-1=0q U2

U= q Uo
En multipliant membre a membre ces égalités, ipaluit des simplifications en cascade, et il
reste :

U, = Up g
Exemple

Une population dinsectes augmente de 30% par amoukd’hui, elle compte un million
d’individus. On veut savoir au bout de combien dées elle atteindra 100 millions.

Appelonsug la population actuelle, et, sa valeur au bout deannées. En un an, elle augmente de
30% = 30/100= 0,3. Cela signifie qug,= u, + 0,3u, = 1,3u,. On obtient une suite géométrique de
terme initialu, et de raison 1,3. D’ou la forme expliciig=1,3' 10°. On veut trouven tel gueu,=100.
10°, c’est-a-dire 1,%100, ou encore nIn1,3 =In 100n = In100/In1,3, n= 17,6 années.

Evolution et nature de la suite géométrique de ra@ q et de terme initial 1

Elle s’écritu,=q".

* Sig>1,q" ne cesse daugmenter aved.a suite est croissante, et lorsquiend vers l'infini,
U, tend vers .

e Si0<g<1,(q"diminue lorsque n augmente. La suite est décnmissat lorsque tend vers
I'infini, u,tend vers 0.

* Sig<0,(q" oscille en changeant de signe selon gust pair ou impair. Plus précisément, si
-1 <q< 1,q" oscille en tendant vers 0 pauinfini, et sig<-1, les oscillations deviennent de plus en
plus grandes, la suite diverge.

» Lescas restantg:=1,q=0,q= -1 ne présentent pas un grand intérét.



Siup n'est pas égal a 1, on peut généraliser ce quepeé en faisant attention au signeuglePar
exemple s, est négatif, et qug > 1, la suite est décroissante (puisque ses tesorsnégatifs) et
elle tend vers[s.

Somme des1+1 premiers termes d’une suite géométrique de raisaj et de
terme initial 1

On a la formule fondamentale :

n+l
=a -

1
1+q+ P +..+q' = 1 si g est différent de 1
—-q

En effet, il suffit d’appliquer I'identité remargbke :
a"-b"=(a-p(dt+ d%b- d36+...+ Bl en faisanta = 1,b = g et en prenann + 1 au

lieu den, d'ot 1-q™* = (1- q)(1+ g+ of + ..+ d'). On peut ensuite diviser par (Ig)-lorsqueq est
différent de 1.

Mais qu’'arrive-t-il siq=1 ? C’est encore plus simple. La somme s’écrit :
1+1+1+..+1=x+1.

3) Suite arithmético-géométrique

Elle est définie par une relation de récurrencladerme u,,;= a W, + b et par son terme initial
Sia= 1, on retrouve une suite arithmétique, db si 0, on a une suite géométrique, d’ou le nom de
suite arithmético-géométrique. Nous allons donaenéthode de résolution permettant d’arriver a la
forme explicite de la suite, en traitant un exemple

Exemple

Trouver la forme explicite de la suite obéissant.a= 0,5 u, + 2, avec y=1.

Voici la méthode de résolution :

1) Chercher les points fixes éventuels de la foncfigh= 0,5 x + 2.

La fonctionf est la fonction sous-jacente a la relation derréoge. Un point fixe est par définition
un nombrex, tel quexy =f(xo) ici X = 0,5%, +2. Cela donnex, = 4.

2) Si la suite admet une limite L, combien vaut L ?

La limite L obéit a la formule de récurrence, doit 0,9 + 2, puisque la fonction est continue sur
R et notamment eh. D’ou L = 4.

Remarquons qu'il revient au méme de chercher ladirsi elle existe, ou le point fixe de la
fonction liée a la récurrence.

3) En déduire la forme explicite dg u

Voici comment on procede : on écrit la relationréeurrence et au-dessous la relation vérifiée par
Xo (Ou parl)

Un+1= 0,5u,+2
4 =0,5.4+2



Par soustraction, il restan.1- 4 = 0,5 (I,- 4). Prenons alors la suitgtelle que v,=u,- 4. Elle
obéit a la relation de récurrensg.,= 0,5V, et a pour terme initial vp =us— 4 =- 1. Il s’agit d’une
suite géométrique de raison 0,5, diga - 0,5'. Finalement,= - 0,5'+ 4.

Remarque : pour connaitre une suite arithméticorgdague, on passe par l'intermédiaire d’'une
suite géométrique, comme on vient de le faire.

1.10. Etude d’'une suite ayant une relation de récuoence de la forme
un+1=f(u,) , ouf est une fonction donnée

La connaissance de la fonctibnavec son tableau de variations, peut nous aiéeudier la suite.
La notion de point fixe

On dit quex est un point fixe pour la fonctidn lorsque f(x) = x. Ce point est I'abscisse du point
d’intersection de la courbe ded’équationy = f(X), et de la premiére bissectrice du repere, d'égpiat
y=X

On a vu précédemment qui si la suite admet unddjnaette limitel est telle qud(L) = L. La
limite éventuelld. est un des points fixes.

Visualisation d’une suite par un diagramme en toilel’araignée

Prenons I'exemple simple d’'une suitg)(telle queu,.; = f(u,) avecf(x) = 2%, a partir deuy donné,
par exempley, = 0,1. Cela signifie qua, double & chaque étape. On veut voir comment s'teiéela
successiom, Uy, Uy, ...., Cce que I'on appelle la trajectoire ule Pour cela on commence par tracer la
courbey =f(x), ici une droiteD de pente 2 passant par I'origine. Le seul pokd €ef, vérifiantf(x) =
X, est I'origineO du repere, c’est le seul point d’'intersection eifrdroiteD et la premiére bissectrice
du repere.

D Placons le pointu, sur I'axe desx, puis montons verticalement
jusqgu’a la droiteD. Le point obtenu a pour ordonnég= 2 u,, et I'on
obtient un pointu; sur I'axe desy. Mais comment avoiu, ? Il faut

uy d’abord rabattre le point; sur 'axe desx: pour cela on méne une

horizontale jusqu'a la premiére bissectrice, puisn aescend

1 verticalement jusqu’a I'axe des Maintenantu; est sur I'axe des, et en

montant jusqu’a la droit®, on obtient le point d’ordonné®. Et I'on

ol up v, U recommence comme avant...
I Vs Cela étant bien compris, il suffit de dessiner wwugEcession de
0 marches d’escalier pour visualiser I'évolution d@esuite. Dans le cas

présent, on voit que la suite s’en va a l'infim, €éloignant de plus en
plus vite du point fixe€D. Ce dessin illustre la trajectoire dg

of Uy

Prenons un autre exemple, avec la suite tellague 2u, (1-uy) , soitu,.; = f(u,) avec
f(x) = 2x (1 —X), a partir dayy = 0,1.

On commence par tracer la parabole d’équafien2 x (1 —x), ainsi
que la premiére bissectrice du repére. On conbéxistence de deux
points fixes (f(x) = x ), soitx = 0, soitx = 0,5, correspondant a
l'intersection de la courbe et de la bissectrice. @ace ensuite le
diagramme en marches d’escalier comme précédem@antonstate

| cette fois que la suite converge vers le point @iy




Les dessins ainsi obtenus sont appelés des diagrammtoile d’araignée. Il existe deux types de
diagrammes en toile d’araignée, soit en forme dehes d’escalier, soit en colimagon, selon la forme
de la courbe d& comme on le voit sur les dessins suivants ouita sonverge :

o uo noan

Programme pour avoir ce diagramme en toile d’araigee

Il s’agit de passer de facon répétée d'un pointyf) de la courbe a un pointy(y,) de la premiere
bissectrice, puis de revenir sur la courbe. Letp@iny;) de la courbe est tel qye= f(x,), et 'on va
vers la premiere bissectrice par un trait horizipotau x,=y; ety,=y;. Puis on revient sur la courbe
par un trait vertical, d’ou les nouvelles valeuesxdety; : X; = X,, ety; = f(x,). Et 'on recommence a
partir de ce point ... Dans cette succession des thairizontaux puis verticaux, il manque justerdétt
vertical au démarrage, joignant le point d’abscigssur I'axe horizontal au point correspondau (
f(uo)) sur la courbe. D’ou le programme :

premiére bissectrice

u0=0.1; ul=f(u0); line(xo+zoom*u0,yo,x0+zoom*ul;goom*ul);
x1=u0;yl=ul,
for(i=0;i<100;i++)
{ x2=y1;y2=y1,; line(xo+zoom*x1,y0-zoom*y1,x0+zawx2,yo-zoom*y?2);
x1=x2;y1=f(x2); line(xo+zoom*x2,yo-zoom*y2 x@oom*x1,yo-zoom*y1);

}

float f(float x) /* la fonction f*/
{ floaty; y=1./(x+0.4); returny;}

1.11. Exemples
1) Evolution d’une population

Une population compteyindividus initialement, au temps Q, étant supposé compris entre 0 et 1,
'unité correspondant a un million d’individus. Goonsidére qu’elle double chaque année, ce qui
donne W.; = 2 W,, W, étant le nombre des individus au temps n, c’edirén années plus tard. Mais
cette évolution rapide ne peut se produire indéafemt. Elle est contrecarrée par des phénoménes
limitatifs. Aussi lui ajoute-on un frein, en prena@omme régle d’évolution plus réaliste :



Une1 = 2Up — 207 = 22U, (1- 1) *

Prenons un exemple, avec=u0,1 (soit 100 000 individus en prenant commigéupour le calcul
10°). Nous avons déja vu cet exemple. Compnestifaible, i est relativement négligeable, et la
population tend a doubler. Mais lorsqu'elle augneente terme i prend de plus en plus
d’'importance, et tend a restreindre I'évolution.rRaontre, si I'on part de ¢= 0,9 , la concurrence
pour la survie est trés forte, le termg>provoque une forte baisse, et comme la populatiotinue,
le facteur de croissance 2ua a son tour reprendre le dessus.

a) En posant f(x) =2 x (1 — x), on a,.4= f(u,). Utiliser le tracé de la courbe de f pour vissali
I’évolution a partir de y= 0,1 puis de p= 1,9.

/|

On constate dans les deux cas que la populatigrpéin se stabiliser a 0,5 (500 000 individus). Il
en serait de méme pour toutes les conditions lestiaveal, sur ]0,1[.

b) Confirmation théorique :

b1) On suppose d’'abord qug appartient a l'intervalle 1 =10, 1/2].
Montrer que f(I) = I, puis quewappartient a | pour tout n.

L'équationy = 2 x (1 —x) de la courbe dé est un trinbme du second degré. La courbe est une
parabole d’axe vertical. Elle passe par les deurtpd0,0) et (1,0). Son axe vertical a donc pour
équatiorx = 1/2, et son sommet est (1/2(1/2)=1/2).

Strictement croissante et continue sur ]0, 0,3] fa fonctionf est une bijection dé sur F(0),
f(0,5)]=]0, 0,5]4, d’ouf(l) =I.

Faisons un raisonnement par récurrence pour mayuezr, appartient a.

e U appartient & .

e Supposons que pour un certain rang, appartienne § et montrons qu'il en est de méme pour
Un+1: Uner= f(uy) avecu, dansl, d’ouf(u,) appartient & aussi puisquil)=I.

b2) Montrer que (i) est croissante.

Formons Uy —Uy, = 2Un (1 - Uy ) - Uy = Uy - 2u.2 = u, (1-2u,)=0caru,>0etquel-2,=20
sachant que, < 0,5. La suite est croissante.

b3) En déduire que la suite {uconverge vers une limite que I'on précisera.

! Le terme limitatif u,? correspond en gros au hombre de couplages passifitelividus. En effet, chaque
individu peut étre couplé a tous les autres, spitlucouples. Quand on prend tous les individus, fzt u, (u, —
1) couples possibles, de I'ordre dé.Or les facteurs qui freinent I'évolution d’unemudation sont liés & une
concurrence entre les individus face a des resssuimitées, ils proviennent aussi des épidémies,glierres.
Tout cela fait intervenir des couplages entre iittlis.



Croissante et majorée par 1/2, la suite converge wee limite< 1/2. Cette limitel est un point
fixe, elle est telle qu&L) =L, f n’ayant aucun probléme de continuité, dlog 0 ouL = 1. MaisL =0
est impossible puisque> 0 et (,) croissante. La suite converge donc vers 1.

b4) Que se passe-t-il si I'on prend maintenagtlans [0,5, 1[ ?
Sur cet intervalle, la fonctiohest strictement décroissante et continue. Ellése2ane bijection de
[0,5, 1[ sur [0,5, O[ #. Alors u; = f(up) appartient a. Il suffit alors de reprendre a partir dece que

I'on a fait précédemment a partir desurl. La suite converge encore vers 1.

2) Soit f l'application donnée par f(x) = (3x —°¥2, et la suite obéissant & la relation de
récurrence y.; = f (u,). Visualiser I'évolution de cette suite poupa 1,6 et y=1,8.

7] 1 uD“uD

On constate que dans le premier cas la suite cpawers 1, et dans le deuxiéme cas vers —1.

Récapitulons Le dessin en toile d’araignée permet de cormataphiquement le comportement
de n’'importe quelle suite. Mais pour démontrer ge'usuite converge, nous n'avons a notre
disposition que deux moyens :

Soit on utilise la forme explicite de la suita, €n fonction den, comme nous l'avons fait par
exemple pour les suites géométriques), sous régefga arrive a I'obtenir.

Soit la suite a le bon goQt d’étre croissante gpma, et I'on calcule sa limite grace(h) = L.
Mais comment faire si la suite oscille autour déire@e ? Pour cela :

Il existe un troisieme moyen, que nous allons teai@nt voir, et qui utilise ce que I'on appelle
l'inégalité des accroissements finis.

1.12. Inégalité des accroissements finis

On a une fonctionf , et on se place sur un intervallé ou la dérivée def est majorée en
valeur absolue :|f '(x)| < M . Alors, quels que soiena etb dansl, on a:

|f(b)- f(a)|< M|b-4.

L’exemple qui suit montre le contexte dans leqttecinégalité des accroissements finis
s’applique.

2 Démonstration : f[(x)] < M s’écrit aussi M < f '(X) < M. Considérons la fonctiog(x) = f(x) — Mx. Sa
dérivée esf '(x) —M < 0. La fonctiong est décroissante En prenart b, on ag(a) = g(b), soitf(a) — Ma = f(b)
— Mb, ou encord(b) —f(a) <M (b —a). En prenant ensuite la fonctibfx) = f(x) +M x, on montre de méme que
-M (b—a) <f(b) —f(a) . D'ou I'encadrementM (b —a) < f(b) —f(a) < M (b —a), ou encore

|f(b) - f(a)|< M|b- g. Et & cause des valeurs absolues, il en est dersi b.



Exemple: Suite de Fibonacci et nombre d’or

Soit v, = Uns1 guotient de deux termes successifs de la suitéilmmacci (4) Rappelons que
n
cette derniére est définie pag a0, =1, U, = U,1+ Uno. On Suppose que n est un entier naturel
positif (n appartient a&*).

1
1) Montrer queV,,4; =1+— pour n>0.
Vl‘l

Par définition v, =Yz = Ut th g, th 5, 1

Un+1 Un+g Un+1 Vi

2) Au cas ou la suite (vadmettrait une limite L, quelle devrait étre aleur de L ?

Ce nombrd. devrait vérifier la relation de récurrence, spi£1+1, d'ot L>-L-1=0. Cette
L

équation admet deux solutionsL: :%. Comme la suite de Fibonacci est manifestement
strictement croissante a partir de 0, ses termeis>s0. Si la suite () admet une limite, celle-ci ne
peut pas étre négative. La seule possibilité poest | = 1+2\E’ .

3) Montrer queg <V, <2 pour n>1.

Faisons un raisonnement par récurrence

. Avecvzzﬁzg,on abien§gvzgz.
u, 2

e Supposons que I'on aﬁgvn <2 a un certain rang, et montrons que cela reste vrai au rang
2

suivant.

En inversant I'hypothese de récurren?:g 1 > 1 . Ajoutons 1 9 > 1+i > _3, dou 2>v,, Zg .
2

3 v, 2 377y,

4) On posef (x) :1+1. Trouver un majorant M de | f’(x) | sur [3/2], 2
X

Commef '(x) = -1, ['(X)|=1/ x%. Commef|’(x)| diminue quanc augmentef[(x)| atteint sa
valeur maximale sur [3/2 , 2] ex=3/2, soitM = 4/9.

5) Appliquer I'inégalité des accroissements finis pomontrer que la suite (y converge bien vers
le nombre L.

Placons-nous sur l'intervalld = [3/2, 2]. On sait qu'a partir du rang 2, appartient d, tout
commelL. Sur cet intervalle on sait aussi qéi€(k)| est majorée paM = 4/9. On est en droit
d’appliquer l'inégalité des accroissements finis :

4
[Tn)=TDEG WL
Appliguons successivement cette inégalité :

4
|Vn_|-|5§ |Vn—1_ L|

, Ou encorgv, ,—-L lsg [v,— L

4
|Vpa—L 55 V2= L |
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4
|V3‘|—|5§ |vo=L |

Multiplions membre & membre ces inégalités, ou wsit positif. Apres simplifications, il reste
lv,-LE (g)”‘2 |v, - L | Cela peut aussi s'écrire D<|v,-L gyﬂ Iv, - L . Lorsque tend vers

I'infini, |v,-L|est écrasé entre 0 et une quantité qui tend vees @nd aussi vers 0. La suitg)(

1++/5 _

converge bien veis. Le nombreL :T_ 1,618... est appelé nombre d’dr.

2. EXERCICES

Exercice 1

Dans un pays, au début de I'année 2008, une vill®mpte 200 000 habitants, et sa population
décroit de 3% par an, tandis qu’'une autre ville @npte 150 000 habitants, avec une croissance
annuelle de 5%. On appellg & nombre d’habitants de A n années aprés 2008 (g,=200 000), et
de méme ppour la ville B.

1) Calculeraeth

8,=200 000 — (3/200) 200 000= 194 000
b,=150 000 + (5/100) 150 000= 157 500.

2) Montrer que a et b, sont des suites géométriques dont on préciseradexctéristiques. Puis
donner leur forme explicite.

a.+1= @, — (3/100)a, = (97/100)a, = 0,97a,, et de mémé,.;= 1,05b,. On en déduit quea,= a,
(0,97)" etb,= b, (1,05).

3) Au bout de combien d’années la population de la ¥ldépassera-t-elle celle de la ville A ?

La population d& augmente, celle d& diminue. Quand aura-t-am=b, ?
Cela aura lieu lorsque 0,9200 000 = 1,05150 000, soit (1,05/0,97¥ 20 / 15, ou (105 / 97)%

4/3. Passons en logarithmes (In 105 — In 97) = In 4 — In 3, d’oun:w: 3,63. La

IN105- In97
population deB dépassera celle d& au cours de la troisieme année, c’est-a-dire penkiEnnée
2008+3 = 2011.

Exercice 2

On considére la suite (udéfinie par g=1 et la relation de récurrence

1
Upyp = Up t——"
\Un

1) Justifier I'existence de cette suite.

% Ce nombre est souvent natéen I'honneur de Phidias, I'architecte du Parthémpii I'utilisa pour mettre
en valeur I'harmonie du monument. Ce nombre my#hiétait aussi appelé la « divine proportion » gar |
artistes de la Renaissance italienne, qui en fimaihts usages. On le retrouve aussi dans lesgrapes par le
biais du pentagone étoilé, ou ce motif est fortemépandu dans les mosaiques, et méme sur le drapea
marocain. Le nombre d’or est en effet omniprésantde calcul des cdtés des pentagones.
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La racine carrée existe si et seulement,& O et la division est possible sous réserve gue 0.
La suite existera seulementwgireste > 0 pour tout. Faisons un raisonnement par récurrence pour
montrer queu, existe et est positif pour tont

s Upexiste et est >0.

e Supposons qua, existe et soit > 0 a un certain ramget montrons gu'’il en est de méme au rang

suivant : grace a notre hypothese de récurrente existe et est > 0, comnog, d’oU Uy, > O aussi.
un

2) Si la suite était convergente, quelle serait satérd Quelle conclusion peut-on en tirer sur le
comportement de la suite a I'infini.

Si la suite admettait une limite, celle-ci devrait vérifier la relation de récurceni = |_+%,
L
dou L - 0, Cce qui est impossible. La suite n'est donc pavemente.
Mais la suite est croissante, puisqye, - u,, -1 >0. Comme elle ne converge pas, elle ne peut

N

que tendre vers l'infini.
Exercice 3

On considére la suite de nombres ainsi constitage¢ un 1, puis deux 2, puis trois 3, etc. : 2 2
333444455555666666... Quel estllmméme nombre de cette suite ?

On constate que le premier 1 est en pospid)=1, que le premier 2 est en positg)=2, que le
premier 3 est en position(3)=4, que le premier 4 est en positipf#)=7, etc. En généralisant, on
obtient la relation de récurrence sur la posipgm du premiem, soit p(n+1) =p(n) + n, avecp(1)=1
au départ. Cherchons la formule explicite :

p(n) =p(n-1) +n-1
p(n-1) =p(n-2) +n—-2

p(2) =p(1) + 1

En additionnant membre a membre, aprés simpliioatil reste:
pn)=pl)+1+2+3+..w-1=1+(n-1)2=*-n+2)/2

Il s’agit de trouvem tel quep(n) atteigne approximativement le million., c’estiéedn? - n + 2 de

I'ordre de 2 . 18 En négligeant A + 2 par rapport & on an de I'ordre de 1,414 . G- 1414. On
vérifie quep(1414) = 998 992, et qu¥1415) = 1 000 406. Le millionieme nombre est db#At4.

Exercice 4: Formule explicite pour la suite de Fibonacci, etprogrammation

Rappelons que la suite de Fibonacci (années 12680)aesuite (F) définie par la relation de
récurrence :

F..o=F.:1+ F,, avec comme conditions initialeg®, et F=1.

1) Programmer I'évolution d’une telle suite pour oltde terme Ky, N étant un
nombre donné.

u=0, v=1;
for(i=2 ;i<=N ;i++) {w=v+u; u=v;v=w;}

11
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afficher w

2) Vérifier queF, :%(W‘ -(-¢")") ou ¢ :1+2‘E’ = 1,618... estle nombre dor, @t'z‘/gT_l
5

= 0,618... est le deuxiéme nombre d’or. Rappelonsgoeie - ¢’ sont les deux solutions de I'équation

X¥—x—-1=0.

Il suffit de montrer que\/i_(¢” -(-¢"") vérifie les conditions initiales et la relation dEurrence
5

qui définissent la suite de Fibonacci.

On a bienF, =4 (4°-4")=0 et Fy=—1- 44 )="2=1

D’autre part calculong=.,- Fn.1 - F,, soit

i —(-g)"2 ™-(-p)™ g -(-¢)"

NG 5 J5
_P"P g™ " (4" D) - (4" ")~ (4" ")
J5
_PP@P-¢-0)-¢" X' = (4)-1)_,
J5

Puisqueg et 4 sont les deux solutions de I'équatigfx— 1 = 0.
On retrouve bien la relation de récurrefge - F,.1- F, = 0.

3) En déduire une autre facon de programmer le caleuk, .
Remarquons d’abord que malgré la présence des menibiationnelsys, ¢ et ¢, F, est un
— T n
nombre entier. On constate aussi que le te‘-u%)fse rapproche de 0 en oscillant autour, de moins
5

en moins, lorsque augmente, puisqug'<l, et méme poun=0 il est déja inférieur a 1/2 a cause de

V5.

R 27 7 Fa
NG NG
00000 0OO0O00O0000 Lesdeuxcas selon goeest pair ou impair
<0 - ~0-
(-¢)" (-¢)"
NG NG

n
Dans tous les ca§,, est le nombre entier le plus procheﬂ\/g_. Comment avoir I'entier le plus
5

proche d’'un nombrdé ? Il suffit de prendre la partie entiere Ael/2. D’ou le programme pour avoir
F:

float phi ; int F,n;
phi=0.5*(1.+sqrt(5.)) ;
for(n=0 ; n<=N ; n++)
{F= (int) (pow(phi, n)/sqrt(5.) +0.5); /en ramenant un nombre flottant positif#n
afficher F [* entier, on obtient sa partie entierg

}

12
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Exercice 5: Séquence des lapins de Fibonacci

Une population de lapins évolue dans le tempspsaipres saison, de la fagon simplifiée
suivante. Au cours d’'une étape de temps (une saisancouple jeune devient adulte, et un
couple adulte reste adulte tout en donnant naissanan couple jeune. Notons O un couple
jeune et 1 un couple adulte. On a le passagel et 1-10 (le jeune est placé a droite de
I'adulte) au cours d’'une étape de temps. A I'étagaitiale, on a seulement un couple jeune.
Cela donne I'évolution suivante étape apres étape :

0-1-10-101-10110-1011010%-....

Montrer qu’a I'étape n le nombre de couples deapst | (n>0).

On a bierF; = 1 couple a I'étape F,= 2 couples a I'étape 2. Pour montrer que c’estpoar n
quelconque, montrons que le nombre de 1 (coupl#eddestF, ; (pourn>0) et que le nombre de O
(couples d’enfants) e, (pourn>1). Alors on aura bien un nombre totg); + F.», =F, couples
au total.

On a bien, a I'étape E; =1 couple adulte ét,= 0 couple d’enfants.

Supposons qu’il y a aki,; chiffres 1 et chiffres 0 a une certaine étapeet montrons qu'ily a
Fn chiffres 1 et~ chiffres 0 a I'étapa+1. En effet, lorsqu’on passe de I'étapa I'étapen+1, il y a
Fn.> nouveaux adultes (les enfants d’avant) ainsilgs€&,; d’avant, soitF,, + F,, = F,, ainsi que
Fn.1 couples d’enfants provenant dgs, adultes de I'étape d’avant.

Exercice 6 : Deux suites avec moyenne arithmétiqut moyenne harmonique

On considéere deux suites,(let (v) définies par =1, vp=2 et par les relations de récurrence
Uy + Vi,

.. 2U.,V, , .
croiseées y,.,, =—nN @t , N étant un entier naturel.

h+l = Ve =
h*Vh

1) Y a-t-il un probléme d’existence pour ces suites

Oui, si pour une certaine valeur den tombait suu,+v, = 0, dans ce cas,.; n'existerait plus, et
les suites non plus.

2) Montrer que pour tout n guet () existent et que 0 < EV, .

Faisons pour cela un raisonnement par récurrence.
* Au départ u=1 etvo=2 existent, et 0 €y < v .
e Supposons la propriété vraie a un rangt montrons qu’elle reste vraie au rang suivant :

Comme 0 Uy £V, , Uyt V, > 0, donCup.g existe (W, aussi).
e 2U,V,,
Tu, + v,
Enfin formons vp.1 - Unss :
2 2
Vie1 - Uper = Up +Vh _ 2Un\y - (Ut W) _4L4*|Vn= (U4 W >0,
2 Up +V 2(Up+ Vi) 2(Un+ V)
d’oU Vi1 = Unsa
La propriété reste bien vraie au ran.

D’autre part,y >0 car tout est positif, grace a I'hypothése deimé&nce.

3) On rappelle que si I'on a deux nombres réels latets que 0 < &b, alors :
ashs<gsmxsb, comme on I'a démontré dans le chapitre 2, htdamoyenne harmonique, g la
moyenne géométrique, et m la moyenne arithmétiquad@ettra ici ce résultat.
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Montrer que pour tout N, < Unyg S /UpVn S Vg1 S Wiy

Puisque 0 €, < v, , on peut faire jouer &, etv, le rle dea etb dans la formule indiquée. Dans le
cas présent, la moyenne harmonigudeu, etv, n’est autre que,.;, la moyenne géométrique est
Vp+1. ON en déduit que 'on a bien pour tout

Uy S Unpsg S/ UaVi € Vg1 € Wy
4) Montrer que : y W, = Ug Vp pour tout n.

2U.V, Uyt v,
U, +v, 2
Par récurrence évidente, on en déduit ggl&, = Uy Vo

On constate que pour tomt Ung Ve = =u,V,,- Le produitu, v, reste constant.

5) Montrer que les deux suites convergent. On apjelies limites respectives L et L

On avu au 3° queu, £ U et Ve < W, . La suite ,) est croissante, et la suitg)(décroissante.
Comme on a ausdi, <V, et que v, <\p a cause de sa décroissance, on en déduit quedduguest
majorée pavy.

Croissante et majorée, daite (1) converge. De méme la suitg)( qui est décroissante et minorée
parug, converge.

6) Montrer que L=L’ et déterminer cette limite comraun
Lorsque n tend vers linfini, les limites vérifient les reélans de récurrence. La relation

2Un¥ gevient L =-2o- -, ce qui donne :
u, +Vv, L+L

Unip =

L2+LL'=2LL", L(L-L "= 0. CommeL ne peut pas étre nulle, puisque>0 et queu, croit.
Il resteL =L’. On dit que les deux suites sont adjacentes fMas bas).

D’autre part, puisquel, vV, = Ug Vo , cela devient a la limité? = uy v, d'ou, L étant positif,
L =/ugV =/2.
Exercice 7

On considére la suite Qudéfinie par y= 1 et par la relation de récurrence
Un+1 = Un + 20 + 3 pour tout n entier naturel.

1) Montrer que cette suite est croissante.
Formonsup.1 —U, = u, + 2n +3 —u, = 2n + 3 > 0. La suite est strictement croissante.
2) Montrer que pour tout n : > n°

Faisons un raisonnement par récurrence.
e Laformule estvraie aurang0:1>0.
e Supposons la formule vraie a un certain rangt montrons qu’elle reste vraie au rang suivant :
Upi= Uy + 2N +3>n?+2n +3 grace a I'hypothése de récurrence.
>rf +2n+ 1 = ir+1)%

3) Quel est le comportement & I'infini de la suite ?
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Lorsquen tend vers l'infini,n? tend aussi vers l'infini, atl,, toujours supérieur &, ne peut que
tendre aussi vers l'infini.

4) Trouver la forme explicite de, (u, en fonction de n).

On constate quep =1, u; =4, U, =9, K =16. On a l'impression que la formule explicité es
u, = (n + 1 Il reste & prouver que c’est vrai pour tauPour cela prenons la suitg= (n + 1) et,
sachant déja qug = Up, montrons qu’elle vérifie la méme relation de méence quel, :

Ve = (M+2P=n’+4n+ 4=+ 2n+ 1+ h+3 = +17 + 2n+ 3 =v, + 2n +3.

On a donc bienv, = u,, d’ol u,= (n+1)* pour toutn.

Exercice 8 : La notion de suites adjacentes

A- Définition et propriétés des suites adjacentes

Par définition on dit que deux suiteg)(et(v,) sont adjacentes lorsque :

* (up) est croissante

* (vn) est décroissante
* V,-U, tend vers 0 lorsquetend vers linfini.

1) Déduire de cette définition que &V, pour tout n.

Faisons un raisonnement par I'absurde. S'il extista¢ valeun, den pour laguelle on avaiti,g >
Vno , alors, pour toutes les valeurs mlesupérieures &y, avec (I,) croissante etvf) décroissante, la
différenceu, - v, ne pourrait jamais diminuer, et elle ne pourrais gendre vers 0 pour infini.
Contradiction. Notre supposition était fausse. @peut avoir quel, < v, pour toutn.

2) Montrer que les deux suites adjacentes sont coeméeg et admettent la méme limite.

Ona:u<su,sV,<Vy, grace a ce qui précéde et au sens de varidgiomeux suites. La suite

(uy , croissante et majorée par, converge vers une limite De méme, la suitev() , décroissante et

minorée pat, , converge vers une limite. Puisquev, - u, tend vers 0 pour infini, on en déduit que
L-L'=0,L=L"

B- Un exemple de suites adjacentes

On considére deux suitesu, et () définies par les relations de récurrence croisées

4 U, +Vv,
n+l — ... e
et par les conditions initialeg, = 0,vo = 12.
v = Un +2v,
n+l —
3

1) Montrer que la suite (yy définie par w= v, - U, est une suite géomeétrique convergente dont
tous les termes sont positifs.

Wht1 = Vi1 = U1 = U * 2 _ h* =1
3 2 3
1

1
:E(Vn_un) :_6Wn

+2vn_

3

n

hy W
6 6

|\)|§
|\>|<

La suite (v, obéit a une relation de récurrence de la fommg = q w,. Il s’agit d’'une suite
géomeétrique de raisan= 1/6, et de terme initialy = 12. On en déduit sa forme explicite
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w, =12 (16)". Tous ses termes sont manifestement positifgjistjpe ¢|<1, elle converge vers 0.

2) Montrer que la suite () est croissante et que.(\est décroissante.

Unsg — Up = Un TV _ U, =%~ th - Y (. Cette suite est croissante.
2 2 2

Vsl =V = Up + 2V V, = U™ % - _ Y . g. Cette suite est décroissante.
3 3 3

3) En déduire que les suites) &t () sont convergentes et ont la méme limite.

La suite (1)) est croissante, la suite, décroissante, et leur différengg- u, tend vers 0 poun
infini. Cela signifie que les deux suites sont adjges. On en déduit qu’elles convergent touteg deu
vers la méme limite.

4) On considere la suite {ztelle que z=2 u, + 3 v,,. Montrer qu’elle est constante.

Il s’agit de prouver que,.; = z, pour toutn. En effet :
Zni1 = 2Upeg 3V = Uyt Vot Ut 2= 24t 3y= 7
La suite est constante, et reste égate=a36.

5) Déterminer la limite commune L de.et ().
Par passage a la limite de la relatiom 2 3v,= 36, on en déduit que.2 3L = 36, d'ouL = 7,2.
Exercice 9 : Séries de Riemann

On se donne un nombre a entier positif. Considélassite (y) telle que

U, :1+i+i 1y _,_+_1 avec n entier >0. Cela s’écrit aussi sous formedansée :

2a 3& 461 na
n
Uy, :zi. Une telle suite est appelée série de RiethaBn veut connaitre son comportement &
- k?
k=1

Iinfini.
1) Montrer que cette suite est croissante.

Le termeu, est lui-méme formé d’une somme de termes, et qunaaegmente, le nombre de ces
termes, tous positifs, augmente aussi. La suj)esbt donc croissante. Plus précisément :

1,
(n+1)7*

Calculonsuy1- uy =

1. 11 1

2) Etude de cette suite pour a=1. On @:1+E+—+Z+,_,+—. Cela s’appelle la série
n

harmonique.

2a)Montrer que th=> W, + 1/2 pour tout n>0.

Usn- Uy = i+ 1 +,_,+_1. Il s’agit d’'une somme de termes dont le plus petit edt . Cette
n+l n+2 2n 2n
somme est donc supérieure (ou égale pod) ani -1 onabien
2n 2

4 Quand une suite, comme dans le cas présent,carchie ses termes formé lui-méme d’'une somme de
termes, on dit qu'il s’agit d’'une série, ici derter général k.
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Un= U, + 1/2.
2b) En déduire que utend vers o lorsque n tend vers l'infini.

Grace a la question précédente, on peut effecageregiroupements dans un terme quelcongue

1+1/2+1/3+H1 A1 51617 +1{8+1/9+H1 10 +.... +1[16+
Nt e e —
=1f2 >1f2 =12 >1f2

Lorsquen tend vers l'infini, le nombre de groupes de ters@sérieurs a 1/2 ne cesse d’augmenter.
La suite ne peut que tendre vers l'infini. Pluscsément, on peut écrire que,q =1+ ql. Lorsqueq

tend vers l'infini, les termeﬂzq , Supérieurs a une quantité ql qui tend vers l'infini, tendent aussi
2

vers l'infini. Comme la suiteu) est croissante, et que les termes de la foupe (il s’agit d'une
suite extraite de la suite globale) tendent veéngii, la suite (1) tend aussi vers I'infini.

n
3) Etude de la suite pour a=2. On a alajsig :1+i+i+ 1 _1 = Z_l
22 2 42 =1
3a)Montrer que - <1 _ 1 pour k> 1.
k2 k-1 k

1 _1_k-k-1__ 1 5 1 car, avec 0 k-1 <k, onaaussuL>1.
k-1 k  k(k-1) k(k-1) kk

Finalement:L <1 _1 pour toutk> 1.
k2 k-1 k

3b) En déduire que la suite {uconverge.

Appliquons l'inégalité précédente pour les valeuscessives de:

1 1 1
_s_—_
2271 2

1 1 1
_S_—_
3272 3

1 1 1
_S_—_
4273 4

1 1 1
_S_—_

En additionnant membre & membre ces inégalitég, groduit des simplifications en cascade et il
reste :

Un_lsl—l.
n

Finalementu,, s2—1< 2. Majorée par 2 et croissante, la suitg) (converge et sa limite est
n

inférieure ou égale a 2.

4) Etude de la suite pour a > 2. Montrer que)(oconverge.
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1
Aveca> 2, on ak®>k? pour toutk>0, d’ou F <F.
La somme des termes présents darest inférieure a celle de ceux que I'on avait pot#. Donc
(u,) est aussi majorée par 2, et comme elle est amtisselle converge.

5) On considere la courbe d’équation y=1/0n s'intéresse a l'aire A comprise entre cette
courbe, I'axe des x, et les segments verticauxsdiabe 1 et x, avec x qui tend vers l'infini. Ontve
montrer que cette aire tend vers l'infini pour als et qu’elle tend vers une limite finie pour a > 1

Pour cela :

Aire infinie sous la courbg=1/ Aire finie sous la courlgeli?

5a) Montrer que 1 <J‘k+lidxs_1a pour k=>1.
k

(k+1)2 Tk %@

1/Kd

ST Cet encadrement est évident grace au dessin aiecont'aire
(k1) correspondant a l'intégrale est comprise entred’au petit rectangle d’aire
1/(k+1)? et celle du grand rectangle d’airé®lla fonction étant décroissante.

k k+1
5b) On prend a=1. Montrer que dans ce cas l'aire A terds I'infini lorsque x tend vers l'infini.

On découpe l'aireA (prise entrex=1 et x=n) en bandes verticales de largeur 1, en utilisant |

o, 1 k+1 1 . i
résultat précédent, plus préusemel)(ﬁ{—l < Ik —dx, a partir de&k=1.
+ X

Par addition, on obtienti, — 1< A. Comme on I'a vu, lorsquetend vers l'infini,u, devient infini,
etA, qui est plus grand, ne peut aussi que tendeelugini.

5¢) On prend a>1. Montrer que A tend vers une limitei€).

- : kil 1 1 . :
On utilise maintenant I’megalltq-k _desﬁ a partir dek=1.
X
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< -
n1x27 T (n-1)?

J'nl 1

Par additiorA < u, — 1h*< u,, Lorsquen tend vers l'infini, I'aireA est majorée par la limite dg
(par 2 aussi) et elle est croissante, elle tend dossi vers une limite finie.

Exercice 10 : Carrés emboités

C1 . .
DO Co On part d’'un carré pB,CoDo. Puis on prend le pointfsur [A
B tel que : AA; = k A)By, k étant un nombre donné entre O et 1.
D1 On fait de méme avec Bur [By Cg] tel que BB; = k ByCy, ainsi

que pout ¢et D;. Cela donne un nouveau carrgBdC;D;. Puis on

recommence en prenant un nouveau carsB,&D,. a partir de

A:B;C;D1, en gardant toujours le méme nombre k. Et ainsudte.
g1 On appelle (g la suite des aires de ces carrés.

AD Al BO
1) Montrer que la suite (@ est une suite géométrique dont on préciseradesotéristiques.

AppelonsL, la longueur de car&B,C,D,. Dans le triangle rectanghg..1B.Bn:1

on aAn+1Bn+1 = Linv1, AnviBrn = Ln—k L, = (1 —K) L, etB.B.+1 = kL, . Appliquons le théoreme de
Pythagore L. 2= KL+ (1 —K)°LZ2, Soit : Lo 2= ( AC—2Kk +1)L2 Ainsi a1 = (2C-2k +1) a,.

Il s’agit d’une suite géométrique de raispr (2°—2k +1) et de terme initiad = 1.

On en déduit la forme explicitgé,= " .

2) Pour k = 1/10, a partir de quelle valeur de n leréad’aire a, est-il inférieur a 1/1000 du carré
initial ?
Pourk = 1/10, on trouve = 0,82. On cherchetel que (0,82)< 0,001, soit

nn 0,82 < In 0,001, soin > 1N0.82
n0,001

35 itération, le carré a diminué de plus de 1000.fois

=34,8 (puisqueln 0,82 est négatif). Des que I'on atteint la

3) Programmer pour visualiser les carrés emboités.

On pourra appeler les coordonnéesAdé€x[0], y[0]) et de méme pour les trois autres points, en
utilisant deux tableaux{4] et y[4]. Commencons par dessiner le carré initial ®aran (en faisant un
zoom). Puis on cherche le nouveau carré, en utilidas relations vectorielles de la forme

A, A1 = KA, B,, ce qui donne en coordonnées :

newx0] — x[0] = k (x[1] - x[O]) , ou

newx0] = k (x[1] - x[O]) + X[O],

et de méme pour les ordonnées. Une fois celariagictualise
par :

X[0] = newx0],et on recommence.
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float x[4], y[4], newx[4], newy[4];

on se donng, ici 0,1

main()

{ /* les quatre points du carré initial

x[0]=0.; y[0]=0.; x[1]=1.; y[1]=0.; X[2]=1.; y[2¥1.; X[3]=0.; y[3]=1.; dessincarre();

for(etape=1;etape<=30 ;etape++)

{for(i=0;i<4;i++) { newx[i]=k*(x[(i+1)%4]-x[i])+x [i]; newy[i]=k*(y[(i+1)%4]-y[i})+y[i];}

for(i=0;i<4;i++) {X[i]=newx][i]; y[i]=newy]i];}
dessincarre();

}
}

void dessincarre(void)

{inti;

for(i=0;i<4;i++)

ligne entre(xo+zoom*x[i],yo-zoom*y[i]) et (xo+zoom*x[(i+1)%4] yo-zoom*y|[(i+1)%4])

}

Exercice 11 : Suite définie de facon implicitd

On considére la fonction felle que {x)= x* In x , définie sur R*+, avec k
entier >2.

1) Gréace a I'étude des variations de cette fongtimontrer que
I'équation f(x)=1 admet une solution uniqug avec 1< a

(deja fait)
2) Déterminer la position relative des courbes repréatves defsuivant les valeurs de k.

Formonsf, ., (x) - fi.(x) = X*n x= XIn x= ¥( x1)In » Lorsquex<l, les facteurg-1 etln x sont
negatifs, f,,,(x)— f(X) est positif. Lorsque=1, c’est égal a 0, ef,’ (1)= 1, les courbes passent

toutes par le point (1,0) et admettent la mémeeargy Lorsquex est supérieur a k-1 etln x sont
positifs, f,,1(x)— f (X) est positif. Finalement la courbe associdgdest au-dessus de celle fle

sauf au point (1,0) ou elles sont tangentes.

® Cela signifie que I'on ne connait pas la formutglieite de la suite, ni d’ailleurs la relation décurrence
sous sa forme numérique. Le probléme traité i@str'illustration.
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DW
3) Montrer que la suite (@ est décroissante £2). On pourra commencer par montrer que
firs (Qurn) < fisr (@)

On sait quefy (a) =1, etfi1 (&) >1 grace a la question précédente. D’'autre fiart(a.1) =1.
Pourx>1, la fonctionfy.; est croissante. Puisqig; (aw1) < fis1 (&) , il en résulte quew.; < ac. La
suite @) est décroissante.

Remarque : la suite étant décroissante et min@eg,elle converge et sa limite estl.
4) On pose b= (a,)". Montrer que h.Ink,=n.

by . Inby = (@)" In (a)"=n (an)" In (a,) = n puisquef,(a,) = @)" In (@) = 1.

5) Montrer que pour tout x >0, x-<£xInx.En déduire quegb, sn+ 1.

Pour montrer I'inégalité, prenons la fonction aiaie :

g(X) =xInx - x+ 1 surR*+ .

Sa dérivée esty'(x) = In x, négative sur ]0 1[, nulle en 1, et positive etesuia fonctiong décroit
puis croit. Elle admet un minimum en 1, et g(1).©0 en déduit queg(x) =0, et x — 1< x In x sur
R*+.

Appliguons cette inégalité en faisart b, : b,— 1<b,Inb,=n,dou b, <n+ 1.

On a vu aussi que, > 1, d’'oub, = (@,)"> 1.

Finalement: Kb, <n+ 1.

6) Montrer grace a un encadrement que la suite corevetgréciser sa limite.

Grace a I'encadrement précédent {a,)"< n + 1. Comme tout est positif, on peut prendre la

racinen®™ et I'encadrement est présenv< a, <¥n+1. On peut écrire :
L din(ne) o o

Un+l=(n+1)" =¢n . Lorsquen tend vers l'infini, = |n(n+1) équivaut a=Inn. On tombe
n n

sur la forme indéterminé&® mais dans ce cas c’estjui 'emporte sur le Iogarithme11|n(n +1) tend
+00 n

vers 0, et I'exponentielle tend vers 1. Aveca, <Vn+1, le nombrea, est pris en tenaille entre 1 et
une gquantité qui tend vers 1, dapdend vers 1.
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Exercice 12 : Suites définies par des sommes derters®
A- Série harmonique alternée

On considere la suite (utelle queu,, :1—%+?1))——i+ (-1 1l avec n=1.
n

On définit les suites extraites, @aus, et = Uynss.

Al) Montrer que (@) est croissante et qug, gl-zi. En déduire que (g converge.
n

1 1 1 1 11
Notons quea, =1-=, a,=1-—+--—=a+—--—, etc
b 2 BT, TATT Y
; 1 1 A
Faisons —-a. = - == Comme 2+1 < Z+2, on en déduit que
A1~ 8 = p2~ Uy on+l ont o q

a1 — &, >0. La suite est croissante.

Montrons par récurrence qug <1-1L.
2n

s . I 1 1

e Clestvraiaurang 1l mmala1 =1—Eg1—_2.

» Supposons l'inégalité vraie a un certain rangt montrons gu’elle reste vraie au rang d’apres :

—a,+t———— 1 <1——1+—l -——

T ol e 2T 2w L 2w 2
1 1 1

- car ——+

2n+2 2n 2n+1

La formule est bien vraie au rang1.

par hypothése de récurrer

<1 <0

Croissante et majoree par 1, puisgije 1—2i31, la suite converge vers une limltaelle queL
n

<1

A2) En faisant le lien entre les termesdi @, montrer que (f) converge aussi vers L. Conclure
sur le comportement dejua I'infini.

. En passant a la limite lorsqnéend vers I'infini,

On constate qup. = a. +
B = 2n+1

1 tend vers 0, etlim b, = lim a, =L Pour (), qu'il s'agisse de ses termes de rang pair ou
2n+1 n-. oo Nn- oo

de ceux de rang impair, ils tendent tous \‘erisa suite converge vets

A3) Pour connaitre L, on est amené a étudier la s(itg telle que v, :i+—1+,,,+_1.

n+l n+2 2n
Pour gagner du temps on admettre que pour tout >of0,a ig|n(1+ x)-1In xsi- En déduire
1+x X

'encadrement Jn 2 _1 <v,<In2,et conclure quant au comportement dg¢ &'infini.
2n

® Cela s'appelle une série, indiquant que I'on drane succession de termes d’'une suite en addiiosi
une série est une suite dont le terme de raest lui-méme la somme des termes (jusqu’au nrjune autre
suite. Par exemple, la suite, définie par :

u,=1+1/2+1/3 +... + 1 est la série (dite harmonique) de terme génékal 1/
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Appliquonsis In(1+x)~In XSE pourx=n,n+1,..,4-1:
1+x X

isln(n+l)—|n nsi
n+1 n

1 1
<Iln(n+2)-In(h+1)s —
5 Sn(n+2)=In(n+ 1)< —

1
—<In(2n)-In(2n-1)<
2n (2n) ( ) 2n-1

Par addition membre a membre de ces inégalités, firoduit des simplifications en cascade pour
les logarithmes, et il reste :

Vp<In2n-Inn< \41+£—i

n 2n
V,<In2<y, +i
n-— = n 2n

On en déduit que |n2—2igvng|n 2. Lorsquen tend vers l'infini, grace au théoreme du
n

sandwichy, tend vers In2.

A4) Montrer que y= a;, puiS qUeV, 41 — V,, = 841 — &, EN déduire la valeur de L.

D’abord on constate que=a; = 1/2.

1 1
Onavuqu -a,= - .
= e 2
Calculons
1 1 1 1 1 1 1 1
Vn+1_Vn: + - = + u = o P
2n+1 2n+2 n+l 2+ 1 20+ 1) n- 1 A 1 26 ©
_ 1 1
2n+1 2n+ 2

Comme les deux suites démarrent avec le méme nogtbgele le passage d'un terme au suivant
est le méme pour les deux suites, celles-ci sanmniEmes. On en déduit gues In 2.

B- Suite u, :1_§+%_ ¥ ;];)nl

On prend la série alternée {utelle que u, :1—%+i5l—__,+(2;—1jq1 avec n> 1. On veut démontrer
+

gu’elle converge verg4.

B1) Montrer que pour tout nombre réelton a:
5 4 5 1 t2n+2
1-t*+t* -+ Yt —— = ) —.
-1y el T1+t2
1_ (_tZ)n+1 1_ (_ 1)n+1[ 2 2
1+t2 1+t2
géométrique de raison t= On en déduit :

1-t?+t4 -+ 't = , comme somme de termes d’'une suite
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1 _ 1- (_t2)n+1 _ 1- (_ ]j]ﬂt 22 _ l

= (- 1)”t " car (1) = (1.
1+t

1+t2 1+t2 1+t2
B2) Intégrer I'égalité précédente, en déduire quﬁ—g K , et conclure.
Intégrons I'égalité précédente entre 0 et 1. lhvie
1
3 45 n+1 N+ 2
1 1
t-La bl ot - a1 [ Pt
3 5 2+l 01412 01+12
1 dt t2n+2
Uy = [ —5=(-1) j
1+t
On sait que 1 (1+?) est la dérivée de la fonctidxrctan, d’ou :
1 dt 1t2n+2
-[Arctanl— Arctan 0} =2 u, -2 =
O1+t2
2n+2
D'autre part, 1# > 1, et_gt2n+2. Par intégration de cette inégalité de 0 a 1, delane

01+t2

Finalemenu,, —%T K

1
2n+2 2n+3
1t 1 t 1
j dtsjotzr‘*zdt:{ } =

1+t2

2n+3| = 2n+ 3

1

n+3
1

Puisqueo<|u, —’ZT E—+3- grace au théoreme du sandwipjm—g| tend vers O lorsque tend
n

vers l'infini, et la suite ;) tend vergv4.

Exercice 13 : Le nombre d’or, encore

On rappelle que le nombre d'gr =

1=0,
=1).

1+2*/§ =1 618.. est la solution positive de I'équatiord X X —

J5-1
2

l'autre solution étant ¢’ avecg’= =0,618.. qui est le deuxieme nombre d'op { ¢’

On veut montrer que le nombgﬁ+\ll+\/1+\/ 1+ ....tend versg lorsque I'on répéte indéfiniment
les racines carrées. Pour cela :

1) Prendre la suite () telle que y=1 et u,,; =,/1+u, . Montrer que W< @.

Faisons un raisonnement par récurrence pour maoyuear, < ¢.

La formule est vraie au dépantig=1<¢.

Supposons la formule vraie a un certain rargd montrons que cela reste vrai au rang suivant :

U =41+ U, <4/1+¢ puisque u,<¢. D’autre parton a
°-0-1=0,d00g+1=¢2 et \/p+1=¢.0On abienuy,; <@ .

2) Montrer que la suite @) est croissante.
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2 L}
Uy — Uy = /1 Uy — U, = Ly —uh __(Wh=8)%*?)  on a utiisé dabord la quantité
J1+u, +u, JI+u, + U,

conjuguée def1+u, —u,, puis le fait que le trindmi° — X — 1 admet comme solutiorgs et - ¢,

d’ou la factorisation. On sait queu, < ¢ d'ou u, - ¢ < 0. Les autres facteurs étant positifs, on en
déduit que :un.1 —U, > 0. La suite est croissante.

3) Montrer que la suite () converge, et conclure.

Croissante et majorée pégr, la suite converge vers une limite< ¢. Cette limiteL vérifie la
relation de récurrence (la fonction sous-jacefg) =+/1+ x étant continue), d’'olL =+/1+L, L?=L

+ 1, L est solution de I'équatio’ —X — 1 =0, et comme elle est positive, elle ne paatgueg.
Ainsi la suite :

Up=1=1, y=v1+v1, U=y By BV 1 = ¥4 24 2 :, etc.
et \/1+\/1+\/ 1++/1+ ....tend versp.

Exercice 14 : Fonction et suite
1

Soit f la fonction telle que (x) = enx surD =11, ool
1)a) Vérifier que la fonction f est bien définie Bd.

Le logarithme existe si et seulemenksi 0, a fortiori poux > 1. Avecx > 1, Inx > 0, et donet O,
la division est toujours possible, et I'exponemtiel’a aucun probleme existentiel.

b) Déterminer les limites de f aux bornes de D.

Lorsquex tend vers 71, Inx tend vers 0, son inverse Kltend vers 4, etf(x) tend vers .
Lorsquex tend vers 4o, Inx tend vers 4o, son inverse tend vers 0fet) tend vers 1.

La courbe admet deux asymptotes d’équationd. ety = 1.

¢) Montrer que f est dérivable sur D et calcul§ij.

Comme mélange de fonctions classiques dérivabéss,dérivable sub.

! — alinx e 1 1
fg=¢ ((Inx)z)x<0

d) En déduire les variations de f et tracer la doaireprésentative.

La fonction est décroissante ddird’ou la courbe sur le dessin suivant.

y

0O 1 up X
2) Montrer que f réalise une bijection de D surtéterminer ff puis f*.
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Continue et strictement décroissanteBula fonctionf réalise une bijection de sur F(1),f(+o0)[ =

]+, 1[ =D. Elle admet donc une bijection réciproque ellesadeD surD. On constate que
i1

f(f(x)= (") =™ = @nx= 8X= ; puisque lexponentielle est linverse du
logarithme. On en déduit qéief = Id, d’ou f*=f.

3) Soit a un nombre réel donné, avec a dans D.d@Dsideére la suite (Jtelle que y=a et Y. =
f(Up).

3a) Déterminer la nature de {u

u; = f(uo), puisu, = f(uy) = f(f(ug)) = Uo. Par récurrence évidente, la suite ne cesse Harssir les
deux valeursiyetu;.

3b) Faire une vérification sur ordinateur grace diagramme en toile d’araignée, en prenant par
exemple a = 2.

Le diagramme en toile d’araignée est donné suiglard ci-dessus, et I'on vérifie que la suite
oscille indéfiniment sur deux valeurs.

Exercice 15 : Suite aveal,,; =+/2— U,

Considérons la suite obéissant a la relation deurgence u,,, =./2—-u
compris entre O et 2.

avec au départ g

n

1) Montrer que si/2 < Uy <2,alorsOsuy, < J2.

Partons de/2 < U, < 2. Passons aux opposésx/i >-U, < -2, puis ajoutons 2 :

2-2>2- U, 2 0. Prenons les racines carrées, la fonctiorétant croissante, ce qui préserve les
inégalités :

V2-4/2 >./2-u, = 0 et commey/2 >/2-+/2, on a finalement :

\/§>u120

2) Quitte & décaler la suite d'un cran dans le ga€cédent, on suppose désormais que
0<u, </2. Visualiser I'évolution de la suite par un diagrara en toile d’araignée. Les questions
suivantes vont permettre de prouver ce que le n@sdique.

Considérons la fonction telle qué(x) =+/2- x, sous-jacente a la relation de récurrence. Cette

fonction est représentée par une demi-parabol@mienst (2, 0) et d’ax®x avecx < 2. La fonction
est décroissante sur [0 2]. Le point d’intersectienla courbe et de la premiére bissectrice dureepe
est le point (1, 1). On constate graphiqguementlgusiite oscille autour de ce point en convegeant

vers lui.
y
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3) Montrer que la suite (Mexiste et qu&<u, < J2 pour tout entier naturel n.

La suite a un probleme d’existence, car s'il aitigaie pout un certain n on tombait sur un < 2, la
racine carrée n’existerait plus et la suite norsplu

Démontrons la propriété avec un raisonnement fgarmence.

« Up existe et il est bien compris entre O .

» Supposons que, existe et qué<u, <+/2a un certain rang, et montrons qu'il en est de méme
au rang suivant :

Avec U, =,/2-U,, Uy EXiSte puisque 2 4, > 0. D'aitre part I'encadremen®<u, <J2se

réécrit: 22 2-u_ = 2-/2, puis~/22u,,, 2+/2-+/22 0, ce qui donne la propriété au rang 1.
3) Montrer que si la suite admet une limite, cellesi égale a 1.

La fonction sous-jacente efstx) =+/2- x. Si limite il y a pour la suite, il s’agit d’'un pu fixe de
f, soitf(x) = x., ce qui équivaut & 2x=x* etx> 0. La seule solution positive est 1 (I'autre étant
— 2), correspondant au point d’intersection deolaribe def et de la premiére bissectrice du repére.

4) Sur intervalle | = [0+/2 ], montrer que la valeur absolue de la dérivée deste inférieure ou
égale a un nombre A < 1 a préciser. En déduire|gye — 1|< A |h,— 1|
-1
2\ 2-X 2\ 2

\2-xdécroit) lorsquex augmente. Suk, la valeur maximale dgf '(x) |est obtenue pouxt = J2,

soit A:;de I'ordre de 0,65 < 1. On a bief |x (S)A surl.
22-4/2
Placons-nous dans lintervalleou |f '(x) |< A. Grace a I'inégalité des accroissements finis¢ ave

etb dansl, on af(b) —f(a)] < A |b —a|. Ici prenonsau, et 1 poura etb qui sont bien dank leurs
transformés par f étanf., et 1, soifun.; — 1|< A |u, — 1].

Calculons la dérivée : f'(x) = < 0, dou |f'x)|= qui croit (puisque

Remarque: Il existe une autre méthode. Formons

-1=y/2-u, -1= U, ~ 1]

1-u
l=— = —n S S b B
J2-u, +1 It FJZ—u +1
commeny 2, 2t 2 e B

n+l

|Uniq —1|SM, avecA = . <1 (ce n’est pas le méndequ’auparavant).
J2-42+1 2-/2+1

5) En déduire que la suite juconverge vers 1.

Répétons l'inégalité précédente.

un — 1< A fun.a— 1]

Un1— 1|< Afunz— 1]

lup — 1< Afuo — 1

Comme tout est positif, I'inégalité est préservaenailtipliant membre a membre, et il se produit

des simplifications en cascade (cela serrait faubus des termes était nul, mais on aurait alors
aussitétu, = 1). Il reste :
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lu, — 1|]< A" |Jup — 1| ou encore0 < |u, — 1|< A" Jup — 1|. Pris en sandwich entre O et une
quantité qui tend vers 0 (puisgie< 1,A"— 0) pourn infini, |u,— 1| tend vers Q), — 1 aussi, et,
tend vers 1.

Exercice 16 : Suite avedl,,; =/1— U,

Considérons la suite obéissant a la relation deureenceu,,; =/1-u, (n entier naturel) avec au
départ y compris entre 0 et 1, plus précisément Gy< .

1) Montrer que la suite est bien définie, autrendihelle existe pour tout n.

Nous allons montrer que, existe et que 0u;, < 1 pour toutn. Faisons un raisonnement par
récurrence.

e Upexisteet X u<1.
e Supposons la propriété vraie a un certain rareg montrons qu’elle reste vraie au rang suivant :

Upg =41~ U, . Puisque, < 1, 1 -u, > 0, d'oliy,,; =/1-u, > 0.

1-1+u u N . . .
D’autre part,1-u_,, =1-./1-u_= 0= L > Ograce a la quantité conjuguée,
p n+1 n 1+\/1—Un 1+\/1_ Un g q J g
etUn+ < 1.

2) Montrer que si la suite admet une limite, ceilest égale au nombre d’or
Q= (\/5 -1)/ 2= 0,61¢, et que ce nombre est la seule solution positiveédjuation X + x — 1 =

0, l'autre solution étant »' = - (\/§+1)/2 . En déduire quep® =1-¢.

La fonctionf sous-jacente a la relation de récurrence véfiiie =~/1-x. Elle est continue sur
l'intervalle [01] ou encore ]0 1[. Si limite il y @our la suite, cette limite est un point fixe fle

vérifiant f(x) = x, soit v/1-x = x, ce qui équivaut & 1 x=x* avecx > 0. L’équation® +x—1 =0
admet deux solutiong-1+ \/'3) /2. Seule la solution positive convient, et c’@sCelle-ci vérifiep? +
¢ —1=0, soitp?> =1-¢ . L’autre solution, négative, est biemp-

3) Visualiser graphiquement le comportement dauleesen utilisant la courbe représentative de f

telle que f(x) =/1-x.

Le diagramme en colimagon donnant I'évolution desugte indique que celle-ci converge, en
oscillant, versp, ou le point ¢, ¢) est le point d’intersection de la courbe fdet de la premiere
bissectrice du repéfe.

" On peut vérifier que la pente de la tangentecdlabe vauf (p) = —¢'/2 eny’, de l'ordre de 0,8 en valeur
absolue. Mais la zone dl(X)| reste inférieure a 1 est petite a droitedAvant de pouvoir appliquer I'inégalité
des accroissements finis, comme dans I'exercicegdent, il faudrait prouver que les termes de i@ Situés a
droite finissent toujours par entrer dans cettégoebne, ce qui complique la démonstration. On donc s'y
prendre autrement.
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L

OUO 1 X

4) Montrer que sip <u, <1, alorsO<u, <¢.

¢ <u, <1 s'écrit aussil-¢ >1-u, >0 puis \1-¢ >.,/1-u, >0, soit ¢ >,/1-u, >0 grace au 2°.

FinalementO<u, <¢.

5) On suppose désormais que 0&<up, quitte & décaler la suite d’'un cran lorsque I'est dans
le cas du 4°. On remarquera aussi que pogliFw, la suite est constante (& ¢). Introduisons la
nouvelle suite (y obéissant a la relation de récurrence :

Vo =4/1-4/1-V, avec ¥ = U, pris dans lintervalle | =]0,¢[. Autrement dit, on applique deux

fois la relation de récurrence de la suitg)(u.a suite (\) est la suite extraite de {u celle dont les
termes sont pris deux a deux, avec des indices pgiartir de y = u.

Montrer que y appartient a | pour tout n entier naturel.
Faisons un raisonnement par récurrence.
+ On a bieny dangl.

« Supposons qug est dang a un rang) et montrons qu'il en est de méme au rang suivant :

Partons de 0 ¥, < ¢. En faisant un calcul analogue a celui du 3°, éqlavaut a
1>,/1-v, > ¢. Continuons :
-1<—1-v, <-¢

0<1-./I-v, <1-¢

0<\1-{1-v, <¢

O < Vn+1 < ¢
6) Montrer que la suite (yest croissante.

Il s’agit de trouver le signe dg.; — V.

1-1-v, -V
Vi =V, =4/1-4J1- Vv, — v = " en utilisant la quantité conjuguée.
J1-J1-v, +v,

Vhe1 — Vn €St du signe du numérateur
1-V2)Y2 -1+v, V-2V +v, . .
1-J1-v. -V =1-V? - /1-v Gl n—_ n_n_ qui est du signe de
non " T+ 1-y, -+ 1 A J
Vo — 2%V, = V(M- 2+ D= (v D)+ e )

Cette quantité est positive puisque> 0,v, — 1 < 0,v, —¢p < 0 etv, + ¢’ > 0. La suite est bien
croissante.
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7) Montrer que la suite (¥ converge et que sa limite @stPar un raisonnement calqué sur ce que
I'on a fait avec (¥), on montre de méme que la suite extraitg & la suite (i) en prenant ses termes
d’'indice impair converge aussi veys Cela prouve que la suite Juconverge aussi verg, et que

I’expression\/l— 1-41-J1- ...a pour Iimite(\/g -1/2.

Croissante et majorée parla suite converge et sa limite est au plus égaleLa fonction sous-
jacente étant continue, cette limitevérifie la relation de récurrence, soit :

L=41-v1-L, ce qui impligue L?=1-+1-L puis +1-L=1-1%, ce qui entraine
L* - 212+ L = 0dont les solutions sont 0, &, —¢’. Seulep convient, et elle vérifie bien I'’équation
initiale.

Exercice 17 : Application logistique

On considére la suite Qudéfinie par la relation de récurrencg.u= ¢ U, (1 - 4,) ou encore i
= f(u,) avec f(x) = ¢ x (1 — x) ou le nombre c est doante 2 et 4. Une telle fonction est appelée
application logistique. On prendra comme conditioitiale uy dans ]0 1[, par exemplg i 0,3, mais
la suite a le méme comportement quel que soit o# de départ, sauf cas exceptionnels. On a déja
rencontré cette suite dans certains cas particsli€n veut maintenant connaitre son comportement
lorsque ¢ est un nombre pris de 2 a 4.

1) Faire le programme qui permet de visualiser I'étmn de la suite grace a un diagramme en
toile d’araignée. Comme point de départ, on poyrandre y = 0,3. Traiter lescasouc=2,9,c =
3,3,c=3,5,c=3,564, c=23,840, c = 4.1ater la variété des situations.

Voici le programme principal :

Placer les 5 valeurs choisies de ¢ dans un tabtéL
for(k=0; k<6; k++)  /[*pour chaque valeur de*/

for(x=0.;x<1.;x+=0.0001) {y=f(k,x);dessiner les points x,glonnant la parabole
uo=0.3; ul=f(k,uo)lessiner la ligne verticale de u0 a la parabole
for(i=0; i<20; i++) [diagramme en toile d’araignéé
{ ligne horizontale de u0,ul sur la courbe au poihtul sur la bissectrice
u2=f(k,ul);ligne verticale de ul, ul a ul, u2 sur la parabole
uo=ul;ul=u2;
}
}

Avec I'appoint de la fonctiof:

float f(int k, float x) {return c[Kk]*x*(1.-x);}
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c = 2.900 c = 3.300 _c = 3.500

o = 3.3564 c = 2.840

2"

2) Maintenant, pour chaque valeur de c entre 2,8 @mpourra prendre des valeurs de c distantes
de l'une a la suivante de 0,0005), on s’intéresshaque fois a la fin de la trajectoire partant ae=
0,3, c'est-a-dire que si I'on fait 2000 itératior®) ne garde que les 500 dernieres valeurs,d&tuon
dessine les points d'abscisse ¢ et d'ordonnée €8sValeurs de 4 Notamment quand la suite
converge, par exemple pour ¢ = 2, 9, on n’obtiendtéun point d’abscisse 2,9 et d’ordonnée la
limite de la suite dans ce cas. (les 500 points sonmfondus). Tracer les points obtenus dans ce
repere (c, ¥). On trouvera ce genre de résultat :

o

2.8 4

On assiste d’abord a ce que I'on appelle un phémantie bifurcations. La suite converge vers un
point pour ¢ entre 2 et 3, elle oscille ensuite sarcycle de deux points pour ¢ allant de 3 a 3,45
environ, puis elle oscille sur 4 points, puis sysdnts, etc. A partir d'une certaine valeur destte se
met & errer sur une zone continue de points, diagen apparemment aléatoire, jusqu’a la forme
ultime ¢ = 4 ou elle remplit tout l'intervalle J0[1Mais entre temps surgissent des fenétres owliéor
réapparait : la suite se remet a osciller sur unmtwe limité de valeurs (par exemple pour ¢ = 3,84
elle oscille sur trois points).
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La découverte de ces phénomenes, dans les annégsalfait sensation. Depuis des millénaires,
on s’intéressait surtout a la convergence des syitemme pour c entre 2 et 3), et voila que touhd’
coup, pour une suite aussi simple, avec une rela®récurrence du second degré, on assiste agoute
sortes de phénoménes complexes et luxuriants @otatirnes demeurent toujours énigmatiques. C’est
I'expérimentation informatique qui a permis de déair ces phénomenes, et la vision mathématique
des choses s’en est trouvée nettement infléchie.

for(c=2.8;c<4.;c+=0.0005)
{x=0.3;
for(i=0; i<2000; i++) { y=c*x*(1.-X); X=Y;
if (i>1500)dessiner le point ¢ —2,8, X
}
}

Exercice 18 : Suite convergeant sur un cycle de depoints

On consideére la suite Quavec ne N, définie par son terme initialjlsupposé> 0, et par la relation
6 .
2+u,?

de récurrence Y, = f(u,) avec f (x) = 6 SOt W1 =
2+

Y
1) Etudier la fonction f sur R.

Le dénominateur d&x) est toujours > 0. N’étant jamais nul, la divisiest possiblef est définie
sur R, continue et dérivable. Elle est manifestarpaire. La courbe étant symétrique par rapport a
(Oy), la tangente a la courbe en 0 est horizontal€pmtpeut réduire l'intervalle d’étude a R+. La
dérivée est :

f(x) = — 12x/ (2 +x%* > 0. La fonction est décroissante &#. Quand x tend vers ¢, 2 +x°
aussi, ef(x) tend vers 0+,@x) est une asymptote.

2) Montrer que pour tout n,,& O.

Faisons un raisonnement par récurrence.

e Ugest>0.

» Supposons qu&, est> 0 & un certain rang, et montrons qu’il en est de méme au rang suivant
Uns1 = 6/ (2 +u,) > 0, tout étant positif.

3) Montrer que la fonction f admet un point fixdque L et que 1 < L < 2. On devra pour cela
étudier la fonction g(x) =%+ 2x — 6. On rappelle que par définition un pdie de f est solution de
I'équation f(x) = x.

Il s’agit de trouvew tel que 6 / (2 %) = x, soit X* + 2x— 6 = 0.

Dérivonsg(x) : g(x) = 3x* +2 > 0. Continue et strictement croissante, laction g réalise une
bijection deR sur R. Le nombre 0 dans I'ensemble d’arrivée admet uécaénlent unique qui est
justementL. D’'autre parig(1) = — 3 etg(2) = 6. Commay(x) passe du négatif au positif en traversant
L,g(l)=1<etg(2) =6>L.Onabien 14 <2.

4) Au cas ou () aurait une limite, quelle devrait étre cette liem? Pour quelle valeur dey la
suite () est-elle constante ?

Au cas ou la suiteuf) aurait une limite, ce ne pourrait étre que lenptike uniquel.
La suite est constante sgi; = U, pour toutn, et le calcul du 3° donng = L. Il suffit de prendreiy
=L pour que la suite soit constante.

5) Quel est le comportement de la suite pour @, ou pour y= 2 ? Visualiser graphiquement son
comportement en utilisant la courbe représentatied surR+ .
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Pouruy=1,onal =2,u,=1,u; = 2, etc. Par récurrence évidente, la suite nsecéd'®sciller sur
les valeurs 1 et 2. De méme si I'on partudes 2. Ce que confirme le diagramme en toile d'aré&
qui visualise I'évolution de la suite.

1 2

6) Montrer que sil'ona: L<g<2,alors1<y<L,etquesip>2,alors y < 1. Quitte a
décaler d’'un cran la suite en prenantaila place de ) on peut donc se contente d’étudier la suite
pour O<u, < L.

« Supposons que< Uy<2,0u 2+ L%< 2+ uy? < 6.

6/6<6 /(2+u)<6/(2+L?. Onsaitque3+2L — 6 =0, soiL (L?+2) =6, L?°+2=6/L.
D'ou :

1 <WU < L.

e Supposons qua, > 2, soit 2 Ho2> 6, etu; < 1.

Finalement le comportement de la suite lorsgpe L est le méme, a partir dg, que celui de la
suite pour G<up <L.

7) Dans tout ce qui suit, on supposera que<@p < L.
Donner I'expression de %= fo f en calculant f(x) = f (f (x)). En déduire y, en fonction de .
On trouvera un quotient de polynomes Gidegré.

F2(x) = 6  _ 6 _ 3 _ 3+ 4C+ 4)
2+ f(x)? 2+36/(2+x*Y M 18/(*+ 4%+ 4) X'+ 4C+ 22

3123+ 12

XA AR+ 22

8) On veut déterminer les points fixes de \férifier qu’ils sont solutions d’'une équation degré
5, de la forme P(x) = 0, oul le polyndme P a comenmé de plus haut degré®. Pourquoi L, point
fixe de f, est-il aussi point fixe dé? En deduire une factorisation du polynéme P dgréé en un
polyndme du %" degré et un polyndme di™degré, et montrer que fadmet deux autres points fixes
que I'on précisera.

Il s’agit de résoudre I'équatidif(x) = x, ce qui donnex® — 3x* + 4x° — 12x° + 22x— 12 = 0.

Pourx =L, on af(L) = L, etf(f(L) = f(L) = L. L est solution de I'équation précédente. On peut
factoriser le polyndme duf Blegré avea® + 2x — 6, I'autre facteur étant du second degré, soit :

X =3+ 44X - 123+ 22x - 12 = ¢+ 2x - 6)(¢ — 3x + 2)

Les deux nouveaux points fixes sont les solutie€ d 3x + 2 = 0, soik = 1 etx = 2.

9) On considére les deux suites extraites @t (bn+1). Qu'arrive-t-il a ces deux suites lorsqug u
=12
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On retrouve le résultat du 5=, =us=...=leuy=Us=Us = ... = 2.

10) Montrer que y; — 1 a le signe contraire de celui dg-u2, et que Y, — 2 a le signe contraire
de celui de y— 1.

2
- +
Upy —1= 6 > —1= 4 u’; -2 ug (2-u,), etun.1 — 1 ale signe contraire de celuige- 2.
2+u] 2+u; 2+ U]
2
- +
Uy —2= 6 _ 2= 2-an, _ 2@t u; )(1— u, ), etu,.; — 2 a le signe contraire de celuiwle- 1.

C2+uw2 T 2402 2+
11) Supposer queQu, < 1, et montrer par récurrence qu’'on a,.K 1 et . > 2.

Commencons paug,) en faisant un raisonnement par récurrence :

» Clestvrai au départuy < 1

* Supposons qua, < 1 a un certain rang et montrons qu’il en est de méme pog. »:
Puisqueuy, — 1 < O,Upne1— 2 > 0, epnp— 1 <0, gréce au 9°, Bi.2< 1

De méme pounb.1)

e C’estvrai au départ : Comnug< 1,u; > 2.

* Supposons quen.1 > 2 a un certain rang et montrons qu'il en est de méme pory 3:
PUiquG.sz.l— 2<0Un2—1>0, etriz— 2 >0, elipniz> 2.

12) Montrer que i1 — L a le signe contraire de celui dg-tiL en utilisant le fait que L est solution
de g(x) = 0. En déduire par récurrence qu'avec lip< L,ona l <y,<L etL < <2.

Uei—L=6/(2+ud)-L=6-2L-Lud) /@2 +ud)=L>-Lud) /(2 +u?d)

+
= %(LZ -u.?) :L(L—l;“)(L -u,) qui est du signe contraire de celuiwge-L.
2+u;] 2+ U]
En répétanty,.,— L est du méme signe qug—L. Appliquons ce résultat aux suites extraites :
Pour (1) :
e 1< Up < L

e Supposons 1 &, <L a un rang, et montrons qu'il en est de méme pa: -:
on a vu queal, +» — 1 a le méme signe que, — 1, grace au 10°, et qua, +», —L a le méme
signe queuy, —L, d'ol 1 < upn+o<L

Pour (1) :

e Comme 1 «ug<L, on a grace aux résultats précédehts u; < 2.

e Supposond. < Uyn+1 < 2 & un rang, et montrons qu'il en est de méme po; 3:

0on a vu quely, + 3 — 2 a le méme signe quen.; — 2, et queu,, +3 —L a le méme signe quesn.;
—L,dou L< Uop +3< 2.

13) Calculer y.» — 4, en fonction de y. On trouvera un quotient de deux polynomes, plus
précisément —P(uau numérateur et un polyndome df"ddegré en yau dénominateur. En déduire
le sens de variations des suites, (M et (Wn+1) lorsque 0< up < 1, puis lorsque 1 < g< L. On
constatera que dans ces deux cas, ces deux sutdsnwnotones, l'une croissante et l'autre
décroissante.

Utilisons le 7° :

_3p+1adel2 | -@eaf- 4fv 130 2nr 12 -Pg)
Coutead+22 " ut+ A+ 22 St ag+ 20
Ainsi un., — U, est du signe de R{u,).

Unio ~ Uy
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Etudions le signe de(x) que I'on a factorisé au 8° :

x |0 1 L 2 tod
X +2x—-6| - - 0 + +
xr-3x+2| + 0 - -0 +
PO - 0+ 0 -0 +

Premier cas: & up < 1. On a vu au 10° que, < 1 et W > 2. D'autre part, bhio — Uy, €St du
signe de  P(u,,), donc positif, et la suitauf,) est croissante, tandis qug.s— U1 €St du signe de
—P(uzn+1), donc négatif, et la suitet.;) est décroissante.

Deuxieme cas : 1 g <L. Grace au 11°, on sait que Ls <L etL < Wp< 2.
Uzn+2— Upy €St du signe de P(u.,), donc négatifet la suitg(u,,) est décroissante, tandis qug,s—
Uxn+1 €St du signe de Pupn.1), donc positif, et la suite £44,) est croissante

13) Montrer que les deux suites{let (bn+1) Sont convergentes et préciser leur limite. Vimgal
I’évolution de la suite dans les deux cas de comltinitiales. La suite () est-elle convergente ?

Premier cas : 8 Uy < 1. La suite,,) est croissante et majorée par 1. Elle converga émitel;
vérifie la relation de récurrence kE fZ(Ll) soitL; =1 ou 2, d'ol; = 1. D’autre part la suitauf,.1) est
décroissante et minorée par 2. Sa limieérifie la relation de récurrence, d’'ap= 2.

Deuxiéme cas : 1 g, < L. La suite (,,) est décroissante et minorée par 1. Sa limiteeut @tre
que 1. La suitelbn.1) est croissante et majorée par 2. Sa limite né tee que., = 2.

Tout cela est vérifié sur les deux diagrammes dle tdaraignée correspondant aux deux
conditions initiales précédentes. Rappelons que lesuautres valeurs dg positives, on a le méme
comportement asymptotique.

Casou Xu<1 Casoul«€y<L

Exercice 19 : Suite implicite

A) Etude d’une fonction

4'2)(—% , et C sa courbe représentative
X

On considéere la fonction f définie sB*+ par f(x) =

dans un repére orthonorme.

1) Etudier le comportement de f aux bornes de geride de définition.
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La division est possible puisque# 0, Inx existe puisque > 0,f(X) existe bien sur R*+.

Lorsquex tend vers 0+, Ix / X est de la forme s / 0+ = —oo, f(x) tend vers —o, la courbeC
admet comme asymptote I'axe ded orsquex tend vers s, In x / X* est de la forme indéterminée +
o | +o0, mais dans ce cas, on sait que toute puissangd’e®porte sur le logarithme, In/ x? tend
vers 0+, f(x) tend vers — 1/2, la courbe admet la droited’équat = — 1/2 comme asymptote, et elle
est située au-dessus.

2) Calculer la dérivée de f et dresser le tableawdriations de f.
f'(x) = (4x—8xInx) /x*=4x (1 -2 Inx) / x". Elle est du signe de 1 — 2)nqui s’annule pour In

x=1/2 , oux = e¥?. Quandx va de 0 & «, In x augmente, — I diminue, 1 — 2 I passe du signe +
au signe —.

X [0 e - +0
e :
fx) /' \
—0 -035

La fonction admet un maximum poxir e V2 etf(e V%) = (4 —e)/(2e) .
3) Tracer la courbe C en précisant la tangente adarbe au point d'abscisse 1.

La courbe passe par le point (1, — 0,5), et lagdmrtla tangente vabit(1) = 4. Voir dessin plus
bas.

B) Famille de fonctions et suites implicites
1) Question préliminaire : Montrer que pour tout dans R+ :1-t slis 1, et en déduire que
+t

2
pour tout a de R+ a—%g Inl+a)< a-

Sur R+:

e 1+t>1,doul/(14)<1.

o 1-t°<1, (L)L -1)<1,1-t<1/(1+1).
On a bien I'encadrement demandé.

Intégrons chaque membre de I'encadrement entre ) €omme les bornes sont dans le sens
croissant, les inégalités sont préservées, etd'on

j:(l—t) dt sf:1/ (1-t) dtsjoadt

a2
a—Es Inl+a)< a

2) Pour tout entier r» 4, ce que I'on supposera désormais, on consideferiction § définie sur

R+ par: f (x)= nIr;x_; , et G, sa courbe représentative.
X

a) Etudier les variations dg. f

f(X) =n x(1 — 2 Inx) / x*. On retrouve un tableau de variations analogusi cbtenu poun = 4,
. : n-e . .
la fonction admettant un manmum/é,z—). Le dessin suivant donne les courbes poallant de 4
e

als.
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b) Comparer f{x) et f.1(x) suivant les valeurs de X, et en déduire ledtipos relatives des
courbes Get G,.1.

On constate quin..(X) —f.(X) = Inx /X4, du signe de Ix, soit nul enx = 1, négatif entre 0 et 1, et
positif pourx supérieur a 1. La courlig.; est sous la courli@, pourx entre 0 et 1, et au-dessus pour
X supérieur a 1. Remarquons que toutes les coudssemt par le point (1, — 1/2).

3) Montrer que I'équation ,fX) = 0 admet exactement deux solutiopstuy, vérifiant :
1<u, <Je<\,.

Utilisons les variations dg. Deux situations se présentent :

«+ xest dans ]0e3, ol la fonction est strictement croissante etioo. Elle réalise une bijection
de 10, €7 sur ¥(0), f.(e")] = ]- 0, (n — €)/(26)]. Le nombre 0, qui est dans 'ensemble d’arrivée,
admet un antécédent uniquedans I'ensemble de départ, avee e 2 De plus, ave€,(1) = — 1/2 et
fi(un) = 0, on a aussi 1 &,

« x est dansg™ +oo[, ou la fonction est strictement décroissantecettinue. Elle réalise une
bijection de g2 +uo[ sur [f.(€"), f.(+)] = ](n — €)/(2e), — 1/2]. Ici aussi, le nombre 0 admet un
antécédent unigug dans I'ensemble de départ, detl’ < v,

L’équation f,(x) = 0 admet bien exactement deux solutions.

4) En utilisant le résultat de la question B-1, ritenque pour tout > 4 :

Wslnunsun—l.

Posonu, — 1 =a dans la formule d-1, ce qui est valable puisqug — 1 > 0. On en déduit
I'encadrement :

u, —1-(u, —1f /2< Inu, < u,- 1, ce qui s'écrit aussi :

2
us —4u_ +3
-——"1 —<Inu,<u,-1

G G s PR
2

2 2
5) En déduire que pout toutnd : Un o u, -1< Y Utiliser pour cela la définition de,u

2n " n(3-u,)
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e . ninu, 1 u?
Le nombreu, vérifie I'équation f,(x) = 0, soit —”—Ezo, ou Inu, =—". Reprenons
n

n

I'encadrement du 4° :
2
. " . u
* L'inégalité Inu, <u, -1 deV|ent2—”s u, —1.
n

(un _1)(3_ U, )
2

: 2Inu . . .
<Inu, devientu, -1< L car le fait d’avoiru, <+Jeimplique 3

* L'inégalité
3-u

n
u2
-u,>0,et:u, - 1s—"—.
n3-u,)

On a bien I'encadrement demandé.

6) Montrer que pout toutr 4 : Zi <u,-1< € En déduire que la suite {44 converge et donner
n n

sa limite.

2
On sait que 1 @, d’ol 1 <u;, eti<u—”s u, -1.
2n  2n
2
. . . u
On sait aussi que, <\/?a, smtun2 <e etu,-1< n < € . D’autre part, 3 4, > 3 —
n@-u,) nE-u)
Je,

t 1 <1etfina|ememun—1<L<§.

3-u, 3-e n@3-u,) n
On a trouvé I'encadrement demandé.

Lorsquen tend vers l'infini,u, — 1 est encadré par deux nombres qui tendenfOvers- 1 ne peut
que tendre vers 0. La suitg) converge vers 1.

7) a) Montrer que y> e’ ® puis que pour tout B 4: v, >e > ®(on donne &'3<5,3). En
déduire que ytend vers +o pour n infini.

Le nombrev, vérifie f4(v,) = 0. D'autre partf,(e°’9 = 10 /(3e *¥) - 0,5 >10 /(3x5,3) — 0,5 > 0.
Commee®’®> e le nombree®’®, au méme titre que,, est dans la zone oul la fonctibnest
décroissante. Comnigv,) < f,(e°°), etv, >e®’®

nine® 1 5n 1_ 5n

On a aussi,(v,) = 0. Et f (%) = -—= -=>
(V) )= Em T T e e 2 31,8

-0,5> 0 pourn>4. Comme

fo(ve) < fi(€%), va>e°'".

niny, _1 P
== 0u V. =2niny,. Avecv, >e®'® Inv, > 5/6. On en déduit que :
v

n

fo(vn) = 0 s’écrit

> _bn 5n s . L X o
VE>S— Vo> R Lorsquen tend vers l'infini,v, est toujours supérieur a une quantité qui tend ver

n 3 ! n
+00, etv, ne peut que tendre vers#

b) Autre méthode : montrer que .f; (v,) > O et en déduire que la suite,(\est croissante. Puis
montrer que ytend vers 4o pour n infini.
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Avecf, (v,) = 0, on a aussj.1(v,) > 0 car on a vu que la courflg,; est au-dessus de la coue
dans la zone concernée. La fonctfpétant décroissante, on en déduit gue& v,.;. La suite () est
croissante.

On sait quef, (v,) = 0 s’écrit v,f =2niny,. Siv, avait une limiteL, on devrait avoit.> quasiment
égal & 2 In L pourn trés grand, ce qui imposer&it= 1. Maisv, est toujours supérieur&™, il ne
peut pas tendre vers 1. La suitg) (h'a pas de limite (finie), et comme elle est sgainte, elle tend

Vers +o.
Exercice 20 : Une suite ou un petite perturbationreprovoque des grandes
Considérons la suite {udont les termes de rang pair obéissent a la iehatle récurrence :
Uy = —(Upp_g + Uy o+ ...+ U, )+ NY,, avec au départgr 0.

Pour les termes de rang impair, on va seulemerisager deux cas trés simples :

(a) lls sont tous constants.

(b) lls sont tous égaux a 1 sauf le termpe 2.

un+1 + un+2 + u2n—l+ l"|2n
n

signifie que chaque termg de la suite est la moyenne des n termes qui esui

Remarquons que le relation de récurrence peut aiésrire u, = , Ce qui

1) Calculer yn+2 — W, En déduire que la relation de récurrence initialent choisie peut aussi
bien s’écrire :

u2n+2 = _u2n+1+(n+ 2) Uml_ an

et I'on utilisera cette relation de récurrence daigsqui suit.

Upp = = (Ugpog + Upp ot oot Uy o+ Uy )+ Y,
Upnez = ~(Ugpeyt Upy + Upy gttt Uy )+ (D) Uy

Par soustraction, apres élimination des termes aorartentre les indice2- 1 etn + 2), il reste :

Upns2 = Ugn = = (Uppy g+ Ugy = Uy 9 + (D) U, = NY
Upnsz = Upy == Ugpy 1= Uy + (M 2) Yy = NY,

On trouve bien quel,,,, = — Uy, +(N+2) U,,.,— NY,.

2) Comment évolue la suite dans le cas (a) ou fEsisermes de rang impair sont constants, soit
Un+1 = C. On s’intéressera seulement aux termes de rahg

Apresu; = C, faisonsh = 0 dans la relation de récurrencei; = —u; + 2u; = u; = C. Le calcul
donne aussiu~ C, ce qui nous invite & montrer que la suite esstaome a partir du rang 1. Pour cela
faisons un raisonnement par récurrence :

» La propriété est vraie au dépatt = u,=C.

» Supposons la propriété vraie jusqu’au rangitu,= C pourk de 1 a B, et montrons qu’elle
est vraie jusqu’au rangn2+ 2 :

On sait déja qua,.1 = C. Puis avedl,,,, = — Uy, +(N+2) U, ;— Ny,

Uynsp =—C+(N+2)C-nC= C

Ainsi, chaque terma,n., dont la relation de récurrence a ses trois teupgs Un.1 etu, égaux C,
est lui aussi égal @.
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La suite reste bien constante a partir du rang 1.

3) Nous traitons maintenant le cas (b) ou tougdesies d’ordre impair restent égaux a 1, sauf un
terme, en l'occurenceglgui vaut 2. Nous allons voir que cette petite ydration provoque une
évolution surprenante, ou des termes montentvergandis que d'autres descendent vers,-avec
des plages intermédiaires de plus en plus longudetermes restent égaux a 1.

a) Faire une vérification expérimentale de ce phaane.

Le dessin suivant montre I'évolution de la suiteuda u,4 , sous forme de points de coordonnées
(n, u,) avec un zoom 10 fois plus grand en abscissenquréonnées. C'est le résultat de ce petit
programme :

u[0]=0;
for(n=0;n<=36;n++)
{ if (n==4) u[2*n+1]=2; else u[2*n+1]=1;
u[2*n+2]=-u[2*n+1]+(n+2)*u[n+1]-n*u[n];
dessiner les points de coordonnées (2n+Luet (2n+2, y,.»), puis les joindre pour n > 0

}

b) Préciser les valeurs prises par la suite de wp,.

D’abord, deu; jusqu’'aus, chaque terme reste égala= 1, comme on I'a vu au 1°. Mais cela
s’arréte au,, avec la perturbation qui le rend égal a 2. Calaevrépercuter sur tous les termes dont la
relation de récurrence contiamt et d’abord sutlp=—Ug + 6Us —4us,=—2 + 6 —4 =0. Puis, dg; a
U;7, tous les termes de rang impair rstent égauxed deux de rang pair ne contiennentigni uy, ils
ne contiennent que des termes égaux a 1, dorestisnt eux aussi égaux a 1, comme on I'a vu dans le
calcul du 1°. Le termayg est le premier terme a conteuiy il vautu;g = —u;7 + 10ug—8ug=—1 + 20

— 8 =11. A leur touni,g etu,, sont perturbés par la présenceaugleu uy,, les termes impaingg et u,;
restant a —1:

Upg=—Ujg+ 11Ujg— 9Ug =-1-18=-19
U = —Upp + 12U11— 10U10= -1+12 = 11

c) Préciser les zones ou les termes de la suiteene®gaux a 1, et ceux ou ils subissent des
perturbations.
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Comme on l'a vu, le premier terme de rang pair epti modifié esti;. Le groupe de termes de
rang pair qui sont ensuite modifiés est forméiggcorrespondanta= 8 dans 8 + 2) car il contient
Ug, PUISU,o (N = 9) qui contientig etu,, et enfinuy, (N = 10) qui contientiye. Soit trois termes de rang
pair.

A leur tour, ces trois termes vont perturber lesés suivants qui les contiennent, sgit(n = 17)
et usg (N = 18), qui contiennent tous deuy, puisuyg etus, qui contiennent tous deuxguet enfinuy,
et use contenant tous deu,.

La premiere plage de termes perturbés était foméaermes de rangs 9 et 10, avec un seul terme
de rang pair. La deuxieme plage perturbée va,gla u,,, soit trois termes de rang pair, la troisieme
plage perturbée va dass a us, SOIt Six termes de rang pair. Pa récurrence étagddes plages

perturbées commencent pay puis par les termes de rang paiig; Uss, ..., SOitU, 4, €t le nombre de

termes pairs qu’elles contiennent estib)( 3 [Uig, Uzo, Uoz), 6 (d€Usg & Usg), PUiS 12 (datzs alUgs), pUis

24, 48, etc. Ce nombre est multiplié par deux agobaétape sauf au départ & cause de la seule
perturbationus de rang impair. Dans toutes les autres zonesniétinires, les termes de la suite
restent égaux a 1.

(k > 1).

Calculer v, w, va. Puis établir la relation de récurrence a laquetibéit la suite (. Enfin montrer
que cette suite est croissante et qu’elle tend vers

d) On considere une nouvelle suitg) @n posant ¥= Uig Vo = Uz €tC., SOit ¥ = Uy o

Constatons que les termes de la suiteqont les premiers termes pairs des plages (épage
initiale 9, 10) ou les termes pairs de la suitg $ubissentt des perturbations.

La suite i) obéit manifestement a la relation de récurrence :

Vi = Ueag = =2 X9+ (2x 9+ 1)y, avec au dépawk = 11.

FOrmonsy,,; -V, =—2“x9+ (x 9+ 1)y, - v, =— Fx 9% Zx 9y = 8x 9¢- 1
Montrons maintenant que ¥ 11, grace a un raisonnement par récurrence :

e C'estvrai pouwnv; = 11.
» Supposons qu& > 11 a un certain rarlg et montrons que I'on a alovg.;> 11 :

Vigg =2 %9+ (2 x 9+ 1y, = Fx 9 - Dy &x &% 18 13 1]

Puisque I'on a toujourg > 11, v,,, — Vi >0 et plus précisément,, - v, = 2" x 9x 10, la suite est
strictement croissante, et méme tres fortement.r@®ta différence entre deux termes successifs fait
plus que doubler & chaque étape (& causé)dia Buite () tend vers do.

e) On considére la suite gvavec k> 1, en posant W= Uy, W, = Ugg, €1 en genéraly, = Usiso-

Calculer w, w,, Ws. Puis montrer que cette suite est décroissantenet vers -o.

Remaarquons que ces termes sont tous situés darmnles perturbées dg)(
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W, = Uyg = —Ug+11up— Qug=—1+ 0- 18- 19
W, = Ugy = —Upg+ 41U,5— 39U55=— 40+ 41w,=— 1721

La suite obéit & la relation de récurrenag;; = -2 x10+ (2 x 10+ 1w,

Par récurrence immédiate, tous les termes detia somt négatifs. D’autre part :

Wiy — W = =28 x10+ X% 10w, =- Fx 10 (£ w, <O.

La suite est décroissante, et I'on constate quiistance entre deux termes successifs fait plus que
doubler & chaque étape. La suitg) (tend vers .

Encore des exercices :

On trouvera dans un chapitre suivant de ce catiapitre 15 : Suites avec des moyenmésutres
exemples de suites, celles dont la relation derréace fait intervenir des moyennes.

*xx% Pour aller plus loin sur les suites  *****

Stabilité des points fixes

Rappelons que pour une fonctidnh un point fixe est un nombre vérifiant f(x) = x.
Géométriquement, il s’agit de I'abscisse d’un paliibtersection entre la courbe fiet la premiére
bissectrice du repére. Un tel point joue un roleigiEpour une suiteug) obéissant a une relation de
récurrence de la formg.; = f( u,). En effet si a un certain momanttombe sur le point fixe, tous les
termes suivants,.1, U2, €tC., resteront égauxua, et la suite sera définitivement stationnaire. $vai
que se passe-t-il si la suite tombe a proximit@aint fixe ? Va-t-elle s’en rapprocher, ou au caing
s’en éloigner, ou encore tourner autour ? La se poprobleme de la stabilité du point fixe.

Reprenons deux modéles classiques d’évolution delations :

1) La croissance exponentielle, par exemple = 2 u,, dans ce cas la population double a chaque
étape de temps.

La fonction sous-jacente e§k) = 2x, ce qui donnai,.; = f(u,). La
fonction admet un point fixe unique vérifiaffx) = x, et c’estx = 0. Le
A point (0, 0) est le seul point d’intersection erirgoremiére bissectrice et
la courbe dé (une droite passant par l'origine). Si la popuwlatest nulle
au départ, elle restera toujours nulle. Mais legdimme en toile
d’araignée indique que si I'on part de> 0 , aveaJ, aussi prés soit-il de
0, les termes suivantg , U, ,... S’éloignent irrémédiablement du point
fixe. On dit que le point fixe 0 est « repousseetinstable).

Yo

2) La croissance limitée, par exemplg; = 2u, (1 —u,) avecug entre 0 et 1.
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La fonction sous-jacente efk) = 2 x (1 —X), représentée par

une parabole. Rappelons qu'a partiugeon au; = f(ug), U, =f(u,)

= f(f(ug)) = f %(Up),... et plus généralement = f "(ug). La fonctionf
admet deux points fixes 0 et 1/2. Si I'on démarpmraximité de 0,
on constate que I'on s’éloigne du point fixe Olucei est un point
repousseur. Mais si I'on part a proximité du poii2, on se
rapproche irrémédiablement de ce point. On ditsatpr'il s’agit
d’'un point fixe attracteur. On I'appelle aussi witg.

D’ou les définitions suivantes :

» Si tous les points suffisamment proches d’un pfixet def sont attirés vers lui, on dit que ce
point fixe est attracteur. Autrement dit, si I'ost eapable de trouver un voisinage du point fixejte
tout pointx situé dans ce voisinage a ses succes$edysf %(x), f3(x), etc., qui tendent vers le point
fixe, celui-ci est attracteur.

» Si tous les points suffisamment proches d’'un pfik& sont repoussés plus loin, on dit que le
point fixe est repousseur (on I'appelle aussi s®ur©u encore, si I'on est capable de trouver un
voisinage du point fixe tel que tout point de cdsirage (sauf le point fixe lui-méme) a ses
successeurs qui finissent par sortir du voisinegeoint fixe est repousseur.

On dispose alors de la propriété suivante :

Soit une fonctiorf n’ayant aucun probleme de dérivabilité, et admetia point fixex,. Alors :

e si |f'(x)| <1, le point fixe est attracteur.
e si f'(Xg)| > 1, le point fixe est repousseur.

Notamment dans I'exemple précédent de la croissimdée d'une population, au point fixe 1/2,
la courbe admet une tangente de pente rful(l&/2) = 0, et I'on a bien un point fixe attracteu

Il reste un dernier probleme, s'il existe un ouspurs points attracteurs, a savoir quelles sant le
conditions initialea, qui ménent vers I'un des points attracteurs. Gnssallement qu’un point fixe
attracteur attire les points qui sont dans un maige suffisamment proche de Iui, on veut maintenant
connaitre a partir de quels pointda trajectoire correspondanig Uy, U,, Us, ... va finir par se trouver
piégée dans ce voisinage du point fixe pour corarevgrs lui. L’ensemble de ces points de départ
dont la trajectoire est attirée vers un point fést appelée le bassin d’'attraction du point fixe.

Dans I'exemple précédent de la croissance lim@aejoit que tous les points de dépastqui sont
dans lintervalle ouvert 10 1] ont une trajectoigei est attirée vers le point fixe 1/2. Le bassin
d’attraction de ce point est l'intervalle 0 &][.

Voici un autre exemple ou la courbe fdprésente la
forme indiquée sur le dessin. Il existe trois moifikes,
dont deux, a savoir les poirfiset F, sont attracteurs. On
constate expérimentalement, en tracant des diageamm
en toile d'araignée, que le bassin d'attractiorpdint O
est formé de deux intervalles (en rouge) et quei ckl
pointF est 'intervalle colorié en vert.

< F \

O — s

8 Cela se démontre aussi, comme on I'a fait darexercice précédent.
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Points périodiques

Un point fixe est tel quéx) = x, ce qui signifie que la suite (aveg:; = f(u,)) démarrant sur ce
point reste définitivement en ce point. Mais il paussi arriver que la suite revienne a son pant d
départ non pas apres une mais apres plusieursdté&raOn a alors une trajectoire forméekdeints
sur lesquels elle ne cesse de tourner Kysgints qui forment ce cycle sont appelés pointegdiues.
Par exemple, on a deux points périodiguest X, formant un cycle lorsquiéx,) = X, etf(x;) = X, ce
qui entraind %(x;) = x, etf*(x,) =X, .> Les points périodiques de période 2 sont ausspdiess fixes
pour la fonctiorf 2. De mémef admetk points périodiques:, X, ..., X formant un cycle lorsquiéx,)
=X, f(X2) = X3, ..., f(Xc1) =X etf(x) =X, . Cela signifie aussi qu‘é< admet un point fixe;, sous
réserve qué soit le plus petit entier positif tel qie(x,)= x;. Ayant ce point fixe, f © aura aussi
comme point fixex= f(Xy), ainsi quexs, ..., X.

Remarquons que si I'on résout I'équatibi(x) = x, on trouve éventuellemektpoints périodiques
def, mais aussi des points périodiques dont la pémstiein diviseur die, notamment les points fixes
def (car si I'on &f(x) = x, on a ausdi“(x) = x).

Reprenons le cas d’'un cycle de deux points pénmdig; et x,. Pour étudier sa stabilité, on est
amené a calculer la dérivéeffe: (f2)(x) =f’(f(x)) f’(X), ce qui donne : %)’ (x) =’ (%) f ' (X)) et
de méme pourf?)’ (%) . On en déduit que la trajectoire cyclique seratiracteur sif[(x) f’(x)| <
1. Cela se généralise aux cycles de longlkeuquelconque, les dérivations s’effectuant aussi en
chaine.

Codage binaire des trajectoires

Prenons I'exemple classique de la suitg &vecun.; = f(u,),
associée a la fonctidix) = 4x (1 —x), avecu, dans l'intervalle
I = [0 1]. On a ausdi(l) = I, d’ou par récurrence évidenta,
reste dang quel que soih. La parabole représentative fla
son sommet er= 1/2 ety = 1.

Notons maintenant O l'intervalle [0 ,1/2] et patifitervalle [1/2 , 1]. Prenons la trajectoire d’'un
point ug, Soitug, U, Uy, ... €t codons chaque terme par 0 ou 1 selon qupiddient a I'un ou a l'autre
des intervalles correspondants. Par exemple, ayecl/3, on a la trajectoire 1/3, 8/9 , 32/81, etc.,
dont le codage commence par 0 1 0. Pour chaqué geidéparu, on obtient ainsi un codage de
longueur infinie en binaire. Et ce codage est unjgauf si la trajectoire tombe sur 1/2, car cebrem
est commun aux deux intervalles. Par exemple, ayed/2, on a la trajectoire 1/2,1, 0, O, O, ...qui
s'écrit aussi bien 01000... que 11000...

Divisons maintenant l'intervalle en sous-intervalles que nous allons coder chaaumip nombre
fini en binaire. Par définition, chacun de ces sotervalles codé par un nombre binaire va contenir
tous les pointay, dont le début de codage est ce nombre binairenéuire. Au départ, le sous-
intervalle noté O contient tous legdont la trajectoire codée commence par 0, c'est/f], et le sous-
intervalle noté 1 est [1/2, 1]. On vient d’obtel@is deux sous-intervalles codés par un nombrerginai
de longueur 1. Puis on passe aux sous-intervallééscpar des nombres de longueur 2, soit 00, 01, 10
11. Le sous-intervalle 00 contient toutes les ttajees aveal, dans [0, 1/2] etl; aussi. Le sous-

° Rappelons que?(x) = f(f(x)), ce qui revient & appliquer successivenietgux fois.
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intervalle noté 01 contient toutes les trajectomgscuy dans [0, 1/2] et dans [1/2, 0]. Ces deux
sous-intervalles 00 et 01 sont dans l'intervalleré€cédemment trouvé. Et I'on fait de méme pour les
sous-intervalles 11 et 10 qui remplissent a leur tancien intervalle 1. Puis on prend tous legsso
intervalles codés par des nombres de longueur 8hadun des intervalles codés par un nombre de
longueur 2 est a son tour subdivisé en deux. Plasriuit sous-intervalles obtenus, celui qui e$é no
010 indique que les trajectoires de tous ses pemnsmencent par 010, c’est-a-dire que lepest
dans [0 ,1/2]y, dans [1/2, 1] eti, dans [0 1/2].

Il est aisé de comprendre que chaque sous-intergatlé par le hombre binaiBede longueun,
est subdivisé en deux sous-intervalles de longaelyrcodédB0 etBl. A cause de cette multiplication
par 2 du nombre des sous-intervalles d’'une étajze sivante, le hombre des sous-intervalles de
longueurn est aussi le nombre des nombres en binaire deidomg, soit 2. D’autre part, les sous-
intervalles sont dans I'ord0 puisB1 siB contient un nombre pair de 1, et dans I'of8tepuisBO si
B contient un nombre impair de 1.

Le dessin ci-dessous, obtenu par un programme ajmpkmet de visualiser les sous-intervalles
codés par des nombres binaires de longueur 1,2pus4 et 5. Par exemple les sous-intervalles de
longueur 5 (par leur codage) sont dessinés avegligines horizontales coloriées. : la couleur rouge
signifie 0, la couleur bleue signifie 1, et les agéds doivent étre lus du haut vers le bas :

‘\\\\\}\ longueur1:0 1
\ ——

A longueur 2: 00 01 1110
longueur 3: 000 001 011 010 110
111 101 100

longueur 4 : 0000 0001 0011 0010
0110 0111 0101 0100 etc.

longueur 5

Codage de Gray

Les nombres en binaire de longueur fixée corredqainaux sous-intervalles de I'exemple
précédent ne sont pas dans I'ordre naturel. lls dams I'ordre correspondant & ce que I'on appeile
codage de Gray : lorsque I'on passe d’'un nombrsuivant, seul un de ses chiffres change. Et la
construction se fait par un jeu de miroir invels§, nombres sont symétriques par rapport a celui du
milieu, a condition d’inverser les 0 et les 1, coenam le voit d’ailleurs sur le dessin. Voici comrhen
se construit le codage de Gray :

0 00 000
1 Q) 001
11
10

FET:) devant, puis on fait la symétrie comme auparawsunt tfois chiffres), en

110
111 ajoutant un 1 devant les huit nouveaux nombres.

101
100

0 : , . ,
0}(1)> Pour continuer on prend les huit nombres trouvédgor ajoute un 0
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Sensibilité aux conditions initiales

Poursuivons notre étude de la suwite = f(u,) avecf(x) = 4x (1 —x). Si I'on sait dans quel ordre se
succedent les sous-intervalles codéskaaniffres binaires, on ne connait pas pour autantlbngueur
qui n'est pas la méme pour tous. Mais on peut amsmonstater que des intervalles symétriques par
rapport au milieu de l'intervalle global [0 1] dat méme longueur. On voit aussi par exemple que les
sous-intervalles 01 et 11 ont une longueur supeéri@wx deux autres 00 et 10, donc ils ont une
longueur plus grande que 1/4. Cela a une conséguemportante. Prenons un sous-intervalle codé par
le bloc binaireB ayantk chiffres. Plus ce bloc posséde de chiffres, dlesti petit. Ce sous-intervalle
se divise en 2 sous-intervall@® etBl, ou encore en quatre sous-intervallB80 B0l B11 B10.
Prenons un pointy dansBO1 et un autrer o dansB10. Ces deux points sont tous deux dans le sous-
intervalle codéB, et ils peuvent étre tres proches (d’autant plsBipossede de chiffres en binaire).
Le début de la trajectoire dg est codéd301 et celle dar, estB10. Cela veut dire qu'apres k™
itérations le termey, provenant del, se trouve dans l'intervalle codé 01 et l'autrgest dans 10. Ces
deux points sont séparés par une distance égateoms a 1/4. Autrement dit, & partir de points de
départ si proches soient-ils, on peut arriver apresertain nombre d’itérations a des points ékéégn
Les trajectoires se sont nettement séparées. Gglpele la sensibilité aux conditions initialesa L
suite que nous sommes en train d'étudigr,; = f(u,) avecf(x) = 4 x (1 —x) en est un exemple
particulierement révélateur. Continuons a I'analyse

Trajectoires non périodiques et périodiques

La trajectoire a partir d’un poiniy n'a rien de hasardeux. Il suffit de déterminersdgoels sous-
intervalles il se trouve pour connaitre son « destiOn a vu aussi que toute I'évolution de laesait
partir deu, correspond a un nombre binaire infini, et que tessombres binaires sont ainsi obtenus.
On en déduit que toutes les trajectoires sont plessi Ainsi un nombre binaire quelconque (sans
répétition infinie d'un méme bloc de chiffres), @spondant & un nombre irrationnel, donne une suite
quelconque, qui ne finit jamais par s’enrouler wuicycle. Il y a donc une infinité (non dénombrable
de trajectoires non périodiques Et il y a aussiiafieité (dénombrable) de trajectoires périodiques

Graphe de transition et point fixe

Enfin il existe un lien avec la théorie des graphgsssinons le graphe a deux états 0 et 1 et les
fleches de liaison indiquées :

CoOZ_ 0D

Lorsque I'on circule sur ce graphe en suivant léshies, et en lisant la succession des états 0 ou 1
obtenus, on fabrique tous les hombres en binassilples, c'est-a-dire toutes les trajectoires dadit
a la récurrencey.; = f(uy). On I'appelle le graphe de transition fd&kemarquons que la fleche allant
de 0 & 0 indique que I'imadéntervalle Q de l'intervalle O contient l'intervalle 0, et qua fleche
allant de 0 a 1 indique gdigntervalle Q contient I'intervalle 1 aussi. Il en est de mépoair les autres
fleches. Cela va avoir des conséquences importasitésn utilise le théoréme suivant :

Théoréme du point fixe : Considérons une fonctioficontinue sur un intervalle | =[a, b], et
telle quef(l) contiennel (I Of(l)) alorsf posséde un point fixe dank.
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Géométriquement, dés quel f(l), la courbe dd va obligatoirement
traverser la premiére bissectrice du repére (amsnaie fois) entra etb.

Par contre, si 'on n'a pds] f(I) ou sif n’est pas continue, on n'est pas
du tout assuré d’avoir un point fixe.

Ce résultat se généralise aux points périodiquas.s@it en effet qu'un cycle dk points
périodiques pouf correspond & des points fixes pdtir Alors si I'on ak intervalles fermés,, I, ...,
I tels que I'image de chacun gagontient le suivant, et cela de fagon cycliquen@ige ddy contient
aussily), soit 1,0 f(l,), 10 f(ly), ..., IOf(lkq), 1:0f(l), il en découle qui O f"(Il), et aussil,
O %(1,), etc. Le théoréme du point fixe s’appliqué ‘& qui admet un point fixe darg et aussi un
point fixe dand,, et de méme jusqula.

Reprenons le graphe de transition de notre fondtteiie que f(x) = 4 x (1 — x). Considérons un
sous-intervalle codé par un nombre en binaire agantéme chiffre au début et a la fin, comme par
exemple 0110. Cela signifie qu’'un poirtde cet intervalle a sa trajectoire qui commencepa0, ce
qui correspond a la circulation 81 1- 0 sur le graphe de transition, d’ou I'imadéntervalle Q
contient I'intervalle 1f(intervalle 1) contient l'intervalle 1, ef(intervalle 1) contient I'intervalle 0, ce
qui entraine qud ¥(intervalle 0) contient l'intervalle 0. Ainsif * admet un point fixe dans l'intervalle
0. Et comme on est parti du sous-intervalle cod0pte point fixe paf ® est aussi dans ce sous-
intervalle.

Ainsi, chaque sous-intervalle codé par un nombrebieaire de longueuk+1, ayant le méme
chiffre en premier et en dernier, contient un pdixg pourf*. Il lui correspond un cycle de points
périodiques pouf. Cela veut dire quk est une longueur de période mais ce n'est pagrfwnt la
plus petite, celle-ci pouvant étre un diviseurkd®ar exemple, le codage 0101 donne une période de
longueur 4, mais la plus courte est manifestemeat i2existe un cycle de deux points périodiques.

Prenons comme exemple le sous-intervalle codé OLH&Iimet un point fixe paf 3, soit trois
points périodiques pour On peut le vérifier sur le diagramme suivant,l'oa part de lintervalle
codé 0110 inclus dans l'intervalle [0 1] :

intervalle 0110 en vert, et
point fixe parf® en bleu

intervalle 110 =(0110) en vert

intervalle 10£2(0110) en vert

intervalle 0£3(0110) en vert
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Le cycle de période 3 visualisé par son
diagramme en toile d’araignée

Cela a été réalisé par un programme simpléont la partie essentielle est la suivante :

for(x=0;x<1.;x+=pas)
{ [* parmi les pointx sur[0 1], on garde ceux du sous-intervall&10 */
y=f(x); yy=f(y);yyy=t(yy);
if(x<0.5 && y>0.5 && yy>0.5 && yyy<0.5)
{ placer le point d’abscisse sur une ligne, ce qui donne l'intervalle 0110
placer le point d’abscissesur une ligne en dessous, ce qui donne I'inteevallo
placer le point d’abscissgy sur une ligne en dessous, ce qui donne l'inteevall
placer le point d’abscissgyy sur une ligne en dessous, ce qui donne l'integvall
if (fabs(yyy-x)<0.001) xf=x; /* xést le point fixe/

}

avec la fonction auxiliaire:
double f(double x) {return ( 4.*x*(1.-x)) ;}

Ce que nous avons fait avec le sous-intervalle GEL@énéralise a tout sous-intervalle ayant le
méme chiffre au début et & la fin. Comme tous tsbres en binaire sont possibles, on peut toujours
s’arranger pour avoir un nombre de longueur quejaenavec le méme chiffre au début et a la fin, et
sans répétition périodique a l'intérieur. On a adé@montré que la fonctiohadmet des trajectoires
périodiques de n'importe quelle période, et en plusait comment les construire, comme cela a été
fait pour 0110.

Ce gue nous venons de faire avec la fondipgn= 4 x (1 —x) s’applique a bien d’autres cas. Nous
allons en traiter un autre sous forme d’exerageemanipulant les concepts précédents, pour trouver
de nouveaux résultats.

Exercice

Il s’agit de montrer qu'une fonction admettant un c¢/cle de période 3 admet alors des cycles
de n’'importe quelle période.

1) Déterminer une fonction f admettant un cycle deigtp.

Donnons-nous ces trois points, par exemple lestpdin2), (2,3), (3,1). Il suffit d'imposer que
I'ordonnée de chacun soit I'abscisse du suivantet de fagon cyclique ('ordonnée du dernier est
aussi I'abscisse du premier). Ensuite on constingt courbe passant par ces trois points. La cdarbe
plus simple correspond & une équation de la foymeax’ + bx + ¢, comme le prouve la méthode

19 Cela peut aussi étre fait manuellement. Dans secraa intérét & commencer par la fin. On commeace
tracer l'intervalle 0, puis on détermine au-deskimservalle 10, puis en remontant l'intervalle 116t enfin
0110.
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d’interpolation de Lagrange. Pour trouver les doiffits a, b, ¢, il suffit de résoudre le systeme
linéaire :

a+b+c=2
4a+2b+c=3
9a+3b+c=1

Pour cela, on utilise la méthode du pivot de Gaes$pn a intérét a commencer par mettre les
inconnues dans l'ordre b, a. Le calcul donne finalement I'équation d’une paiah

y=-1,5%x+ 55x— 2.

Voici le dessin correspondant de la parabole, agaccycle de trois points :

7 b On a aussi colorié en vert les pointge I'axe desx

/ avecx dans [1 2], et tels quef(x) est dans [2 3], en bleu
£ pale les pointx dans [2 3] aveg dans [2 3] et en mauve
2 i ! les pointsx dans [2 3] aveg dans [1 2].

1 2 3

2) Coder avec un 0 lintervalle [1 2] et avec un 1ntérvalle [2 3]. Vérifier que l'image
f(intervalle 0) contient l'intervalle 1, et que iage f(intervalle 1) est égale a I'union des intdies
codés 0 et 1. Puis coder les sous-intervalles ayamtombre en binaire de longueur 2, 3 et 4.

On constate en effet que les pointssitués dans [1 2] (& savoir l'intervalle codé @) ¢eur
successeuy; = f(up) dans [2 3], et méme que certains des points peodk 2 ont leur image en dehors
de l'intervalle [1 3]. Pour simplifier, nous ne pdrons pas en compte les poiagslont la trajectoire
sort de l'intervalle [1 3]. On peut déja affirmenagdans le codage des trajectoires un 0 est t@ujour
suivi de 1, et qu'il n'y aura jamais de bloc 00r Bantre, un pointiy dans [2 3] a son successeur
dans l'intervalle [1 2] ou dans l'intervalle [2 3].

Voici comment construire les sous-intervalles derdodage binaire a pour longueur 2 : il s’agit de
01, 11 et 10. Pour avoir 01, on part de la fisagoir de 1, et on remonte en allant a gauche gair
01. Pour avoir 11, on part du segment 1, et on néend droite pour avoir 11. Enfin, pour avoir 10, o
part de 0, et on remonte en allant a droite. Déddssin :

01 11 10

On obtient par programme les sous-intervalles cpdésles nombres de longueur 1, 2, 3 et 4. Ici la
lecture se fait par bandes de haut en bas (un mod&fongueur 3 est formé de trois bandes), avec 0
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en rouge et 1 en bleu, en I'absence d'une banda, am@respond aux trajectoires qui sortent de
l'intervalle [1 3] et I'on n’en tient pas compte.

longueur1:0 1

longueur2:01 11 10

longueur 3: 011 010 110 111
101

longueur 4 : 0110 0111 0101
1101 1111 1110 1010 1011

3) Combien y a-t-il de sous-intervalles codés par ambre en binaire de longueur k ?

Les nombres en binaire concernés ont la parti¢éldtavoir tous leurs 0 isolés (pas de bloc 00).
AppelonsF(k) le nombre de ces nombres en binaire de longiie@es nombres peuvent étre divisés
en deux catégories :

» Ceux commencant par 01 et suivi d'un nombre dedengk-2 avec des 0O isolés aussi, d’ou
F(k-2) nombres de cette forme.

» Ceux commencgant pas 1 et suivi d'un nombre de lemgktl avec des 0O isolés, d'de(k-1)
nombres de cette forme.

Ainsi, F(k) = F(k-1) + F(k-2), avecF(1)=2, etF(3)=3. On retrouve, a un décalage pres, la suite de
Fibonacci, d’ou la succession : 2, 3, 5, 8, 13,624,

4) Montrer qu’a partir du moment ou la fonction possad cycle de longueur 3, elle possede des
cycles ayant n'importe quelle longueur de période.

Le graphe de transition permettant la fabricati@s anots en binaire concernés a la forme
suivante :

L0

Pour les mémes raisons que précédemment, on pgatit® trouver un nombre de longuéal
commencant et finissant par le méme chiffre, eyari pas de blocs répétitifs sur sa longuedt Le
sous-intervalle correspondant posséde alors urt plinnant lieu a un cycle de longuekr Par
exemple le sous-intervalle 010110 contient un pdontt la trajectoire est un cycle de longueur 5. Et
cela peut se faire pour n'importe quelle longueulEt ce qui vaut pour la fonctidngue nous avons
prise se généralise a toute fonction possédanyala de longueur 3.

" Pour compter tous les cycles de longueou un diviseur dé), il suffit de compter combien il y a de
nombres en binaire commencant et finissant par@menchiffre (soit 0 soit 1) et de longudarl. En faisant le
méme raisonnement qu'avant, ces nombres sont fdentee 01...10 ou 1...1, on en trouve finaleme(k-1) +
F(k-3), dés quéc3.
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